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Pag.  55,  Zeile  22  v.  o.  lies  „Proc.  of  the  R.  Soc.  XXI"  statt  „Quart  J.  Xll'*. 

Pag.  100,  Zeile  14  v.  o.  lies  „Wee^/ modo"  statt  „il  =  lmod5". 

Pag.  125,  Zeile  15  v.  o.  hinzuzufügen:  „Der  Verfasser  erwähnt,  dass  das 
erste  Resultat  schon  von  Herrn  Bienaym^,  wenn 
auch  auf  anderem  Wege,  gefunden  ist.  Die  Werthe 
von  u  (für  F„i »  ^)  sind  bei  den  beiden  Verfassera 
nicht  völlig  dieselben". 

Pag.  149,  Zeile  14  v.  o.  lies  „meisterhaft"  statt  „etwas  schulmeisterlich". 

Pag.  306,  Zeile  27  v.  o.  lies  „Gorrespondenzen"  statt  „Gorrespondenten". 

Pag.  307,  Zeile  25  v.  o.  müssen  die  Worte  „für  ebensoviel"  fehlen. 

Pag.  370,  Zeile  4  v.  u.  lies  „Gap.  8D"  statt  „Gap.  3G". 

Pag.  375  und  376  Zeile  5  lies  „(d,,  dy,  d,)*"  statt  „{dx,dy,  da)'". 
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Capitel  1 
Geschichte. 

F.  Lknormant.  Essai  sur  un  document  math^matique 
chald^en,  et  ä  cette  occasion,  sur.le  Systeme  des 
poids  et  mesures  de  Babylone.     Paris.  A.  Levy. 

Ce. 

G.  Friedlein.    Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik. 

III.      Pr.  Hof. 
M.   CaNTOR.      Recension   dazu.      ScWomilch  Z.Lite.XVIII.  85-86. , 

Zunächst  wendet  sich  dieser  Ste.Theil  der  Beiti'äge  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  gegen  die  Recension  des  zweiten  Theiles 
durch  Cantor  in  Litz.  XVII  (Siehe  F.  -d.  M.  IV.  p.  1).  Auf  die- 
sen Theil  dem  Verfasser  zu  folgen,  halten  wir  nicht  für  ange- 
zeigt. Hauptsächlich  enthält  dann  das  Programm  eine  Würdigung 
Platon's  als  Mathematiker,  die  in  schätzenswerther  Vollständigkeit 
sämmtliehe  Stellen  der  Schriften  desselben,  die  mit  Mathematik 
zusammenhängen,  zusammenstellt  und  erklärt,  darunter  auch 
manche  bis  jetzt  yollständig  unbeachtet  gebliebene.  Ce. 

L.  Am.  Sedillot.  Sur  Torigiiie  de  la  semaine  plan^- 
taire  et  de  la  spirale  de  Piaton.  Boncompagni  Bull.  Vi.  239-248. 

Untersuchung  darüber,  wie  überhaupt  die  Eintheilung  der 

Fortichr.  d.  M«tb.  V.  l.  1 
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Zeit  in  Wochen  entstanden,  und  auf  welche  Weise  nachher  die 
einzelnen  Tage  den  sieben  Planeten,  Sonne  und  Mond  einge- 
schlossen, gewidmet  sind,  Dabei  stellt  der  Verfasser  die  aus 
dem  Timaeos  des  Piaton  entsprossene  Art  und  Weise  der  Yer- 
theilung  mittelst  der  Spirale  des  Piaton  dar,  was  ihm  Gelegen- 
heit giebt,  einen  Blick  auf  alle  im  Alterthum  behandelten  Spiralen 
zu  werfen.  Am  Schlüsse  leitet  er  das  deutsche  Wort  Samstag 
und  Samedi  der  Franzosen  für  Sonnabend  von  dem  arabischen 
Worte  Sams  =  Sonne  ab,  das  erst  aufgenommen  sei,  nachdem 
fttr  Dies  Solis  (Sonntag)  der  Name  Dies  Dominica  sieb  Eingang 
verschafit  habe.  Ce. 

.  G.   V.   ScHiAPARELLi.      I  prccursori   di  Copernico   iiell' 
antichitk.     ßicerche  storiche. ,  Milane  e  Napoii.    Hoepii. 

Der  im  Jstituto  Lombardo  zum  Gopernicus-Säculartage  von 
dem  Verfasser  gehaltene  Festvortrag.  Derselbe  lässt  die  An- 
sichten der  Oriechen  über  die  Constitution  des  Weltalls  Revue 
passiren.  Speciell  behandeln  die  Abschnitte  seiner  Schrift:  I.  die 
Pythagoräer.  Philolaos  und  Hiketas;  II.  Piaton;  III.  Herakleides, 
Pontikos  und  Ekphantos;  IV.  Aristarchos  von  Samos  und  Seien- 
kos;  V.  Aryabhatta  und  Prithüdaca-Swami.  Ein  Anhang  ent- 
hält dann  noch  die  im  Laufe  der  Untersuchung  nöthig  gewordenen 
Belegstellen  alter  Schriftsteller  im  Original  und  in  italienischer 
üebersetzung.  Ce. 

H.  W.   ScHAEFER.      Die  astronomische   Geographie  der 
Griechen  bis  auf  Eratosthenes.    Pr.  Flensburg. 

Die  Arbeit  ist  sehr  nahe  verwandt  der  von  Schiaparelli,  I 
precursori  di  Copernico  neli'  antichitä..  Sie  holt  noch  etwas  wei- 
ter aus  als  letztere.  Die  einzelnen  Abschnitte,  welche  sie  be- 
handelt, sind  I.  die  Himmelsbeobachtungen  der  vorgriechischen 
Zeit;  IL  die  mythischen  Anschauungen  des  hellenischen  Volks- 
glaubens; III.  die  speculativen  Behauptungen  der  Philosophen; 
IV.  die  wissenschaftliche  Forschung  der  Mathematiker.  Ihre  End- 
resultate stimmen  mit  denen  Schiaparelli's  ttberein.  Ce, 
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G.  Hofmann,  üeber  eine  von  Plutarch  in  seiner  Schrift : 
,,De  facie  quae  in  orbe  liinae  appareat"  erwähnte  Sonnen- 
finstemiss.     Pr.  Triest. 

Nachdem  der  Verfasser  den  vorzugsweise  mathematisch-phy- 
sikalischen Inhalt  der  oben  erwähnten  Schrift  des  Plutarchos  in 
Kurzem  dargelegt  hat,  geht  er  zu  der  Stelle  über,  welche  den 
eigentlichen  Kern  seiner  Abhandlung  bildet.  Sie  steht  in  Cap.  19 
und  lautet:  „dass  von  allen  Erscheinungen  an  der  Sonne  Nichts 
so  ähnlich  ist  als  eine  Sonnenfinstemiss  dem  Sonnenuntergang, 
werdet  ihr  mir  zugeben;  wenn  ihr  euch  der  neulichen  Zusammen- 
kunft (sc.  yon  Sonne  und  Mond)  erinnert,  welche,  nachdem  sie 
gleich  nach  Mittag  begonnen  hatte,  viele  Sterne  an  vielen  Punk- 
ten des  Himmels  sichtbar  machte  und  der  Luft  eine  Färbung 
gleich  der  Dämmerung  verlieh.^  Dass  von  einer  Sonnenfinster- 
niss,  die  in  Griechenland  sichtbar  gewesen,  die  Rede  ist,  kann 
keine  Frage  sein.  Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  von  allen  zur 
Lebenszeit  des  Plutarch  stattgefundenen  Sonnenfinsternissen  nur 
die  vom  30ten  April  59  nach  Chr.  es  gewesen  sein  kann,  dieselbe, 
welche  Tacitns  und  Dio  Gassius  gelegentlich  der  Ermordung 
Agrippina's,  der  Mutter  des  Nero,  erzählen,  und  welche  nach  dem 
älteren  Plinius  auch  in  Armenien  beobachtet  ist.  Am  Schluss 
zieht  der  Verfasser  aus  dem  so  fixirten  Datum  weitere  Schiftsse 
flber  die  Lebensumstände  des  Plutarchos  und  die  Abfassungszeit 
seiner  Schriften.  Ce. 

M.   Cantor.      Euclide    e   il   suo   secolo,   traduzione  di 
G.  B.  Biadego.     Roma. 

Siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  2.  Jg. 

pROCLi  DiADoCHi  in  primum  Euclidis  elementorum  librum 
commentarii.     Ex  recensione  Godofredi  Friedlein. 

Lipsiae,  Teubner.    8^ 
Der  griechische  Text  der  für  die  Geschichte  der  griechischen 
Mathematik  bekanntlich  höchst  wichtigen  Gommentare  des  Proklos 
Diadochos  zum  ersten  Buche  des  Euklides  war  bis  jetzt  nur  in 
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einer  Ausgabe  yorbanden.  Diese,  von  Grrynaeus  besorgt,  1533 
zu  Basel  gedruckt,  ist  ausser  ihrer  Seltenheit  besonders  auch 
ihrer  Fehlerhaftigkeit  halber  so  gut  wie  unbenutzbar.  Der  Her- 
ausgeber dieses  Neudruckes  nun  hat  einen  lesbaren  Text  unter 
Benutzung  aller  ihm  zugänglichen  Hilfsmittel  geliefert,  dem  ein 
für  die  Benutzung  höchst  erwünschter  Index  nominum  und  Index 
rerum  et  verborum  angehängt  ist.  Es  ist  durck  diese  Ausgabe 
wieder  in  Etwas  dem  Mangel  abgeholfen,  dass  die  wichtigsten 
mathematischen  Quellenschriften  des  Alterthums  in  ihrer  Original- 
fassung noch  unedirt  liegen;  die  wichtigste  von  allen  freilich, 
die  Sammlungen  des  Pappos,  harrt  noch  immer  seit  400  Jahren 
ihres  ersten  Herausgebers.  Ce. 

G.  Friedlein.     De   Hypsicle   Mathematico.     Bonoompagni 

Bull.  VI.  493-529. 

Bei  der  Bearbeitung  der  eben  erwähnten  Ausgabe  des  Proklos 
Diadochos  fand  der  Verfasser  in  der  yon  ihm  mit  M.  bezeich- 
neten Münchner  Handschrift  427  das  gewöhnlich  als  XIVtesBuch 
der  Euklidischen  Elemente  bezeichnete  Werk  des  Hypsikles  in 
einer  bedeutend  besseren  Recension  vor,  als  sie  in  den  bisherigen 
Ausgaben  des  Euklides  gegeben  ist.  Es  war  ihm  dies  Veran- 
lassung als  eine  Art  Parergon  der  obigen  Ausgabe  Alles  zu  sam- 
meln, was  über  Hypsikles  bekannt  und  geschrieben  ist,  und  die 
ihm  mit  Recht  oder  Unrecht  zugeschriebenen  Werke  theils  im 
Urtexte  mit  lateinischer  Uebersetzung,  theils  nur  in  letzterer  zu 
ediren,  theils  auch  nur  in  resümirendem  Ueberblicke  mitzutheilen. 
Das  Resultat  seiner  Untersuchungen  lässt  sich  kurz  dahin  fassen: 
Hypsikles  kann  nicht  viel  später  als  ApoUonios  (etwa  215  v.  Chr.) 
gelebt  haben;  das  ist  Alles,  was  sich  sicher  über  ihn  ermitteln 
lässt.  Das  Buch  über  die  regelmässigen  Körper  (das  XIV  te  des 
Euklides)  ist  Eigenthum  des  Hypsikles,  ebenso  der  Anaphoricus. 
Das  ihm  auch  zugeschriebene  sogenannte  XV  te  Buch  des  Euklides 
ist  nicht  von  Hypsikles,  sondern  etwa  um  die  Zeit  des  Marinus 
{4tes  oder  5 tes Jahrhundert  v.Chr.)  von  zwei  oder  drei  verschie- 
denen Verfassern  geschrieben  und  hat  keinen  wissenschaftlichen 
Werth. 
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Ob  die  Untersuchung  wirklich  abschliessend  geführt  werden 
kann,  ohne  die  viel  concludentere  Bearbeitung  4es  XVten  Buches 
durch  die  Araber,  die  ja  in  der  Adelhard'scben  Uebersetzung, 
d.  i.  der  Campanrschen  Ausgabe  leicht  zu  erlangen  ist,  zu  ver- 
gleichen, die  doch  vielleicht  mehr  von  dem  griechischen  Originale 
gerettet  haben  kann  als  die  theilweise  verstümmelten  griechischen 
Handschriften,  dürfte  zu  bezweifeln  sein.  Ge. 

B.  BoNCOMPAGNi.  Giunte  e  coiTezioni  allo  scritto  inti- 
tolato   „Intoriio   ad  una  traduzione  latina  dell'  Ottica 

di  Tolomeo"   etc.    Boncompagni  Bull.  VI.  159-170,  1  Facsimile. 

Die  Zusätze  und  Berichtigungen  betreffen  theils  neu  aufge- 
fundene Handschriften  der  nach  dem  Arabischen  bewirkten  latei- 
nischen Uebersetzung  der  Optik  des  Ptolemaeos  durch  Eugenius 
Amiraceus  Siculus,  theils  Vermehrung  und  Verbesserung  des 
reichhaltigen  sonstigen  litterarischen  Apparates  der  Hauptabhand- 
lung (Boncompagni  Bull.  IV,  470-492  s.  F.  d.  M.  UI.  p.  2).  Das 
Facsimile  liefert  den  Anfang  der  Uebersetzung  nach  sämmtlichen 
bis  jetzt  bekannten  13  Handschriften^  davon  6  in  Italien,  3  in 
Frankreich,  2  in  Deutschland,  2  in  England  sich  befinden. 

Ce. 

S.  Günther.  Lo  sviluppo  storico  della  teoria  dei  poli- 
goni  Stellati  nelV  antichitä  e  nel  medio  evo.  Boncompagni 
Bull.  VI.  313-340. 

Die  Abhandlung  beginnt  mit  einer  kritischen  Darstellung  der 
von  Roth  in  der  „Geschichte  der  abendländischen  Philosophie^ 
Bd.  II,  von  Gantor  in  den  ,,Mathematischen  Beiträgen  zum  Gultur- 
leben  der  Völker"  und  von  Zeising  in  der  „Deutschen  Viertel- 
jahrschrift^'  1868  ausgesprochenen  Ansichten  über  die  Bedeutung 
des  sternförmigen  Fünfecks  in  der  Pythagoräischen  Schule.  Der 
Herr  Verfasser  neigt  im  Allgemeinen  zu  der  Ansicht  Cantor's,  ist 
jedoch  mit  ihm  nicht  einverstanden,  insofern  derselbe  annimmt, 
dass  die  Pythagoräer  durch  ihre  kosmische  Theorie  zum  Studium 
der  regulären  festen  Körper,  besonders  des  Dodekaeders  und 
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durch  dieses  zur  Construction  des  regulären  Ftinfecks  gelangt 
seien;  sondern  umgekehrt,  das  Studium  der  regulären  Polygone 
müsse  dem  der  festen  Körper  vorangegangen  sein,  da  die  Er- 
findung und  Untersuchung  dieser  viel  grössere  Vertrautheit  mit 
geometrischen  Vorstellungen  und  einen  viel  höheren  Grad  geo- 
metrischer Abstraction  voraussetzen  als  die  Construction  der  re- 
gulären Polygone. 

Wohl  haben  seit  den  ältesten  Zeiten  die  Geometer  sich  mit 
der  Theilung  der  Kreisperipherie  in  gleiche'  Theile  beschäftigt, 
doch  könne  die  Kenntniss  und  Anwendung  des  goldenen  Schnittes 
in  der  Pythagoräischen  Schule  nicht  angenommen  werden,  und 
seien  daher  die  vielen  Constructionen  des  regulären  Fünfecks 
immer  nur  mechanische  Versuche  gewesen.  Aus  dem  gewöhn- 
lichen Fünfeck  seien  sie  dann  durch  das  Diagonalenziehen  leicht 
zum  Stempolygon  gelangt,  welches  eben  wegen  seiner  speciellen 
Form  sehr  geeignet  war  als  Erkennungszeichen  zu  dienen  ftir 
eine  geheime  Gesellschaft  von  wesentlich  mathematischem  Gha- 
racter.  Von  einer  Theorie  der  Stern-Polygone  im  Alterthum,  wie 
sie  Roth  annimmt,  könne  jedoch  gar  keine  Rede  sein. 

Die  Besprechung  der  berühmten  Stelle  in  der  Geometrie  des 
Boethius,  welche  vom  Fünfeck  handelt  (vgl.  das  folg.  Referat) 
veranlasst  eine  Darstellung  des  gegenwärtigen  Standes  der  Frage 
über  die  Echtheit  dieses  Werkes. 

Es  wird  darauf  die  meist  mystische  Bedeutung  des  Stern- 
Fünfecks  im  Mittelalter  geschildert,  seine  Verwendung  auf  Gemmen, 
in  der  Teufelskunst  als  Drudenfuss,  in  der  Baukunst,  in  der  Heraldik. 
Der  erste  jedoch,  welcher  eine  Theorie  der  sternförmigen  Poly- 
gone aufgestellt  hat,  ist  der  Engländer  Adelard  von  Bath  in  seiner 
Uebersetzung  der  Euklidischen  Geometrie  mit  Commentar,  näm- 
lich in  der  Anmerkung  hinter  dem  32sten  Satz  des  ersten  Buches, 
welche  von  der  Winkelsumme  dieser  Polygone  handelt.  Nicht 
eben  so  hervorragende  Bedeutung  für  diesen  Gegenstand  haben 
Gampanus  im  ISten  und  Bradwardinus  im  14ten  Jahrhundert, 
deren  Leistungen  ebenfalls  besprochen  werden. 

Schz. 
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B.  BoNCOHPAGNi.  Intorno  ad  un  passo  della  geometria 
di  Boezio  relative  al  pentagouo  stellato.     Boncompagni 

Ball.  VI.  d41-d&8. 

B.  Boncompagni.  Giunte  e  correzioiii  alle  scritto  inti- 
tolato:  Intoruo  ad  un  passo  della  geometria  di  Boezio 
relativo  al  pentagono  stellato.     BoDcompagoi  Bull.  vi.  544. 

Es  werden  die  Lesarten  der  berühmten  Stelle  in  der  Geo- 
metrie des  Boethius.  „Intra  datum  circuluni  quinquangulum, 
quod  est  aequilaterum  atque  aequiangulum  designare  non  discon- 
venit.  Nam  omnia  quaeeunque  sunt  numerorum,  ratione  sua 
constant,  et  proportionaliter  aiii  ex  aliis  constituuntur  cireum- 
ferentiae,  aequalitate  multiplicationibus  suis  quidem  exeedentes, 
atqoe  alternatim  proportionibus  suis  terminum  facientes/'  aus 
7  Ausgaben  und  28  Handschriften  zusammengestellt^  versehen 
mit  genauer  Angabe  der  Bibliotheken,  welche  Exemplare  der 
Ausgaben  oder  Beschreibungen  der  Codices  besitzen. 

Die  zweite  Mittheilung  enthält  einige  kleine  bibliographische 
Zusätze  und  Verbesserung  einiger  Druckfehler  der  ersten  Ab- 
handlung. Schz. 

G.  B.  Brandely.  Quelques  remarques  sur  deux  articles 
du  Bulletin  (T.  V.)  intitule :  Storia  delle  matematiche 
presso  gli  Arabi  del  D.  Ermanno  Haiikel**  et  „Vite  di 
mateoiatici  Arabi  etc.  con  uote  di  M.  Steinschneider^^ 

Boncompagni  Ball.  VI.  65-68. 
Die  Note  wendet  sich  gegen  die  im  Titel   erwähnten   Ar- 
beiten (s.  F.  d.  M.  IV.  p.  4  u.  5)^  denen  sie  verschiedene  Ltlcken 
und  Versehen  nachweist,  indem  sie  die  von  den  Verfassern  nicht 
beräcksichtigten  Arbeiten  nennt  0. 

M.  Steinschneider.  Thabit  („Thebit")  ben  Korra.  Biblio- 
graphische Notiz.     Schlömilch  Z.  XVIII.  331-338. 

Der  Verfasser  giebt  eine  bibliographische  Uebersicht  der  in 
lateinischer  Uebersetzung  vorhandenen  Werke  des  Thabit  ben 
Korra,  sei  es  gedruckt,   sei  es  in  Bandscbriften.     Die  in  dem 
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grossen  Handschriftenschatz  der  Hof-  and  Staats  -  Bibliothek  zu 
München  vorhandenen  Tbabit'schen  Stücke  hat  er  doch  übersehen. 
No.  1.  „Liber  imaginum^'  enthält  der  Cod.  Lat.  27*;  ein  „Tho- 
bites  de  judiciis"  enthält  Cod.  Lat.  588'',  vielleicht  No.  14; 
Cod.  10661'  lautet  „De  compositione  quadrantis,  compositum  iit 
creditur  a  Thabit*',  unter  den  von  Steinschneider  aufgeführten 
Werken  überhaupt  nicht  genannt.  Ce. 

M.    Chasles.      Sur    la    d^couverte  de  la  Variation   par 

Aboul-Wefä.     C.  R.  LXXVI.  859-864. 

M.  Chasles.  Explication  du  texte  d'Aboul-Wefd  sur 
la  troisifeme  in^galit^  de  la  Lune.    C.  R.  LXXVI.  901-909. 

J.  Bertrand.     R^ponse  ä  M.  Chasles.   c.  R.  Lxxvi.  909. 

Texte  original  d'Aboul-Wefä,  sur  lequel  porte  la  dis- 
cussion  actuelle.     c.  R.  Lxxvi.  910-911. 

L.  Am.  Sedillot.  Rectification  d'un  point  de  la  Com- 
munication  de  M.  Munk,  au  sujet  de  la  döcouverle 
de  la  Variation,     c.  R.  lxxvi.  1291-1293. 

J.  Bertrand.     La  Theorie   de  la  Lune  d'Aboul  -  Wefä. 

Paris,  Gauthier-Villars. 

Im  Octoberhefte  1871  des  Journal  des  Savans  (s.  F.  d.  M. 
III.  p.  3)  hatte  J.  Bertrand  das  Resultat,  zu  welchem  M.  Chasles 
in  Betreff  der  dritten  Ungleichheit  des  Mondes,  der  sogenannten 
Variation,  gelangt  war,  als  falsch  nachzuweisen  gesucht.  Chas- 
les hatte  mit  S^illot,  Munk  u.  A.  behauptet,  dieselbe  finde  sieh 
schon  angewendet  von  Aboul-Wefä  in  dessen  Almagest.  Gegen 
diese  Behauptung  wendete  sieh  Bertrand  in  der  erwähnten  Ab- 
handlung, die  er  auch  in  der  an  letzter  Stelle  erwähnten  Schrift 
im  Separatabdruck  wieder  veröffentlicht  hat.  Chasles  führt  in 
den  beiden  ersten  Noten,  welche  eigentlich  einen  fortlaufenden 
Text  bilden,  die  Gründe  ftir  seine  Meinung  nochmals  vor,  und 
legt  den  Ideengang  Aboul-Wefä's  klar  dar.  In  der  Schrift  unter 
No.  3  versucht  Bertrand  Cl^^sles*  falsche  Auffsussuug  einer  Stelle 
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nachzuweisen;  seiner  Note  ist  dann  auf  Anordnung  der  Akademie 
der  arabische  Originaltext  der  Stelle  des  betreffenden  Schrift- 
stellers angeftlgt  worden.  In  der  Note  Sädillofs  zeigt  dieser, 
daas  eine  von  Bertrand  benutzte  Notiz  Munk's  unrichtig  sei,  und 
tritt  ebenfalls  für  die  Entdeckung  durch  Aboul-Wefä  ein.  Es 
scheint  wirklich,  dass  Aboul-Wefä  unter  seinem  tasdisät  und 
tathlithät  die  Octanten  verstanden  hat,  und  dann  wttrde  ihm  die 
Entdeckung  unzweifelhaft  zukommen.  Ce. 

Le  Calendrier  de  Cordoue  de  Tannee  961.    Texte  arabe 
et  ancienne  traduction  latine,   publik  par  R.  Dozy. 

Leyde.  Brill. 

Im  Anhange  zum  Iten  Bande  seiner  „Histoire  des  scienees  ma- 
th^matiques  enltalie^'  hatLibri  ein  „Liber  anoe^'  herausgegeben^ 
das  von  bedeutender  Wichtigkeit  nicht  blos  iUr  die  Geschichte 
der  Mathematik  ist.  Herr  Dozy  hat  nun  nach  einer  Pariser 
Handschrift  (No.  1082),  welche  das  arabische  Original  mit  he- 
brftischeft  Lettern  geschrieben  enthält,  dieses  Original  und  den 
von  Libri  veröffentlichten  lateinischen  Text  neu  herausgegeben. 
Anf  den  Inhalt  nnd  die  Art  der  Herausgabe  einzugehen  ist  erst 
im  nächsten  Jahrgang  dieses  Jahrbuches  der  Ort,  wo  die  aus- 
f&hrUche  und  eingehende  Kritik  der  Ausgabe  durch  Steinschneider 
zur  Besprechung  gelangen  muss.  Ge. 

P.  RiGCARDi.     Intomo  ad  alcune  rare  edizioui  delle  opere 
.    astroQomiche   di  Francesco  Capuano  da  Manfredonia. 

ModeDS,  Luig^  Gaddi. 

Francesco  Capuano  war  geboren  zu  Manfredonia  um  die 
Mitte  des  löten  Jahrhunderts  und  starb  zu  Neapel  um  1490.  Am 
Abend  seines  Lebens  wurde  er  Mönch  und  vertauschte  seinen 
Tanfnamen  Francesco  mit  Giovanni  Battista.  Dadurch  sind  manche 
Schriftsteller  veranlasst  worden,  ihn  in  zwei  Personen  zu  theilen. 
Die  von  ihm  vorhandenen  Werke  sind  ein  Commentar  zu  dem 
Bache:  „De  sphaera''  des  Sacrobosco  und  ein  solcher 'zu  den 
„Theoricae  novae  planetarum*'  des  Georg  Peurbach.  Von  dem 
ersten  Commentar  zählt  der  Verfasser  4  Ausgaben  auf  und  be* 
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Bchreibt  sie  ausführlich;  von  dem  zweiten  existiren  6  Ausgabeo, 
welche  ebenfalls  eingehend  beschrieben  werden.  Ge. 

Schanz.     Der  Cardinal  Nicolans   von  Cusa  als  Mathe- 
matiker,   Bottweil  lb72. 

Schanz.     Die  astronomischeu  Anschauungen   des  Nico- 
laus von  Cusa  und  seiner  Zeit.    Rottweil. 

Wir  holen  die  Besprechung  des  ersten  im  vorigen  Bande 
nur  erwähnten  Programms  von  1872  hier  im  Zusammenhange 
mit  dem  zweiten,  das  mit  ihm  ein  Ganzes  bildet,  nach.  Während 
in  allen  anderen  Beziehungen  die  Verdienste  des  Nicolaus  von 
Cusa  Würdigung  und  Aberkennung  gefunden  haben,  gilt  dies 
allein  fUr  die  mathematischen  Schriften  desselben  nicht.  Es  ftir 
diese  zu  thun  ist  die  Absicht  des  Verfassers.  Von  rein  mathe- 
matischen Schriften  Cusa's  kennen  wir  neun,  von  astronomischen 
vier.  Schanz  behandelt  die  mathematischen  in  drei  Abschnitten. 
I.  Princip  und  Methode;  IL  Die  Quadratur  des  Kreises;  III.  Bo* 
gen  und  Sehnen.  Er  zeigt,  wie  Unrecht  man  dem  Cardinal  ge- 
than,  wenn  man  seine  Kreisquadraturen  als  von  ihm  fttr  völlig 
richtig  angesehen,  hinstellt;  er  zeigt,  dass  der  Cusaner  manche 
der  später  als  bedeutend  hingestellten  annähernden  Quadraturen 
schon  ausgesprochen  und  bewiesen  hat,  z.  B.  die  des  Snellius. 
Der  Spott,  den  Dr.  Morgan  in  seinem  Budget  of  paradoxes  ttber 
ihn  ausgiesst,  ist  also  völlig  ungerechtfertigt. 

In  der  Astronomie  steht  Cusa  auf  der  Grenze  zwischen  dem 
ptolomäischen  und  dem  copernicanischen  System.  Er  sprach 
das  grosse  Wort  aus,  die  Erde  ist  ein  Stern  wie  andere  Sterne. 
Seine  astronomischen  Ansichten  fasst  Schanz  in  folgender  Weise 
zusammen:  L  Alle  Gestirne,  Sonne,  FixsternC;  Planeten  und 
Monde  bewegen  sich;  2.  Die  Erde  hat  eine  dreifache  Bewegung: 
a)  um  ihre  eigene  Axe,  b)  um  zwei  im  Aequator  angenommene 
Pole,  und  c)  um  die  Weltpole.  Ihm  gebUhrt  also  unter  den  Vor- 
läufern des  Copernicus  ein  besonders  hervorragender  Platz.  Be- 
sprochen werden  dann  an  letzter  Stelle  noch  seine  Reparatio  Ca- 
lendarii  und  Correctio  Tabularum  Alphonsi.  Ce. 
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F.  HiPLER.  Die  Biographen  des  Nikolaus  Kopeniikus. 
Ein  Gedenkblatt  zur  vierten  Säcularfeier  seines  Ge- 
burtstages.     Altpr.  Monatsschr.  X.  193-218.    Braunsberg,  Pater. 

Die  erste  Biographie  des  Gopemicus  hat  dessen,  so  zu  sagen, 
einziger  Schüler  Joachimus  Rheticus  verfasst,  sie  ist  Isider  ver- 
loren gegangen ;  für  viele  Fragen  ein  unersetzlicher  Verlust.  Die 
erste  wirklich  vorhandene  Biographie  lieferte  Adam  in  seinen 
„Vitae  Germanorum  philosophorum''.  Dann  folgt  die  „Vita  Co  • 
pernici''  in  der  Muler'schen  Ausgabe  des  Gopernicus,  die  aber 
noch  nicht  einmal  das  lieferte,  was  Adam  gesammelt.  1G27  folgt 
Simon  Starowolski  und  1658  Martin  Badyminski  (S.  unten  p.  14) ; 
dann  kommt  die  bis  vor  Kurzem  einzige  quellenmässige  Lebens- 
beschreibung des  Gopernicus  von  Pietro  Gassendi.  Auf  ihr  fussen 
alle  bis  Anfang  dieses  Jahrhunderts  erschienenen  Lebensbeschrei- 
bungen, von  denen  die  von  Lichtenberg  die  bekannteste,  wenn 
auch  nicht  die  beste  ist.  Seit  Anfang  des  laufenden  S&culums 
kam  zur  Belebung  der  Untersuchungen  über  Gopernicus  der  Streit 
um  die  Nationalität  hinzu,  der  so  lange,  als  die  Polen  noch  eine 
Nation  waren,  geschlummert  hatte,  während  er  nach  der  Zer- 
trümmerung des  Polenreiches,  wo  die  Polen  sich  an  Alles  an- 
klammerten, um  einen  Schein  von  Nationalität  zu  retten,  sehr 
bald  entbrannte.  Hier  ist  vor  allem  die  Lebensbeschreibung  des 
Gopernicus  von  Johann  Sniadecki  zu  nennen,  die  in  die  meisten 
Europäischen  Sprachen,  ja  selbst  in's  Persische  übersetzt  ist  Das 
Säcalarjahr  des  Todes  von  Gopernicus  feuerte  den  Eifer  nur  um 
80  mehr  an.  Der  eifrigste  Verfechter  der  Polen  war  Adryan 
Krzyianowski.  Ihm  steht  auf  deutscher  Seite  Leopold  Prowe 
gegenüber.  Das  Säcularjahr  1873  hat  dann  endlich  die  Biogra- 
phie Polkowski's  gebracht  (Siehe  p.  12),  die  Prowe's  steht  noch 
aus.  Ueber  sämmtliche  Biographen  giebt  der  Aufsatz  bibliogra- 
phisch und  sachlich  höchst  schätzenswerthes  Material.  Zuletzt 
gebt  der  Verfasser  noch  auf  die  Säeularausgabe  des  Wei-kes  ein. 
Dem  Referenten  ist  es  Bedürfniss  noch  auf  die  vielfachen  Ver- 
dienste hinzuweisen,  die  der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift 
selbst  sich  für  die  Elarlegung  sowohl  der  Lebens-  als  der  Natio- 
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naiitätsverbältnisse  des  Copernicus  erworben  hat  Er  schliesfit 
seinen  lesenswerthen  Aufsatz  mit  dem  Scaliger'schen  Ausspruch 
über  Copernicus:  ävi^Q  navtdg  Xoyov  %q€it%wv\  Ce. 

K.   J.   JPoLKowsKi.     Zywot  Mikolaja  Kopernika  (Leben 

des    Copernicus).       Gnesen.  Lange. 

Die  Gesellschaft  der  Freunde  der  Wissenschaften  zu  Posen 
hatte  zum  Säcularfeste  des  Copernicus  einen  Preis  von  500  Thlr, 
ausgeschrieben  für  die  beste  Lebensbeschreibung  des  Copernicus, 
die  jedoch  auf  Grund  gedruckter  und  ungedruckter  Beweismittel 
zeigen  musste,  dass  Copernicus  ein  Pole  sei.  Die  einzig  einge- 
gangene und  deshalb  auch  mit  dem  Preise  gekrönte  Schrift  ist 
die  vorliegende.  Sie  steht,  wie  aus  ihrer  Entstehungsgeschichte 
leicht  zu  folgern  ist^  völlig  auf  polnisch-nationalem  Standpunkt, 
und  es  ist  damit  schon  der  Gesichtspunkt,  von  dem  allein  eine 
unparteiische  Biographie  geschrieben  w'erden  kann,  völlig  ver- 
rilckt.  Daher  kommt  es  denn  auch,* dass  der  grösste  Theil  des 
363  Seiten  starken  Bandes  nicht  von  dem  Leben  des  Helden 
handelt,  sondern  von  vielfach  recht  nebensächlichen  Dingen,  dia 
selbst  fftr  den  Beweis,  Copernicus  sei  ein  Pole,  recht  gleichgültig 
sind.  Nur  180  Seiten  sind  Copernicus  gewidmet.  Die  ein- 
zelnen Abschnitte  handeln:  1.  Von  der  Nationalität  im  Allge- 
meinen und  von  der  des  Copernicus  im  Besondern;  2.  Vom  Kul- 
merlande,  dem  Vaterlande  des  Copernicus;  3.  Thorn,  die  Vater- 
stadt des  Astronomen;  4.  Die  Familie  des  Kopemik  in  Krakan; 
5.  Die  Familie  Watzelrode;  6.  Nicolaus  Copernicus,  der  Vater 
des  Astronomen;  7.  Nicolaus  Copernicus,  der  Astronom;  8.  Das 
Werk :  De  Revolutionibus ;  9.  Die  Zeugnisse  der  Auswärtigen  fftr 
die  polnische  Nationalität  des  Copernicus;  10.  Copemicusbiblio- 
graphie,  vorzugsweise  polnische. 

Von  allen  Abschnitten  scheint  wohl  Nr.  9  der  schwächste  zu 
sein.  Was  beweist  wenigstens  die  Aussage  von  100  Personen, 
wenn  davon  einer  vorspricht,  und  die  übrigen  einfach  nachsprechen! 
Und  das  ist  bei  Allen  der  Fall,  welche  Polkowski  aufführt.  Eben- 
so verfehlt  scheint  uns  Abschnitt  5,   in  dem  die  unzweifelhaft 
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deatsche  Familie  Watzelrode  zu  einer  polnischen  gemacht  wird. 
(Ueber  diese  Familie  dürften  in  nächster  Zeit  weitere  Aufschlüsse 
zu  erwarten  sein).  Ueberhaupt  hat  die  bei  Copemicus  Leben 
leider  vielfach  nöthige  Conjectur,  da  viel  authentisches  Material 
eben  nicht  vorliegt,  hier  einen  etwas  zu  weiten  Spielraum  einge- 
nommen; die  Coiuectur  aber  wird  an  späterer  Stelle  dann  als 
vollgiltiges  Beweismittel  verwerthet.  Dass  an  der  eigenthümlicheu 
Stellung  der  Preisaufgabe  es  vielfach  gelegen  hat,  wenn  die 
fieissige  Arbeit  sich  auf  Nebensachen  vorzugsweise  hat  legen 
müssen  und  dem  Helden  selbst  nicht  hat  gerecht  werden  können, 
wird  Niemand  verkennen.  Ge. 

Album  wydaDC  staraniem  Towarzystwa  Przyjaciol  Nauk 
w  Poznaniu    w    czterechsetn    roczaic    urodzin    Miko- 

laja  Kopernika.   Photodruck  von  Beyer  and  Dntkiewicz  in  Warschau. 
Gnesen.  Lange. 

Dieses  von  dem  „Vereine  der  Freunde  der  Wissenschaften^ 
zu  Posen  als  eine  ihrer  Festschriften  herausgegebene  Album  ent- 
hält 16  Blatt  in  Photodruck.  Der  Inhalt  derselben  ist  folgender: 
Taf.  1,  Titel;  Taf.  2,  Copemicus -Strasse  in  Thorn,  Gopernicus- 
Tharm  in  Frauenburg;  Taf.  3,  Portrait  des  Vaters  von  Copemicus; 
Taf.  4,  Portrait  des  Copemicus  mit  der  Olesziiiski'schen  inter- 
essanten Umrahmung;  Taf.  5,  Copemicus  nach  dem  Stich  von 
J.  Falck;  Taf.  6,  Die  Coperaicanischen  Bildnisse  von  Reusner, 
Boissard,  Gassendi  und  Hartknoch;  Taf.  7,  Die  Bildnisse  in  Strass- 
burg,  des  Grafen  Lubomirski,  das  Dietrich'sche,  das  des  Perelle 
und  Dandeleau;  Taf.  8^  Titelblatt  von  Joh.  Hevelke's  Machina 
Coelestis;  Taf.  9,  Phantasiebilder  von  Copemicus;  Taf.  10,  Das 
Copemicus-Bild  in  der  Johanniskirche  in  Thorn;  Taf.  11,  Coper- 
nicus- Denkmal  in  Krakau;  Taf.  12,  Die  beiden  Thomer  Denk- 
male, das  zu  Warschau  und  zu  Frauenburg;  Taf.  13,  Copemicus 
auf  der  Sternwarte  nach  Matejko;  Taf.  14,  Copemicus'  Todnaeh 
Lesser;  Taf.  15,  Die  auf  Copemicus  geprägten  Medaillen;  Taf.  16, 
Facsimile  der  ersten  beiden  Seiten  des  Originalmanuscriptes  der 
Reyolutiones.   —   Die  Ausfübrang  ist  vortre£flicb.     Ausser  dem 
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Album  Kopernika  und  dem  iywot  Mikolaya  Kopernika  von  Pol- 
kowski  hat  die  Gesellschaft  der  Freunde  der  Wissenschaften  noch 
eine  Medaille  mit  dem  Bildniss  des  Gopernicus  in  trefflicher  Aus- 
ftihrung  prägen  lassen  und  als  Festgabe  vertheilt  Ge. 

L.  Prowe.  Festrede  zur  4ten  Säcularfeier  des  Geburts- 
tages von  Nicolaus  Gopernicus,  gehalten  im  Saale  des 
Rathhauses  zu  Thorn  am  1 9 ten  Februar  1873.     Berlin. 

Weidmaoo. 

Eine  ausführliche  Darstellung  des  Lebensganges  des  berühm- 
ten Astronomen,  ohne  auf  Beweise  oder  dergleichen  sich  einzu- 
lassen, was  der  Verfasser  seiner  grossen  Biographie  des  Goper- 
nicus yorbehält;  die  vorliegende  Rede  darf  man  in  nuce  als  diese 
grosse  Arbeit  ansehen.  Ge. 

C.  Snell.     Nicolaus  Gopernicus,    Rede.     Jens.  Frommann. 

Diese  Festrede  betont  in  höchst  ansprechender  Weise  beson- 
ders die  wissenschaftliche  Bedeutung  des  Gopernicus  und  liefert 
so  eine  erwünschte  Ergänzung  zu  der  Festrede  Prowers.  Was 
sie  Biographisches  giebt,  ist  unrichtig.  Ge. 

Natalem  Nicolai  Copemici  olim  Universitatis  Cracoviensis 
alumni,  post  elapsa  quatuov  Saecula  die  19  Februarii 
1.873  in  Aula  CoUegii  Novodvorsciani  pie  celebrandum 
indicit  Rector  c.  r.  Universitatis  Cracoviensis  cum 
Senatu  Academico.  Insun;k:  Nicolai  Copernici  Septem 
Sidera  atque  Commentatio  de  vita  et  scriptis  eins  a 
Martino  Kadyminscio  a.  1658  concinoata. 

Krakau,  üniversitätsbachdrackerei. 

Einladungsschrift  zur  Feier  des  Säculartages  von  Gopernicus 
an  der  Krakauer  Universität,  der  Gopernicus  einst  als  Student 
angehörte.  Sie  enthält  die  Septem  Sidera  des  Gopernicus;  ein 
Kreis  von  sieben  Liedern  auf  die  Oeburt  Ghristi,  lateinisch,  deutsch 
und  polnisch,  dann  eine  im  Jahre  1658  verfasste  Lebensbeschrei- 
bung  des  Gopernicus  von  Martin  Radyminski,  die  aber~wenig 
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oder  gar  nichts  Neues  über  denselben  liefert.  Merkwürdig  ist 
die  dort  benatzte,  yon  Copernicus  selbst  herrülirende  Form  seines 
Namens  Nixolaog  6  Konq)8QviKog,  wo  die  Ableitung  des  Namens 
von  Kupfer  deutlich  hervortritt.  Ce. 

A.  WoLYNSKi.      Cenni  Biografici   di   Niccolö   Copemico 

(Kopernik).      Firenze.  Tipografia  dell'  Associazione. 

A.  WoLYNSKL   Kopernik  w  Italji  czyli  dokumenta  italskie 
do  monogra^i   Kopernika.     Posen.  Merzbach. 

Die  unter  1.  verzeichnete  Schritt  giebt  einen  Abriss  des  Le- 
bens von  Copernicus  nach  eigenthümlichen  Ansichten.  Der  Ver- 
fasser liebt  es,  so  viel  als  möglich  nur  ihm  Bekanntes  mitzu* 
theilen,  das  so  sehr  nur  ihm  bekannt  ist,  dass  es  nicht  einmal 
wahr  ist.  Er  weiss  z.  B.  bestimmt,  dass  Copernicus  in  Italien 
zuerst  in  Bologna  studirt  hat;  eine  Behauptung,  die  er  nicht  be- 
weisen kann.  So  ist  Domenico  Maria  Novara  nicht  Professor  in 
Bologna  gewesen,  es  giebt  kein  Lectionsverzeichniss,  in  dem  sein 
Name  vorkommt;  dabei  besitzt  Beferent  durch  den  Fürsten  Bon- 
eompagni  Abschrift  von  20  hintereinanderfolgenden  Lectionsver- 
zeichnissen  der  Universität  Bologna,  von  denen  jedes  die  Notiz 
enthält:  Astronomia  de  mane  Dominions  Maria  Novariensis.  Man 
hat  wohl  an  dem  Angeführten  genug;  in  solcher  Weise  geht  es 
auf  jeder  Seite  weiter. 

Man  kann  aus  der  ersten  Schrift  schon  auf  den  Werth  der 
zweiten  schliessen.  Man  findet  freilich  darin  eine  grosse  Zahl 
wichtiger  Docuraente  zusammengestellt  über  den  Aufenthalt  des 
Copernicus  in  Italien  und  die  Geschichte  seines  Systemes  auf 
italienischem  Boden.  Die  Sprache,  in  der  sie  verfasst  ist,  ist 
natürlich  ihrer  Benutzung  sehr  hinderlich.  Ce. 

C.  Flammakion.     Vie  de  Copernic  et  histoire  de  la  dö- 

COUVerte   du   systfeme   du    monde.       Paris.  Didier  et  C«'-  1872. 

K.  Flammarion.     Zycie  Mikolaja  Kopernika  prsielozyl  i 
przypiskanii  döpelnil  Filip  Sulimieraki.   Warechaa.  Unger 
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Der  Leibastronom  der  Kaiserin  Eugenie  bat  seinen  vielen 
wunderbaren  Büchern  hier  eines  der  wunderbarsten  hinzugefügt 
Unter  Yemachlässigung  aller  neueren  Forschungen  tlber  Goper- 
nicus  hat  er  sich  einfach  an  das,  Ende  der  dreissiger  Jahre  er- 
schienene Yie  de  Copernic  von  Czyiiski  gehalten^  und  dessen 
längst  auch  von  polnischer  Seite  antiquirte  Nachrichten  wieder 
aufgeftihrt.  Dies  Buch  ist  dann  von  einem  Polen  als  Jubelgabe 
übersetzt,  wie  er  behauptet,  durchgesehen  und  verbessert.  Es  ist 
aber  alles  Falsche  geblieben.  Copernicus  hat  immer  noch  in 
Erakau  1496  den  medicinischen  Doctorgrad  erworben,  ist  erst 
nach  seiner  italienischen  Reise  Canonicus  und  Domherr  zu  Frauen- 
burg  geworden,  noch  immer  hat  Czacki  das  Grab  von  Copenücus 
wieder  entdeckt  u.  s.  fort.  Ce. 

Karlinski,     Zywot  Mikolaja  Kopemika.    Krakan.    Unirer- 

sitäta-Drnckerei. 
Die  Festrede,  welche  der  genaue  Kenner  des  Lebens  und 
der  Werke  des  Copernicus  bei  der  Säcularfeier  in  der  Aula  der 
Universität  Erakau  gehalten  hat.  Sie  liefert  ein  treues  und 
lebendiges  Bild  des  Gefeierten,  der  natürlich  in  der  ehemaligen 
Hauptstadt  des  Polenreiches  ein  Pole  sein  muss.  Ce. 

(R.  Brohm).  Nicolaus  Copernicus.  Skizze  seines  Lebens 
und  Wirkens,  so  wie  Nachrichten  über  die  Erinnerungs- 
zeichen an  ihn.      Thom.  Lambeck. 

Eine  kleine  durch  Buchhändlerspeculation  hervorgerufene 
Schrift,  die  neben  mancherlei  Richtigem  auch  vielerlei  Unrich- 
tiges in  sich  fasst,  aber  auch  auf  wissenschaftliehe  Bedeutung 
keinen  Anspruch  macht.  Ce. 

W.  K.  Sawidz-Zablocki.   Mikolaja  Kopemika  zycie  oby- 

Watelskie   W   Polsce.    Wflna.  Zawadaki. 

Eine  kleine  Abhandlung  über  das  Leben  des  Copernicus  auf 
Grund  vielfacher,  aber  älterer  Quellen,  die  z.  Tb.  antiquirt  sind. 

Ce, 
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L.  Weyl.     Nicolaus  Copernicus.     Vortrag  gehalten  am 
3.  März  1873  im  Handwerkerverein  zu  Frankfurt  a.  0. 

Berlin.  Rnbenow. 

Der  Titel  ist  nur  der  Vollständigkeit  halber  aufgenommen. 

Ce, 

F.  J.  Stubnicka.  MikuMs  Koprnlk  na  oslavu  400 let^  pa- 
mdtky  jeho  narozenf.     Prag.  Gregr. 

Die  Festrede  des  Prof.  Studnicka  in  Prag  bei  der  dortigen 
Czeehischen  Feier  des  Säculartages  des  Copernicus.  Sie  gipfelt 
in  dem  versuchten  Nachweise,  dass  Copernicus  aus  Böhmen 
stammt  aus  dem  Dorfe  Koprnlk  bei  Jungbunzlau  an  der  Isar. 
Was  auch  gesagt  werden  mag,  so  steht  stets  urkundlich  fest, 
dass  die  Thorner  Familie  Koppernigk  in  ihren  ersten  Oliedern 
ans  Frankenstein  in  der  Grafschaft  Glatz  stammt  Es  würde 
zunächst  also  nöthig  sein,  zu  zeigen,  dass  die  Jungbunzlauer 
Kopmik's  mit  den  Frankensteinern  Zusammenhang  haben,  was 
wohl  schwer  nachzuweisen  sein  dürfte.  Ge. 

F.  J.  Studnicka.     Nicolaus  Copernicus,  eine  biographi- 
sche Skizze  erschienen  zur  400jährigen  Jubilaeums- 

feier.      Cafiopis  II.  l-56.  (Böhmisch). 

Der  Verfasser  sucht  nach  zuweisen,  dass  die  Voreltern  des 
Copernicus  eine  aus  dem  Orte  Koprnlk  in  Böhmen  nach  Polen 
übersiedelte  Familie  aus  dem  unteren  böhmischen  Adel  waren. 
Siehe  auch  das  obige  Referat.  W. 

II  quarto  Centenario   di  Nicolö  Copernico  nelF  üniver- 

sitk   di  Padova.      Padova.  Prosperini. 

Beschreibung  der  Feierlichkeiten  am  I9ten  Februar  1873  zu 
Padua.  Darin  die  Festreden  1.  des  Rectors  F.  Coletti  und  2. 
des  Supplenten  der  Astronomie  Dr.  Giuseppe  Lorenzoni  über 
Nicolö  Copernico  e  il  moto  della  terra.  Er  giebt  darin  eine 
kurze  Entwickelung  der  Lehren  bis  auf  Copernicus,  einen  kurzen 
Abriss  des  Lebens  des  Gefeierten  und  endlich  eine  Darlegung 

F.Mtichr.  d.  Mftth.  V.   1.  9 
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der  Lehren  desselben.  An  letzter  Stelle  enthält  die  Schrift  noch 
den  Bericht  über  die  Thorner  Feier,  welchen  der  Vertreter  Pa- 
diias,  Prof.  Occioni  in  Rom,  an  seine  Auftraggeber  erstattet  hat. 

Ce. 

XIX.  Febbraio  MDCCCLXXIIL  Commemorazione  di 
Nicolö  Copernico  nella  R.  Uniyersitk  di  Bologna. 

Bologna.  Societa  Tipografica. 

Die  Schrift  enthält  die  Beschreibung  der  Feierlichkeiten, 
welche  am  19ten  Februar  1873  in  Bologna  statt  gehabt;  darunter 
auch  die  drei  Festreden  des  Rectors  Grafen  Albicini,  des  Professors 
E.  Beltrami  und  des  Studenten  6.  Ravaglia.  Das  auf  einen  ge- 
wissen Nicolaus  de  AUemania  bezügliche  mitgetheilte  Document, 
nach  dem  dieser  am  8ten  März  1496  den  medicinischen  Doctorgrad 
erlangt  hat,  kann  nicht  auf  Copernicus  gehen,  da  aus  Documenten 
der  ermländischen  Archive  feststeht,  dass  Copernicus  erst  1501 
um  die  Erlaubniss,  Medicin  studiren  zu  dürfen,  gebeten  hat. 

Ce. 

E.  Fasbender.  Festvortrag  bei  der  400jährigen  Feier 
des  Geburtstages  von  Nikolaus  Kopernikus  am  19.  Fe- 
bruar 1873  im  Gymnasium  zu  Thorn  gehalten. 

Pr.  Thorn. 

Eine  populäre  Darstellung  des  Entwickelungsganges  der 
Astronomie  im  Allgemeinen  und  speciell  der  Gründe,  die  Coper- 
nicus auf  sein  System  gef\lhrt  haben.  Ce. 

L.   PRr)WE.      Monumenta  Copernicana.      Festgabe    zum 

19.   Februar    1873.      Berlin.  Weidmann. 

F.  HiPLER.  Spicilegium  Copernicanum.  Festschrift  des 
historischen  Vereins  für  Ermland  zum  vierhundertsten 
Geburtstage    des    ermländischen    DomheiTu   Nikolaus 

Kopernikus.     Braunsberg.  Peter. 

X.  I.  PoLKOwsKr.    Kopernikijana  czyli  materyaly  do  pisra 

i   zycia  Mikolaja  Kopernika.    Tom  I.  Tom  II.  Gnesen.  Lange. 
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Die  drei  oben  genannten  Werke  sind  ihres  sehr  verwandten 
Inhalts  wegen  am  fttglichsten  zusammen  zu  besprechen.    Sämmt- 
lieh  haben  sie  das  gemein,  dass  sie  die  kleineren  Schriften  des 
Copemicus^  soweit  dieselben  bis  1873  bekannt  waren,  und  die 
Briefe  desselben  neu  herausgeben.     No.  1  thut  dies  in  kritisch- 
philologischer Weise;  bei  Abdruck  der  lateinischen  Uebersetzung, 
die  Copernieus  von  den  Briefen    des  Theophylaktos  Simokotta 
geliefert  hat,  setzt  sie  z.  B.  den  Originaltext  des  Theophylaktos 
Zur  Seite;  No.  2  giebt  die  Originalausgabe  mit  sämmtlichen  Druck- 
fehlem und  ihrer  widersinnigen  Interpunction  wieder,    während 
endlich  No.  3.  diese  Uebersetzung,  deren  einziges  Interesse  doch 
in  der  durch  Copernieus  gegebenen  Form  liegt,  weder  griechisch 
noch  lateinisch,  sondern   polnisch  drucktl     In  ähnlicher  Weise 
sind  die  übrigen  Sachen  behandelt.  Prowe  enthält  weiter  Nichts ; 
er  schliesst  sogar  die  Septem  Sidera  als  unächt  aus,  hat  aber 
freilich   einige  kleine  Stücke  aus  dem  Originalmanuscripte   der 
Revolutiones  abdrucken  lassen  können,  welche  den  anderen  Her- 
ausgebern noch  unbekannt  waren.  Bei  Hipler,  bei  dem,  wie  schon 
der  Titel  zeigt,  der  Domherr  und  gläubige  Christ  in  Copernieus 
besonders  hervorgehoben  wird,  findet  sich  dadurch  Manches  auf- 
genommen, was  einem  Laien  wenigstens  in  eine  Festschrift  nicht 
zu  passen  scheint,  deren  Gegenstand  wohl  nicht,  weil  er  Geist- 
licher oder  Arzt  gewesen  ist,  sondern  als  Beformator  der  Astro- 
nomie von  der  ganzen  gebildeten  Welt  gefeiert  ist.    Was  aber 
in  Betreff  der  Familie,  der  Person  des  Copernieus  selbst,  und 
seiner  Freunde  und  Schüler  gesammelt  ist,  dürfte  augenblicklich 
das  Vollständigste  sein,   was  existirt;   besonders  dankenswerth 
sind  die,    wohl  nicht  ganz  vollständigen,  Begesta  Copernicana, 
die  sich  auch  auf  den  Bruder  Andreas  Copernieus  mit  beziehen. 
Als  eine  von  Hipler  gefundene  bemerkenswerthe  Thatsache  möchte 
Referent  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  überall,  wo  Co- 
pernieus in  officieller  Weise  seine  Unterschrift  gegeben  hat,  so 
wie  in  den  von  ihm  früher  besessenen  Büchern,  der  Name  „Cop- 
pemicuB''  mit  Doppel-P  lautet.   Bei  Polkowski  findet  man  in  den 
beiden  bis  jetzt  erschienenen  Bänden,  ausser  der  polnischen  lieber- 
Setzung  der  kleinem  Schriften  des  Copernieus,  noch  den  Abdruck 
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aller  bis  in  die  neueste  Zeit  von  Polen  über  das  Leben  und  die 
Streitfrage  der  Nationalität  des  Copernicus  erschienenen  Schriften, 
deren  Schluss  erst  der  Theil  III  enthalten  wird.  Hierin  liegt 
wohl  das  Hauptverdienst  des  Buches.  Zum  Schlüsse  noch  die 
Bemerkung,  dass  die  Monumenta  von  Prowe  nur  einen  Theil  des 
2ten  Bandes  seiner  im  Druck  befindlichen  ausführlichen  Biogra- 
phie des  Copernicus  bilden.  Ce. 

W.BuTz.  Recension  von  Fasbender.  DieKopernikaniscben 
Sehnen-  und  Dreiecksberechnungeil.  Hoffmann  z.iv.  151-152. 
Lobende  Besprechung  des  Bd.  IV  p.  8  dieser  Zeitschrift  be- 
handelten Schriftchens.  Ce. 

A.  MoNTANARi.  Nicolö  Copemico  cd  il  suo  libro  de 
monetae  cudendae  ratione.  Studio.  Padova.  Sacchetto. 
Ein  Vortrag,  den  der  Verfasser  über  die  wichtige  und  inter- 
essante Schrift  des  Copernicus  Ober  die  Münzprägung  vor  der 
Akademie  zu  Padua  am  20ten  April  1873  gehalten  hat.  Copernicus 
wendet  sich  in  derselben  gegen  die  Münzverschlechterung,  die 
damals  und  schon  früher^  wie  wir  aus  den  Schriften  des  Oresme 
sehen,  überall  im  Schwange  war,  und  giebt  dann  Rathschläge,  in 
welcher  Weise  in  Ost-  und'Westpreussen  den  Mtinzverhältnissen 
aufgeholfen  werden  könne.  Der  Verfasser  vorliegender  Studien 
giebt  eine  Analyse  der  später  geschriebenen  lateinischen  Schrift 
des  Copernicus;  das  ursprüngliche  deutsch  geschriebene  Original, 
das  sich  vor  etwa  zwei  Jahren  bei  den  Landtagsacten  in  Danzig 
wiedergefunden  hat,  aber  schon  von  Caspar  Schütz  abgedruckt 
war,  kennt  er  nicht,  da  seine  Quelle,  Louis  Wolowski,  wie  die 
Polen  Überhaupt,  sich  wohl  hütet  die  deutschen  Schriften  des 
Copernicus  zu  erwähnen.  Er  zeigt  ausserdem,  wie  Copernicus 
schon  ganz  moderne  Ideen  über  die  wichtige  Münzfrage  be- 
sessen hat.  Ce. 

M.  CüRTZE.     Ueber  eine  neue  Copernicus  -  Handschrift. 
Nach  einem  Briefe  des  Directors  Dr.  O.  v.  Struve  in 

Pulkowa  mitgetheilt.      Altpr.    Monatschr.    X.    155-162.    Berlin. 
C^alvary. 
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MittheiluDg  nach  einem  Briefe  des  Directors  Struve  zu  Pal- 
ko^wa  über  ein  angebliches  Manuscript  des  Copernicus.     Ce. 

Nicolai  Copernici  Thorunensis  De  Revolutionibus  Or- 
bium  Coelestium  libri  VI.  Ex  auctoris  autographo  recudi 
curavit  Societas.  Oopernicana  Thorunensis.  Accedit  Ge- 
orgii  loachimi  Rhetici  de  libris  revolutionum  Narratio 
Prima.      Thoruni  (Berolini.  Weidmann). 

Die  Säcularausgabe  des  unsterblichen  Werkes  des  Reforma- 
tors der  Astronomie.     Sie  ist  gefertigt  auf  Grund  des  Original- 
manuscriptes  des  Verfassers,  das  durch  eine  glückliche  Verkettung 
von   Umständen  in  der  Bibliothek  des  Grafen  Kostitz  zu  Prag 
bis  heute  sich  erhalten  hat.     Durch  Einsicht  in  diese  eigenhän- 
dige Handschrift  des  Copernicus  war  es  dem  Herausgeber  nicht 
nur  möglich,  an  vielen  Stellen  den  wahren  Text  des  Werkes  her- 
zustellen, er  hat  auch  die  Geschichte  des  Textes  liefern  können. 
Eine  dreimalige  Redaction  des  Buches  liegt  in  der  erhaltenen 
Handschrift  vor,  und  indem  die  später  von  Copernicus  gestriche- 
nen oder  veränderten  Stellen  in   ihrer  ursprünglichen  Fassung 
unter  dem  Texte  mit  abgedruckt  sind,  ist  die  allmählige  Ent- 
stehung der  Ideen,  die  theilweise  Verwerfung  richtiger  Gedanken 
bei  dem  Verfasser  leicht  zu  verfolgen.    Als  eine  der  wichtigsten 
Entdeckungen  dürfte  wohl   diejenige  bezeichnet   werden,    dass 
Copernicus   bei   der  Erklärung   der  Libration  —  was   bei   ihm 
eine   von   der  jetzt  acceptirten    Bedeutung    des  Wortes    völlig 
verschiedene  Bedeutung  hat  —  zugiebt,    dieselbe   könne   unter 
gewissen  Umständen  in  einer  Ellipse  vor  sich  gehen.    Der  An- 
bang giebt,  ebenfalls  zuerst  in  lesbarer  Gestalt,  die  sogenannte 
Narratio  Prima  des  Rheticus,  die  erste  Nachricht  von  dem  Inhalte 
des  grossen  Werkes,  welche  dem  gelehrten  Publicum  geworden 
ist     Die  Prolegomena  liefern  die  genaueste  Auskunft  über  die 
bisher  veröffentlichten  Ausgaben,  sowie  das  Manuscript,  und  ftlhren 
den  Nachweis,  dass  keine  der  vorhandenen  4  (resp.  5)  früheren 
Ausgaben   nach   dem   Originalmanuscripte   gemacht   sein    kann^ 
dass  von  allen  aber  die  Warschauer  Ausgabe  von  1854  die  un- 
brauchbarste ist.    Ein  Index  nominum  schliesst  den  Band.     Ce. 
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M.  Cantor.    Eecension  dazu.     SchlömilchiS.  Lt».  xvm,  31-33. 

Berichtigung  zu  derselben.   Schiömiich  z.  Litz.  xvm.  71-72. 

Die  Recension  führt  einige  Punkte  aus  der  Entstehungs-  und 

Druckgeschichte  der  Revolutiones  aus,  welche  Cantor  anders  auf- 

fasst  als  der  Herausgeber  der  Säcularausgabe.  Ce. 

A.  Stern.  Eecension  dazu.  Oött.  Anz.  1873.  997-1000. 

Im  Ganzen  nur  ein  Auszug  aus  den  Prolegomena  der  Sä- 
cularausgabe. Ce. 

P.  ßiccARDi.  Di  alcune  recenti  memorie  sul  processo 
e  suUa  condauna  del  Galilei.  Nota  e  documenti  aggi- 
unti  alla  Bibliografia  Galileiana.  Modena.  SocietaTipografica. 

Die  vorliegende  Schrift  behandelt  die  in  den  Fortschr.  Bd.  n. 
S.  11,  Bd.  III.  S.  8,  Bd.  IV.  S.  9  erwähnten  neuern  Arbeiten  Wohl- 
wiirs,  Gherardrs  und  Friedlein's  über  den  Galilei'schen  Process. 
Der  Verfasser  wägt  unparteiisch  auf  Grund  aller  Documente  die 
Frage  nach  der  Aechtheit  oder  Unächtheit  des  Actensttlckes  vom 
26  ten  Februar  1616  ab,  und  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  eine 
Fälschung,  wenn  auch  nicht  endgiltig  erwiesen,  so  doch  höchst 
wahrscheinlich  gemacht  sei.  Ein  abschliessendes  Urtheil  sei  erst 
aus  einer  genauen  paläographischen  Untersuchung  des  Vatikan- 
manuscriptes  zu  erhoflfen,  zu  welcher  er  die  Curie  auffordert. 
Den  grössten  Theil  der  Schrift  nimmt  (S.  19—78)  der  Abdruck 
aller  bis  jetzt  bekannten,  altern  und  neuesten  Aktenstücke  über 
den  behandelten  Gegenstand  ein,  wodurch  sie  für  jeden,  der  sich 
eingehend  mit  der  Frage  des  Processes  beschäftigen  will,  fast 
unentbehrlich  ist.  Ce. 

F.  Oggioni.      Galileo  Galilei:    racconto  storico.     Milane. 

Barbini. 

Ce. 

P.  Gambera.  Di  Galileo  Galilei  considerato  come  fon- 
datore  del  metodo  sperimentale  e  precursore  della 
modema  teoria  dinamica.     Novara.  MigUo.  Ce. 
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Une  lettre  in^dite  de  Gregoire  de  S,  Vincent.    BuII.  de 

Belg.  (2)  XXXVI.  89-96. 
Dieser  Brief,  datirt  Rom,  den  23ten  Juli  1611,  enthält  einige 
Notizen  über  Entdeckungen  von  Galilei,  betreffend  die  Form  des 
Satnm,  die  Monde  des  Jupiter,  die  Bewegung  von  Venus  und 
Merkur  um  die  Sonne,  die  Phasen  der  Venus,  und  die  Zahl  der 
Sterne  im  Bilde  der  PIejaden  und  eines  Nebelfleckes. 

Mn.  (0.) 

B.  BoNCOMPAGNi.     Intorno  ad   aicune   note  di   Galileo 
Galilei  ad  uu'  opera  di  Giovanni  Battista  Morin. 

Boncompagni  Bull.  VI.  45-51. 

Galileo  Galilei.     Note  per  il  Morino.     Boncompagni  BuU. 

VL  52-60. 
In  einem  Bande  der  Nationalbibliothek  zu  Florenz  (Sectio 
Magliabechiana)  befindet  sich  ein  Exemplar  des  Werkes  von 
J.  B.  Morin  „Famosi  et  antiqui  problematis  de  telluris  motu  vel 
quiete  hactenus  optata  solutio^  Farisiis  1631,  das  sich  gegen  die 
Copernicanische  Weltordnung  richtet.  Diesem  Buche  sind  drei 
Blatt  handschriftliche  Noten  mit  dem.  Titel  „Note  per  il  Morino" 
angehängt,  welche  wie  Ftlrst  Boncompagni  in  der  unter  No.  1^ 
aufgeffthrten  Note  beweist,  vou  Galileo  Galilei  herrühren.  Er  hat 
dann  in  der  unter  No.  2  verzeichneten  Schrift  diese  für  die  Ge* 
schichte  der  Astronomie  höchst  werthvoUen  Notizen  Galileis  ab- 
drucken lassen,  unter  dem  Texte  auch  diejenigen  Stellen,  auf 
welche  sich  die  einzelnen  Bemerkungen  beziehen.  Ge. 

M.    CaNTOR.    Blaise  Pascal.     Preuss.  Jahrbücher  XXXII.  212-237. 

,  Ein  Lebensbild  des  merkwürdigen  Mannes,  des  Mannes 
voller  Widerspruche;  des  grossartigen  Mathematikers;  des  geist- 
vollen Verfassers  der  lettres  provinciales.  Hier  auch  nur  aus- 
zugsweise den  Inhalt  ausf&hren  zu  wollen,  der  auf  wenigen 
Seiten  in  ansprechendster  Form  uns  geboten  wird,  ist  unmöglich; 
jedenfalls  ist  der  Essai  des  Mannes  wtlrdig,  den  er  betriffl:. 

Ce. 
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G.  BiADEGO,     Intorno  a  dieci  lettere  inedite  di  Giuseppe 

Luigi   Lagrange.      Boncompagni  Bull.  VI.  101-130. 

Eecension  dazu  von  Cantor.    Schiömiich  z.  Litz.  xviii.  86. 

Der  Verfasser  wurde  zur  Abfassung  dieser  interessanten  Ar- 
beit durch  den  Umstand  veranlasst,  dass  es  ihm  gelang,  die 
Original -Correspondenz  zwischen  Lagrange  und  dem  Veroneser 
Mathematiker  Lorgna,  bestehend  in  10  Briefen  des  ersteren,  auf 
der  dortigen  Stadtbibliothek  aufzufinden.  Dieselben  werden  hier 
veröffentlicht;  ausserdem  aber  fügt  Herr  Biadego  aus  den  Briefen 
Lorgna's  und  den  an  ihn  gerichteten  Schreiben  der  zeitgenössi- 
schen Gelehrten  Malfatti  und  Landriani  eine  Menge  Material  hin- 
zu,  so  dass  die  Abhandlung  im  Ganzen  weit  mehr  Lorgna  als 
Lagrange  zum  eigentlichen  Vorwurf  zu  haben  scheint,  wie  dies 
auch  Herr  Cantor  in  seiner  Becension  bemerkt  hat.  Lagrange 
befand  sich  zu  jener  Zeit  in  Berlin,  und  hiemit  ist  auch  die  Pe- 
riode jener  Gorrespondenz  auf  die  Mitte  der  siebziger  Jahre  des 
vorigen  Jahrhunderts  fixirt. 

Im  ersten  Briefe  erwähnt  Lagrange  seiner  bekannten  nähe- 
rungsweisen  Auflösungsmethode  höherer  Gleichungen,  wobei  er 
von  einem  ähnlichen  Gedanken  ausgehe,  wie  Lorgna  in  seinem 
Werke:  De  aequationum  cubicarum  et  biquadraticarum  resolutione; 
im  zweiten  dankt  er  für  die  beabsichtigte  Zusendung  einer  andern 
Schrift:  Specimen  de  seriebus  convergentibus,  welche  der  Aka- 
demie vorgelegt  werden  soll.  Zur  Characterisirung  dieses  wenig 
bekannten  Buches  führt  Herr  Biadego  noch  einen  Brief  Mal- 
fatti's  an,  welcher  dasselbe  ein  „excellente  libro''  nennt  und  die 
darin  enthaltene  Reduction  des  Snmmationsproblems  von  Reihen 
auf  Quadraturen  äusserst  hoch  stellt.  Weit  gemässigter  lautet 
allerdings  das  Lob  Lagrange's  im  dritten  Briefe,  denn  derselbe 
hat  einerseits  bemerkt,  dass  die  Methode  nicht  eigentlich  neu, 
sondern  bereits  von  Leibniz  angedeutet  und  von  Euler  in  dessen 
„Methodus  generalis  summandi  progressiones''  deutlich  ausge- 
sprochen sei,  andererseits  macht  er  auf  die  bedeutenden  der 
wirklichen  Anwendung  entgegenstehenden  Schwierigkeiten  auf- 
merksam.   Während  der  vierte  Brief  Lagrange's  sich  auf  gewisse 
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von  Lorgna  aufgestellte  Differential-Gleichungen  bezieht,  hält  es 
Herr  Biadego  fllr  zweckmässig,  zunächst  die  Analyse  von  Brief  6 
in  Verbindung  mit  einem  Auszuge  aus  Lorgna's  „De  easu  irre- 
dadbili  tertii  gradus  et  seriebus  infinitis  exercitatio  analytica^ 
zu  geben,  weil  hiebei  auch  einige  das  Yerständniss  jenes  Briefes 
bedingende  Punkte  vorkommen. 

Lorgna  bemttht  sich  zu  zeigen,  dass,  wenn  bei  der  Gleichung 

x^—px  —  q  =  0 

\'<^  ist,  die  bekannte  Gardan'sche  Formel  (Binomium  Car- 

dani)  reelle  Werthe  liefern  müsse.  An  Kicole's  Methode^  durch 
Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  die  imaginären  Grössen 
direct  zum  Verschwinden  zu  bringen,  tadelt  er,  dass  man  dann 
die  Wurzel  nicht  in  endlicher  Form  erhalte;  seine  eigne  Methode 
igt  originell;  um  nämlich  jenen  complexen  Ausdruck  auf  die  Nor- 
malform  zu  bringen,  setzt  er 

zerfällt  diese  Gleichung  in  bekannter  Weise  in  die  nachstehenden 
Ä«  -.  3ÄS'  =  ^,     3Ä'S  -  S'  =  ]/|l  -  ^, 

and  eliminirt  hieraus  nach  der  Euler'schen  Methode  Sy  wodurch 
er  ftr  R  die  Gleichung 

findet.    Diese  GJeichung  des  siebenten  Grades  muss  eine  reelle 

Wurzel  B!  haben;  man  hat  also 

3 3 

^|±  4.  l/il_£l4.  A  ^  l/Zn  £1  -  2Ä' 
•^  2  +  r    4        27  +  "^  2        r    4         27  ~"^^- 

Leider  ist  dies  elegant  aussehende  Resultat  falsch,  denn  Lagrange 
zeigt  im  6ten  Briefe,  dass  Lorgna  aus 
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3R'ifS-Si]/T=^^-^ 


das  irrthttmlicbe  Resultat 

gezogen  hat.  Dieser  Rechenfehler  ist  allein  die  Quelle  des  Irr- 
thums;  denn,  ftlhrt  man  das  richtige  Resoltat  ein,  so  zerlegt  sich 
die  Eliminationsgleichung  in  zwei  andere,  deren  eine  die  arsprflng- 
liche  Gleichung  selbst  ist;  man  hat  also  nichts  neues  gewonnen. 

Die  Untersuchung  der  Cardan'schen  Formel  beschäftigte 
Lorgna  unausgesetzt;  er  nahm  Nicole's  Verfahren  wieder  auf 
und  setzte 

r  T^  27  """^1^  "2^+21  iT""*"         6!         ■*"  /^ 

Versteht  man  dann  unter  Y  eine  gewisse  sofort  näher  zu  charak- 
terisirende  Funktion,  so  soll  die  Summe  der  eingeklammerten 
Reihe  gleich 

sein;  Y  selbst  ist  durch  die  Dififerentialgleichung  gegeben: 
Lorgna  findet  zunächst  als  particuläre  Lösung 

Das  totale  Integral  bestimmt  er  schliesslich  in  folgender 
Weise 

,_^/-    1+Q.-      d.+  g(l  +  3.)*+(1^3«)*, 
^  4 

wobei  Z'  =  «  =  qp|  die  reelle  Wurzel  der  cubischen  Gleichung 

(1  ^ZAi)  (3«  -~(o')  -  (A-3i)  (1  -  3«')  =  0 
ist,   unter   A.  und  B  die  willkürlichen  Constanten  verstanden. 
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Hiemit  wäre  denn  also  die  obige  Reihe  summirt  und  ein  reeller 
Werth  fUr  das  Cardan'sche  Binom  gefunden. 

Leider  kommt  auch  hier  der  hinkende  Bote  nach,  denn  La- 
grange (4ter  Brief)  weist  nach,  dass  das  erste  particuläre  Integral 
unrichtig  und  das  wahre  totale  Integral  dieses  sei: 

"^  2i  4  ' 

Die  beiden  ersten  Ausdrücke  sind  zwar  reell,  stellen  sich 
aber  in  imaginärer  Form  dar,  und  somit  hat  auch  diese  schön 
ausgedachte  Methode  den  eigentlichen  Zweck  nicht  zu  erreichen 
yermocht  Im  5ten  Briefe  spricht  sich  Lagrange  dahin  aus,  dass 
er  überhaupt  eine  Umformung  der  Gardan'schen  Formel  in  reelle 
Grössen  fftr  unmöglich  hält;  es  sei  dies  aber  auch  durchaus 
nicht  nöthig;  denn  es  sei  eben  eine  der  immensen  analytischen 
Errungenschaften  der  Neuzeit,  dass  man  complexe  Ausdrücke 
nicht  mehr  zu  scheuen  brauche.  Dass  eine  imaginäre  Grösse 
in  dem  Integral  von  Lorgna's  Differentialgleichung  nothwendig 
auftreten  müsse,  zeigt  auch  Malfatti  in  einem  Brief  vom  Uten  Mai 
1777. 

Der  7te  (allein  in  italienischer  Sprache  geschriebene)  Brief 
ist  ohne  mathematisches  Interesse^  ebenso  auch  der  achte  und 
neunte.  Im  zehnten  erwähnt  Lagrange  eines  neuen  Werks  von 
Lorgna,  des  nach  Biadego's  Angabe  (§.  130)  nicht  veröffentlichten 
„Nnovo  metodo  di  calcolo  Integrale*^ ;  das  daselbst  angewandte 
Verfahren  zur  Integration  von  Differentialgleichungen  scheint  ihm 
aber  „plus  ing^nieuse  qu'  exacte^'. 

Auch  über  des  unermüdlichen  Lorgna  hydrodynamische  und 
chemische  Arbeiten  wird  kurz  referirt,  ebenso  über  seine  Streitig- 
keiten mit  Gegnern  und  Neidern.  Wir  lernen  durch  Herrn  Bia- 
dego's  dankenswerthe  Zusammenstellung  in  Lorgna  einen  um 
Mittel  nie  verlegenen,  geistreichen  Kopf  kennen,  dessen  Ungründ- 
liehkeit  von  der  sichern  Klarheit  seines  grossen  Freundes  in 
schonender,  aber  treffender  Weise  gekennzeichnet  wird,      Gr. 
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Dieci  lettere  inedite  di  Giuseppe  Luigi  Lagrange  scritte 
al  Matematico  Veronese  Antonio  Maria  Lorgna. 

Boücrompagni  Bull.  VI.  131-141. 
Das  Referat  über  diese  Briefe  ist  in  das  vorige  mit  aufge- 
nommen. Gr. 

B.  BoNCOMPAGNi.    Intorno  a  nove  lettere  in  lingua  ita- 
liana  di  Giuseppe  Luigi  Lagrange.  Boocompagni  Bull.  VI. 

142-150. 

Diese  mit  der  bekannten  Akribie  des  Verfassers  ausgeführte 
bibliographische  Untersuchung  bezieht  sich  auf  je  einen  Brief 
Lagrange  s  an  Lorgna  und  Caracciolo  und  sieben  zum  Theil  nur 
bruchstückweise  vorhandene  Briefe  an  Julius  Carl  v.  Fagnano,  die 
zum  Theil  schon  Mamiani  publicirt  hat.  Gr. 

B.  BoNCOMPAGNi.     Giunte  e  correzioni  allo  scritto  inti- 
tolato   „Tntomo  a   dieci   lettere  in   lingua  italiana  di 

Giuseppe  Luigi  Lagrange".     Boncompagni  Bull.  vi.  539-543. 

Enthält  Zusätze  und  Berichtigungen,  vorzugsweise  in  Bezug 
auf  den  literarischen  Apparat  der  obigen  Abhandlung,  zum  Theil 
auch  Hinweise  auf  die  Wichtigkeit  der  Briefe  in  Bezug  auf  die 
Streitfrage,  ob  Lagrange  Italiener  oder  Franzose  gewesen. 

Ce. 

L.  F.  Menabrea.    ün'  ultima  lettera  suUe  peripezie  della 
Serie  di  Lagrange,  in  risposta  al  pro£  Angelo  Genocchi. 

Boncompagni  Bull.  VI.  435-457. 

A.  Genocchi.    Breve  risposta  al  Signor  Conte  L.  F,  Me- 
nabrea.     Boncompagni  BuU.  VI.  580-532. 

Beide  Notizen  beziehen  sich  auf  den  Streit  der  beiden  Herren 
Menabrea  und  Genocchi, '  über  den  Bd.  IV.  d.  Jahrbuchs,  p.  23 
und  24  berichtet  ist,  und  der  durch  eine  Notiz  des  Herrn  Genocchi, 
betreflfend  die  Arbeiten  Feiice  Chiö's  über  die  Lagrange'sche  Reihe, 
hervorgerufen  war  (S.  Bd.  HI,  p.  11).  M. 
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Anonymus.  Ist  Oersted  oder  Schweigger  der  eigentliche 
Entdecker  des  Electromagnetisraus?   Schiömiich  z.  xviii. 

609-612. 

Der  anonyme  Verfasser  zeigt,  dass  ScBweigger  schon  im 
Jahre  1808  die  electromagnetische  Abweichung  der  Magnetnadel 
nachgewiesen  hat,  während  die  Entdeckung  durch  Oersted  aus 
dem  Jahre  1820  stammt.  Er  zeigt  auch,  dass  Oersted  Schweig- 
ger's  Arbeit  gekannt  haben  muss,  und  giebt  hinreichende  Grilnde 
dafür,  weshalb  einerseits  Schweigger's  Entdeckung  unbeachtet, 
anderseits  Schweigger  nicht  selbst  seine  Prioritätsansprüche  gel- 
tend gemacht  hat.  Ce. 

P.   Mansion.     Note   siir   les   travaux  de  Jales  Plticker. 

Darboox  Ball.  V.  313-319. 

Auszug  aus  der  Rede  von  Clebsch,  die  F.  d.  M.  III.  p.  10 
besprochen  worden  ist.  0. 

A.  Clebsch.     Commemorazione  di  Giulio  Plüoker. 

BatUglini  G.  XI.  153-180. 
Uebersetzung  der  Arbeit,   die  bereits  im  3ten   Bande   des 
Jahrbuches  p.  10  besprochen  worden  ist.  0. 

C.  Neümann.      Zum   Andenken    an   R.   F.  A.  Clebsch. 

Clebßch  Ann.  VI.  197-202. 

Rudolf  Friedrich  Alfred  Clebsch.  Versuch  einer  Dar- 
legung und  Würdigung  seiner  wissenschaftlichen  Lei- 
stungen von  einigen  seiner  Freunde.  Clebsch  Ann.  VIIL 1-55. 

Die  Herren  v.  d.  Mtthll,  Mayer,  Lüroth,  Brill,  Nöther,  Gor- 
dan und  Klein  hatten  sich  zusammen  gethan,  eine  wissenschaft- 
liche Biographie  ihres  gemeinsamen  Freundes  und  Lehrers  Clebsch 
zu  entwerfen,  die  in  dem  citirten  Aufsatze  vorliegt.  Gemäss  dem 
Plane  wird  in  Betreff  des  äusseren  Lebensganges  auf  den  davor- 
stehenden Nachruf  von  G.  Neumann  verwiesen.  Die  Bearbeitung 
war  nach  einzelnen  Gebieten  unter  die  oben  genannten  Herren 
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vertheilt  worden,  während  Herr  Klein  die  sehliessliche  Kedaction 
und  Zusammenfassung  in  ein  Ganzes  übernommen  hatte. 

Nachdem  im  Eingange  auf  die  verschiedenen  Richtungen 
hingewiesen  ist,  die  sich  in  der  Entwickelung  der  Mathematik 
in  Deutschland  einerseits  von  Gauss  und  Dirichlet  ausgehend, 
andererseits  auf  Jacobi  basirend,  seit  diesen  Mathematikern  kund 
gegeben  haben,  wird  bemerkt;  dass  Clebsch  wesentlich  der  zweiten 
Richtung  angehöre,  indem  er  hauptsächlich  Algebraiker  gewesen. 
Clebsch  hatte  seine  mathematische  Ausbildung  in  Königsberg  er- 
halten :  in  Folge  dessen  beschäftigt  er  sich  in  seinen  ersten  Arbeiten 
mit  mathematisch-physikalischen  Fragen.  Aber  es  war  nicht  das 
physikalische  Element,  was  ihn  hierbei  interessirte ,  sondern  die 
Ueberwindung  der  in  ihnen  liegenden  analytischen  Schwierig- 
keiten. Näher  eingegangen  wird  in  der  vorliegenden  Biogra- 
phie auf  seine  Lösung  des  de  St.  -  Venant'schen  Problemes 
mit  der  Umkehrung  desselben.  Es  folgt  dann  die  Darstellung 
der  Arbeiten,  die,  sich  an  mehrere  von  Jacobi  hinterlassenen 
Probleme  anschliessend,  Probleme  aus  der  Variationsrechnung 
und  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  behandeln. 
Die  geometrisch  -  algebraischen  Arbeiten,  in  denen  die  Haupt- 
bedeutung von  Clebsch  liegt,  beginnen  mit  dem  Jahre  1860- 
Die  Verfasser  schicken  hier,  um  einen  klaren  Blick  für  die  Dar- 
legung der  Stellung  Gebsch's  zu  gewinnen,  eine  kurze  Ueber- 
sicht  über  die  Entwickelung  der  Geometrie  der  letzten  zehn  Jahre 
voraus.  Zwei  Richtungen  geometrischer  Forschung  sind  es,  die 
in  dieser  Zeit  hauptsächlich  aufgetreten  sind.  Die  eine  ist  durch 
die  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  metrische  Probleme 
characterisirt,  während  die  andere  sich  durch  den  algebraischen 
Character  ihrer  Untersuchungen  auszeichnet.  Letztere  ist  die 
jetzt  „neuere  Geometrie"  genannte.  Clebsch,  ein  Schüler  Hesse's, 
knüpfte  in  seinen  Arbeiten  wesentlich  an  die  der  englischen  Geo- 
meter  Sylvester,  Cayley,  Salmon  an.  Es  folgt  nun  eine  Bespre- 
chung der  Arbeiten,  welche  sich  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  und  Flächen  beziehen.  Es  werden  hier  namentlich  die  Ar- 
beiten über  die  Punkte  einer  algebraischen  Fläche  n**'  Ordnung, 
in  denen  dieselbe  von  einer  Geraden  vierpunktig  berührt  wird, 
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Aber  Curven  vierter  Ordnung,  über  das  Pentaeder  der  Fl&cben 
dritter  Ordnung  und  dessen  Beziehungen  zur  Hesse'schen 
Fläche,  endlich  über  das  Normalenproblem  bei  Curven  und  Flä- 
chen zweiten  Grades,  besprochen.  Sodann  wendet  sich  der  Auf- 
satz zu  dem  von  Clebsch  und  Gordan  gemeinsam  verfassten 
Werke  aber  AbeVscfae  Functionen,  nachdem  vorher  noch  der 
bedeutenden  Abhandlung  über  die  Anwendung  der  Aberschen 
Functionen  in  der  Geometrie  gedacht  ist,  in  welcher  Clebsch 
den  Begriff  des  „Qeschlechts^  einer  Curve  einführt.  Nach  einem 
kurzen  fiesumö  über  die  vorherige  Entwickelungsgeschichte  der 
AbeFscben  Functionen  werden  zunächst  die  unterscheidenden 
Merkmale  dieser  Bearbeitung  hervorgehoben.  Von  hier  an  wen- 
den sich  Clebsch's  Arbeiten  ausschliesslich  algebraischen  (resp. 
geometrischen)  Fragen  zu,  und  zwar  nach  zwei  Biehtungen: 
nämlich  der  Flächenabbildung  und  der  Theorie  der  Invarianten 
bei  linearen  Substitutionen.  Auch  hier  wird  zuerst  ein  Bild  der 
vorhergegangenen  Entwickelung  vorausgeschickt  und  dann  der 
Inhalt  der  einzelnen  Arbeiten  characterisirt.  Es  wttrde  indess 
za  weit  f&hren,  hier  auf  den  Inhalt  dieser  Theile  näher  einzu- 
gehen,  da  sich  derselbe  kaum  in  kurzen  Worten  wiedergeben 
lässt.  Referent  begnUgt  sich  daher  mit  dieser  kurzen  Skizze. 
Am  Schluss  ist  der  Biographie  ein  Verzeichniss  der  Arbeiten 
Clebsch's  beigefügt.  0. 

C.   Neümann,      Commemorazione    di    Rodolfo    Federico 
Alfredo  Clebsch.     BattagUni  G.  xi.  44-48. 

Uebersetzung  des  Nachrufes  aus  den  Gott.  Nachr.  vom  Jahre 
1872.  550—559,  siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  18.  0. 

E.  KoBELL.     Rudolf  Friedrich  Alfred   Clebsch.     MuDch. 

Ber.  1873  II.  129. 

Clebsch  (geb.  den  19.  Januar  1833,  gest.  den  7.  November 
1872)  studirte  unter  Neumann  (hier  irrthllmlicb  Naumann  ge- 
nannt), Richelot  und  Hesse  zu  Königsberg,  promoviiiie  daselbst 
1854,  war  von  da  an  (nicht  von  1824,  wie  es  hier  heisst)  Gym- 
iiasiallehrer  zu  Berlin,  1858  Docent  daselbst,  in  demselben  Jahre 
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Professor  zu  Garlsruhe,  1863  za  Giesseu,  von  1868  bis  zu  seinem 
Lebensende  in  Göttingen.  Erwähnt  wird  seine  enge  wissenschaft- 
liche Verbindung  mit  Gordan  und  die  Gründung  der  „Annalen''. 
Von  seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten  werden  hier  die  in  Bor- 
chardt's  Journal  erschienene  für  das  Studium  der  höheren  alge- 
braischen Curven  bahnbrechende  Abhandlung  „Ueber  die  Anwen- 
dung der  AbeVschen  Functionen  auf  die  Geometrie'^,  femer  das 
selbststandige  Werk  ,,Theorie  der  AbeFschen  Funktionell^^  nnd 
noch  die  Gedächtnissrede  auf  J.  Plücker  namhaft  gemacht,  in 
welch  letzterer  Schrift  Clebsch  mit  besonderer  Klarheit  die  Ziele 
der  Wissenschaft  darzulegen  verstand.  Gr. 

Caspari.  Zur  Biographie  Bürmann's  (aus  einem  Briefe 
an  M.  Cantor).  Schlömiich  z.  xvm.  120-122. 
Es  ist  von  grossem  Interesse,  durch  die  vorliegende  Mitthei- 
lung einige  nähere  Nachrichten  über  die  Lebensumstände  eines 
Mannes  zu  erfahren,  welcher  unter  den  Gelehrten  seiner  Zeit 
einen  hervorragenden  Platz  einnahm,  später  aber  so  vollständig 
vergessen  wurde,  dass  man  selbst  in  PoggendorfiTs  Lexicon  sei- 
nen Namen  vergebens  sucht.  Man  war  in  Bezug  auf  seine  äus- 
seren Yerhältoisse  sowohl  als  auf  seine  Leistungen  fast  ausschliess- 
lich auf  zwei  kleine  Aufsätze  angewiesen,  welche  er  in  dem 
zweiten  Jahrgange  des  von  Hindenburg  in  Leipzig  redi^rten 
Archivs  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  veröffentlichte. 
In  der  ersten  Abhandlung,  welche  die  combinatorisch-analjtischen 
Methoden  jener  Periode  zu  vereinfachen  und  den  französischeD 
Geometern  geniessbarer  zu  machen  bestimmt  ist,  kommt  jene 
Reihenentwickelung  vor,  welche  Schlömiich  (Compendium,  2.  Theil 
S.  96)  mit  seinem  Namen  belegt  hat,  in  der  zweiten  macht  er 
beachtenswerthe  Vorschläge  zur  Schnellberechnung  der  Ludolf- 
schen  Zahl.  Ausserdem  theilt  er  auch  noch  dem  Herausgeber 
des  Archives  seine  Ideen  zur  Begründung  einer  allgemeinen  Pan- 
oder  Ideogi-aphie  mit  —  ein  Projekt,  mit  welchem  sich  damals 
die  besten  Köpfe  abmühten.  Gelegentlich  erfährt  man  auch,  dass 
er  während  der  Belagerung  der  Stadt  Mannheim  im  ersten  Re- 
volutionskriege Lehrer  der  Mathematik  daselbst  war. 
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Herr  Caspar!  theilt  nan  hier  naeh  Eingaben  Bttrmann's  an 
die  badiBcbe  Schulcommission  einiges  nene  Material  mit;  dieselben 
stammen  aus  dem  Jahre  1807.  Bttrmann  petitionirt  in  denselben 
um  die  neu  zu  errichtende  Professur  am  Mannheimer  Lyceum, 
ftlbrt  seine  ihn  hierzu  berechtigenden  wissenschaftlichen  Verdienste 
an  nnd  bemerkt,  dass  er  einen  ehrenvollen  Ruf  nach  Cdln  in 
dieser  Hoffnung  ausgeschlagen  habe,  wobei  einige  Seitenhiebe 
auf  jüdische  Lehrer  der  Handelswissenschaften  abfallen.  Für 
diese  Disciplinen  hatte  er  eine  Art  von  Academie  in  Mannheim 
gegründet,  wie  er  denn  auch  von  seiner  Comtoir-Encyclopädie  als 
von  seinem  Hauptwerke  sprieht. 

Nebenbei  kann  sich  Bttrmann  nicht  versagen,  die  Besetzung 
des  mathematischen  Lehrstuhls  zu  Heidelberg  durch  den  aus  Er- 
langen berufenen  Langsdorf  in  einer  für  letzteren  nicht  eben 
schmeichelhaften  Weise  zu  beleuchten.  In  der  That  war  er  hier 
wohl  im  Recht;  denn  Langsdorf  war  zwar  ein  guter  Technologe, 
aber  nichts  weniger  als  ein  Mathematiker  und  konnte  sich  wissen- 
schafflich  mit  Bttrmann,  den  Lalande  „un  trös  grand  g^omötre, 
un  des  plus  habiles  giomötres  de  l'Europe^  nannte,  nicht  messen. 

Seinen  Wunsch  scheint  Bttrmann  nicht  erreicht  zu  haben; 
Diesterweg  erhielt  später  die  von  ihm  ambirte  Stelle.  Sonstiges 
Biographische  lässt  sich  aus  den  Gesuchen  nicht  entnehmen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  Herrn  Caspari's  Nachsuchungen 
eine  Folge  der  von  Herrn  M.  Cantor  ausgegangenen  Anregung 
sind.    S.  F.  d.  M.  IV  p.  16.  Gr. 

E.   KOBBLL.       Wilhelm   Eisenlohr.      Muoch.  Ber.  1873.  131. 

Eisenlohr  (geb.  den  Iten  Januar  1799,  gest.  den  lOten  Juli 
1872)  studirte  in  Heidelberg,  war  dann  Professor  der  Mathematik 
und  Physik  am  Mannheimer  Lyceum  und  zuletzt  Professor  der  letz- 
teren Wissenschaft  am  Polytechnicum  zu  Carlsruhe.  Seine  be- 
deutendste Leistung  ist  das  nunmehr  in  siebenter  Auflage  erschie- 
nene Lehrbuch  der  Physik.  Ausserdem  werden  erwähnt  die 
Construction  eines  Apparates  zur  objectiven  Darstellung  der  Beu- 
gungsphänomene,  sowie  seine  Untersuchungen  ttber  Wellenlänge 
und  Wirknngweise  verschieden  gefärbter  Strahlen  des  Spektrums. 

FortMhr.  «l.  Math.  V.  1.  3 
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Auch  um  Herstellung  eonstanter  Batterien  fttr  telegraphischaZwecke 
machte  er  sieh  verdient  Yergl.  auch  den  Nekrolog  im  Hefte  der 
Vierteljahrsschrift  der  astron.  GeseUschaft  1873.  Or. 

E.  KOBELL.      Martin  Ohm.      Müßch.  Ber.  1873.  132. 

H.  Ohm  (geb.  den  etenlfai  1792,  gest.  den  Iten  April  1872)i 
ein  Bruder  des  durch  seine  electriscben  und  molecularplörBikali- 
sohen  Arbeiten  bertthmten  Georg  Simon  Ohm,  war  von  1812-17 
Docent  zu  Erlangen,  bis  1821  Oberlehrer  zu  Tfaorn,  in  diesem 
Jahre  Docent  zu  Berlin.  Im  Jahre  1824  ward  er  daselbst  aosser- 
ordentlicber,  1839  ordentlicher  Professor,  während  er  zogleidi 
an  der  Bau-  und  Artillerie -Schule,  sowie  bis  in  sdn  höchstes 
Alter  an  der  allgemeinen  Kriegs-Schule  lehrte.  Ausser  einer  Reihe 
von  Lehrbüchern  über  elementare  Zweige  der  IVissenschaft  ver- 
fasste  er  solche  auch  ttber  höhere  Mathematik  und  Mechanik, 
welche  dem  Studium  der  damaligen  Zeit  in  hohem  Grade  zur 
Anregung  dienten,  (beiläufig  sei  bemerkt,  dass  Ohm  der  erste 
deutsche  Mathematiker  war,  welcher  Poinsot's  Theorie  der  E^fte- 
paare  ihrem  wahren  Werthe  nach  würdigte).  Femer  werden  von 
ihm  erwähnt:  „Die  kritische  Beleuchtung  der  Mathematik  über- 
haupt und  der  Euclid'sohen  Geometrie  insbesondere^',  „Der  Geist 
der  mathematischen  Analysis'^  (in's  Englische  übertragen),  die 
Variationsrechnung  und  vor  allem  das  neunbändige  umfassende 
Werk:  „Versuch  eines  vollkommen  oonsequenten  Systemes  der 
Mathematik'^ 

Bei  Erwähnung  diesflt*  letztem  Arbeit  kanir  Referent  nieSt 
unterlassen,  auf  die  grosse  Bedeutung  hinzuweisen,  welche  dem- 
selben sicher  heute  noch  inne  wohnt,  wenn  auch  in  manchen 
Beziehungen  Ohm's  im  Wesentlichen  noch  combinatorischer  Stand- 
punkt jetzt  fUr  überwunden  gelten  kann.  Vergl.  HankeVs  Theorie 
der  complexen  Zahlensysteme,  wo,  wenn  auch  mit  beschränken- 
den Zusätzen,  doch  im  Wesentlichen  ein  ähnliches  Urtheil  gefällt 
wird.  '  Gr. 

M.  CüRTZE.     Johann  August  Grunert.  Granert  Arch  LV.  1-4. 
£.  KoB£LL.     Johann  August  Grunert   Manch.  Her.  1873. 133. 
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Gronert  (geb.  den  TtenFebniar  1792,  gest.  den  Uten  Juni  1872) 
stadirte  in  Halle,  kam  1816  als  Gymnasialprofessor  nach  Torgau, 
1828  in  gleicher  Eigenschaft  nach  Brandenburg,  1833  als  Ordi- 
narius fUr  Mathematik  nach  Greiiswald,  seit  1838  lehrte  er  auch 
an  der  mit  dieser  Universität  in  Verbindung  stehenden  Academie 
SU  Eldena.  Neben  einer  wahrhaft  ungeheuren  Anzahl  von  Zeit- 
schriftartikeln und  Gelegeüheitsschriften  verfasste  er  u.  a.  auch 
ein  Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik  in  G  Bänden.  Beson- 
deres Verdienst  erwarb  er  sich  durch  Herausgabe  seines  Archivs^ 
von  welchem  aber  zu  seinen  Lebzeiten  nicht  bloss  29,  me  von 
Herrn  Kobell  angegeben  wird,  sondern  53  Bände  erschienen  sind. 
Als  Mineralog  gedenkt  Herr  Eobell  noch  besonders  Grunert's 
krystallographischer  Arbeiten,  um  deren  willen  er  die  Theorie  der 
geraden  Linie  und  Ebene  im  Räume  für  willkürliche  schiefwinklige 
Systeme  bearbeitete  (Archiv  XXXIV  121).  Gr. 


E.  Kobell.     Mathew  Fontaine  Maury.  Münch.Ber.  1873. 133. 

Maury  (geb.  den  Uten  Januar  1806,  gest.den  ItenFebruar  1873) 
diente  schon  mit  19  Jahren  auf  der  Flotte  der  Vereinigten  Staaten 
und  gewann  hier  das  Interesse  filr  maritime  Forschung.  Ausser 
seiner  berühmten  ^Physikalischen  Geographie  des  Meeres^  er- 
schienen von  ihm  die  ftlr  den  Schiffer  so_  wichtigen  Strömungs- 
karten ,  welche  er  in  seiner  Stellung  als  Director  des  General- 
Observatoriums  zu  Washington  officiell  herausgab.  Sein  Werk 
war  auch  der  im  Jahre  1853  zu  ßrtlssel  abgehaltene  Congress 
ftir  oceanische  Physik  und  Meteorologie. 

Seit  1861  lebte  er  in  England  und  Mexiko;  später  bekleidete 
er  die  Professur  der  Naturwissenschaften  an  der  Militärschule  zu 
LexingtoA  bis  an  seinen  Tod. 

Erwähnt  hätte  noch  werden  können,  dass  er  sich  auch  um 
die  practische  Astronomie  vielfach  verdient  machte  und  besonders 
etBjge  ausgezeichnete  Kometaibeobachtungen  lieferte  (vergL 
Hindus  Kometen,  deutsch  von  Mädler,  Leipzig  1854.  S.  83). 

Gr. 

9* 
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E.  DE  Beaümont.     ;^loge  historique  de  Jean  Plana. 

Inst.  (2)  I.  45-49.  53-57.  61-63.  69-73.  77-80.  85-88.  93-96. 

Enthält  eine  Rede,  die  am  25sten  Navember  1872  in  der 
Öffentlichen  Sitzung  der  Akademie  der  Wissenschaften  zum  An- 
denken an  den  Verstorbenen  gehalten  worden  ist. 

Jean  Antoine  Am6d£e  Plana  ist  den  8ten  November  1781 
zu  Voghera  bei  Alessandria  geboren.  Im  Jahre  1800  kam  er 
zur  £cole  Polytechnique,  wurde  1803  Professor  der  Mathematik 
an  der  Artilleriesohule  zu  Alessandria,  1811  auf  Lagrange's 
Empfehlung  Director  der  Sternwarte  und  Professor  der  Astronomie 
zu  Turin.  Später  Professor  der  Analysis  daselbst,  starb  er  am 
2ten  Januar  1864.  Die  Rede  geht  weitläufig  auf  einen  Theii 
der  wissenschaftlichen  Arbeiten  Plana's  ein.  Zunächst  wird  die 
Messung  des  Bogens  des  48  sten  Parallelkreises  besprochen,  dann 
werden  die  Arbeiten,  welche  sich  auf  die  Mondtheorie,  auf  die 
Vertheilung  der  Electricität  und  Wärme  beziehen,  eingehend  er- 
örtert, während  die  rein  mathematischen  kürzer  behandelt  wer- 
den. •  O. 

Liste  des  ouvrages  et  des  mdmoires  dcrits  par  le  Baron 

Jean   Plana.     Darboux  Bull.  V.  65-79. 

Verzeichniss  der  Arbeiten  Plana's  nach  den  Journalen,  in 
denen  sie  sich  abgedruckt  finden.  0. 

C.  Holst.    N^crologie.    Nouv.  Ann  (2)  xii.  433-435. 

Christoph  Hansteen  ist  den  26  sten  September  1784  geboren, 
ging  1802  auf  die  Universität  Kopenhagen  und  studirte  dort  zuerst 
Jurisprudenz.  Im  Jahre  1806  begann  er  am  Gymnasium  zu 
Friedricksborg  in  Seeland  Mathematik  zu  unterrichten.  6  Jahre 
später  erschien  seine  Arbeit  über  den  Erdmagnetismus,  in  Folge 
deren  er  einen  Ruf  als  Professor  an  die  neugegrttndete  Univer- 
sität Norvogis  erhielt.  Er  kehrte  jedoch  1814  nach  Norw^en 
zurück,  von  wo  er  im  Jahre  1828  eine  grössere  Reise  durch 
Russli^dd  und  Sibirien  machte.  0. 
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C.   FbARNLEY.      Todesanzeige.     Astr.  Nachr.  LXXXI.  273-274. 

Nachrichten  über  den  am  löten  April  1873  Nachmittags 
3  Uhr  erfolgten  Tod  von  Ghristopher  Hansteen,  nebst  kurzer 
Notiz  über  seine  letzten  Lebensjahre.  0. 

O.  V.  Struvb.     Caspar  Gottfried  Schweizer.     Aatr.  Viert. 

VIII.  163-165. 

Neerolog  des  verstorbenen  Astronomen,  welcher  in  einer 
Sitzung  der  astronomischen  Gesellschaft  im  Jahre  1873  zu  Ham- 
burg gehalten  worden  ist.  Caspar  Gottfried  Schweizer  ist  am 
loten  Februar  1816  zu  Wyla  im  Canton  Zürich  als  Sohn  eines 
Pfarrers  geboren.  Hit  dem  dreizehnten  Jahre  trat  er  in  das 
Fellenberg'scbe  Institut  zu  Hofwyl  ein,  das  er  jedoch  schon  wie- 
der nach  zwei  Jahren  verliess,  um  das  Gymnasium  in  Zürich  zu 
besuchen.  Von  1836  an  studirte  er  ursprünglich  Theologie  eben- 
daselbst, übernahm  jedoch  nach  wenigen  Monaten  eine  Stellung 
als  Lehrer  der  Mathematik  in  Winterthur.  Nach  Jahresfrist  gab 
er  dieselbe  wieder  auf,  um  sich  ganz  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie zu  widmen.  1839  ging  er  nach  Königsberg  zu  Bessel, 
1841  nach  Pulkowa,  1845  nach  Moskau.  Erst  1849  Adjunct  für 
Astronomie  an  der  Universität,  wurde  er  1852  Astronom  am 
Constantino waschen  Messinstitute.  1855  Director  der  Universitäts- 
stemwarte  und  ordentlicher  Professor  der  Astronomie  geworden, 
starb  er  am  6ten  Juli  1873.  0. 

H.  SuTER.  Geschichte  der  mathematischen  Wissen- 
schaften. Erster  Theil  von  den  ältesten  Zeiten  bis 
Ende  des  16ten  Jahrhunderts,    aweite  Aufl.   Zürich,  Grell, 

FasBli  et  C. 
Von  dieser  zweitep  völlig  unveränderten  Auflage  gilt  Alles, 
was  im  letzten  Bande  dieser  Zeitschrift  über  die  erste  Auflage 
gesagt  ist.    Auch  nicht  ein  einziger  Irrthum  ist  berichtigt  worden. 

Ce. 

Pi£TRO  RiccARDi.  Bibliotcca  Matematica  Italiana  dalla 
origine  della  stampa  ai  primi  auni  del  secolo  XIX« 
Modena,  Lnigi  Gaddi.  1873.  Fase.  V. 
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Das  vorliegende  Heft  bildet  die  Fortsetzung,  des  Bd.  IV, 
S.  26  angezeigten.  Es  ist  zugleich  das  erste  Heft  des  zweiten 
Bandes  des  ersten  Theiles.  Ce. 

P.  Mansion.     Les  math^matiques  en  Belgique  en  1872, 

Bonoompagni  Ball.  VI.  277-312. 
Der  Verfasser  giebt  in  der  vorliegenden  Arbeit  einen  zu- 
sammenhängenden Bericht  ttber  die  mathematiBchen  Arbeiten, 
welche  in  Belgien  während  des  Jahres  1872  publicirt  worden 
sind.  In  der  Einleitung  werden  die  Quellen  ftir  die  Geschichte 
der  vorangegangenen  Zeit  aufgezählt.  Die  Arbeiten  selbst  sind 
in  drei  Capitel  nach  ihrem  Stoff  geordnet.  Das  erste  enthält  die 
Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Analysis,  das  zweite  die  aus  der 
Geometrie,  das  dritte  endlich«  die  aus  der  angewandten  Math^ 
matik.  Auf  den  Inhalt  der  einzelnen  Capitel  selbst  näher  einzu- 
gehen, scheint  nicht  nothwendig ,  da  der  Herr  Verfasser  selbst 
Referent  des  Jahrbuches,  fär  die  belgischen  Arbeiten  ist  Es 
dürfte  daher  der  Hinweis  auf  den  vierten  Band  genügen.     0. 

A.  Steen.  De  mathematiske  Studiers  Fremgang  i  Dan- 
mark i  dette  Hundredaar.    Zeuthen  Tidsskr.  (3)  ril.  I6i. 

Die  Geschichte  der  Mathematik  in  Dänemark  seit  dem  An- 
fange dieses  Jahrhunderts.  Hn. 

T.  Zebrawski.  Bibliografija  pismiennictwa  polskiego  z 
dzialu  Matematyki  i  Fizyki  oraz  ich  zastösowari.  Na 
obchod  czterechsefletni^j  rocznicy  urodzin  Kopemika. 

Erakan,  Uniyersitätsdrnckerei. 
Die  Arbeit  ist  sehr  fleissig  zusammengestellt.  Sie  verzeichnet 
auf  dem  Gebiete  der  mathematisch-physikalischen  Wissenschaften 
2640  Schriften,  von  denen  jedoch  eine  grosse  Zahl  mit  Unrecht 
aufgenommen  sind.  Unter  der  Menge  aufgenommener  Hand- 
schriften sind  z.  B.  viele,  die  nur  deshalb  eingereiht  sind,  weil 
ihr  Abschreiber  ein  Pole  ist.  So  gut  als  die  Ausgaben  der  Geo- 
graphie des  Ptolemaeus  aufgenommen  sind ,  weil  darin  von  Sar- 
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BiatieD  gehandelt  wird,  könnte  eigentlich  jedes  Handbach  der 
Geographie  darin  Aufoahuie  verlangen;  jedes  solches  hat  doch 
aoeh  emen  Abschnitt  über  Polen.  In  diesem  Buche  ist  zum  ersten 
Male  der  Versuch  gemacht  eine  Bibliographia  Copernicana  herzu- 
stellen. So  fleissig  dieselbe  auch  ist,  so  dürfte  sie  doch  bei 
weitem  nicht  vollständig  sein,  verzeichnet  sie  doch  nicht  einmal 
die  neuere  Titelauflage  der  Muler'schen  Ausgabe  des  Copemicus, 
die  sie,  wenn  nicht  anderswoher,  aus  Ebert  hätte  kennen  lernen 
können.  Vier  angehängte  Tafeln  geben  Facsimilia  von  Hajid- 
Behriften,  Wasserzeichen,  Buchdruckerzeicfien  und  des  Titelblattes 
einer  bis  jetzt  unbekannten  „Practica  deutsch  Magistri  Johannis 
fon  &akaw  auf  das  Jahr  tausenth  fünfhundert  vnd.iij.^ 

Ce. 

F.  HoBFBR.     Histoire  de  rastronomie  depuis  son  origine 

jusqu'  ä   nOS  jours.      Paris,  Hachette  et  0'^^- 

Diese  Geschichte  der  Astronomie  reiht  sich  würdig  dem  in 
diesem  Bande  erwähnten  Vie  de  Copemic  von  Flammarion  an, 
das  sie  auch  ftir  dessen  Geschichte  als  Hauptquelle  citirt. 

Ce. 

M.  Schneid.  Die  scholastische  Lehre  von  Materie  und 
Form  und  ihre  Harmonie  mit  den  Thatsachen  der 
NatarwissenBchaft.   Pr.  Eichstädt. 

Der  Ver&sser  dieser  interessanten  Abhandlung,  welcher  sich 
—  eine  Seltenheit  in  unsrer  Zeit  —  äusserst  belesen  sowohl  in 
den  Classikem  und  Kirchenvätern,  als  auch  in  den  wirklichen 
Sebolastikem  des  Mittelalters  und  den  ultramontanen  Neuscho- 
lastikem  des  neunzehnten  Jahrhunderts  zeigt,  dabei  aber  auch 
mit  den  Untersuchungen  eines  Redtenbacher,  Du  Bois*Reymond, 
Feehner,  Zöllner,  Martin  de  Bennos  etc.  wohl  vertraut  ist,  beab- 
sichtigt in  ihr  darzulegen,  dass  nur  die  naturphilosophischen  An- 
sehanungen  des  Aristoteles  und  seiner  christlichen  Nachfolger  die 
riehtigen  speculativen  Grundlagen  für  naturwissenschaftliche  und 
spedell  physikalische  Forschung  zu  liefern  vermögen.     In  der 
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ersten  Abtheilung  giebt  er  eine  kurze  Auseinandersetzung  der 
verschiedenen  Körpertheorien,  verwirft  die  atomistische  und  dyna- 
mische und  Bupponirt  denselben  die  vom  hl.  Thomas  in  man- 
chen Stücken  verfeinerte  Lehre  des  Aristoteles  und  Augustinus^ 
der  sieh  auch  Leibniz  angeschlossen  zu  haben  scheint  (Brief 
an  Des  Bosses,  opera  ed.  Erdmann  I.  p.  73).  Ihr  zufolge  existiit 
als  reine  Potenz  die  Materie  (materia  prima);  zu  ihr  tritt  als  Akt 
die  Form  (fioQg>fj)  hinzu.  Zur  Erklärung  des  Seins  der  Dinge 
reiqhen  diese  beiden  Principien  aus;  zur  Erklärung  des  Werdens 
muss  als  terminus  a  quo  noch  ein  drittes,  die  privätio  (atigftjaig) 
hinzugenommen  werden. 

Mit  diesen  fundamentalen  Hülfsmitteln  ausgerüstet,  geht  non 
der  Verfasser  daran,  sämmtliche  durch  die  neuere  Physik  bekannt 
gewordenen  Thatsachen  zu  erklären,  und  diess  ist  denn  in  der 
That  vom  rein  historischen  Standpunkte  aus  als  eine  namhafte 
Leistung  zu  bezeichnen;  denn  sowenig  Kenner  der  modernen 
Naturwissenschaft  den  Entwickelungen  des  Verfassers  beipflichten 
können,  so  erhält  man  doch  eine  ziemlich  umfassende  Kenntniss 
der  scholastischen  Physik  und  Erkenntnisstheorie.  Dass  bei  dieser 
Darstellung  sowohl  principielle  als  thatsächliche  Missverständnisse 
mit  unterlaufen,  ist  bei  dem  Standpunkte  des  Verfassers  nieht 
auffallend;  so  überschätzt  er  (S.  83 ff.)  weit  die  Leistungen  der 
arabischen  und  europäischen  Gelehrten  im  Mittelalter,  beispiels- 
weise Roger  Bacon's,  auf  den  seinerzeit  die  Kirche  nicht  so  stolz 
war,  wie  jetzt  Herr  Schneid.  Die  arabische  Optik  und  Meteoro- 
logie, deren  Kenntniss  er  aus  Dietericfs  Werken  geschöpft  hat, 
hat  er  entschieden  mit  zu  günstigem  Auge  angesehen.  Aach 
darüber,  dass  der  moderne  Atomismus  den  Erscheinungen  der 
Krystallisation  gegenüber  durchaus  nicht  so  rathlos  dasteht,  wie 
der  Verfasser  (S.  67)  meint,  hätte  er  sich  aus  dem  Werke  eines 
CoUegen  (Wittwer,  Die  Molekulargesetze,  Leipzig  1871,  S.  94ff'.) 
eines  besseren  belehren  können. 

Von  besonderem  Interesse  sind  noch  folgende  zwei  Punkte. 
Obschon  an  einer  Stelle  der  Verfasser  (S.  79)  ausdrücklich  die 
nach  ihm  von  Anaxagoras  herrührende  Lehre  von  der  Erhaltung 
der  Substanz  verwirft,  so  scheint  doch  aus  einem  andren  Passus 
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(S.  19)  heryorzttgehen,  dass  die  Scholastiker  dieser  Anschauung 
mehr  oder  weniger  beigepflichtet  haben.  Ferner  möge  noch  der 
Verfasser  selbst  redend  eingeführt  werden,  da  wo  er  die  Hypo- 
thesen des  Thomas  Aquinas  über  das  Wesen  des  Lichtes  anftlhrt 
(S.  74):  ^Der  hl.  Thomas  erklärt  auch  das  Licht  als  eine  Be- 
wegungserscheinung. Sol  est  causa  caliditatis  per  motum.  De 
Pot  V.  a.  8.  Er  bringt  Licht  und  Wärme  in  die  engste  Verbin- 
dung: Lux  quantum  est  de  se,  semper  est  effectiva  coloris,  etiam 
lux  lunae.  Aber  der  hl.  Thomas  nimmt  ein  continuirliches  Me- 
dium an,  um  die  Lichterscheinungen  zu  erklären,  einen  continuir- 
liehen  Aether.  Er  bekämpft  den  Democrit,  der  das  Licht  als 
Atome  erklärt,  die  von  den  leuchtenden  Körpern  hervorgehen. 
Poeuit  Democritus  lumen  esse  quasdam  decisiones  defluentes  a 
corporibus  lucidis,  scillicet  atomos  quosdam.    De  An.  II.  1.  14^. 

Der  dritte  mehr  theologische  Theil  der  Schrift  kommt  ftlr 
uns  hier  nicht  in  Betracht 

Jedenfalls  hat  die  Abhandlung  das  Verdienst,  dem  künftigen 
Geschiohtschreiber  der  Physik  ein  zahlreiches,  sonst  nur  durch 
langwieriges  Quellenstudium  zu  erwerbendes  Material  an  die  Hand 
zu  geben,  sowie  auch  die  vielfach  herrschende  souveräne  Verach- 
tung vielleicht  etwas  zu  mildem,  mit  der  Viele  die  Leistungen 
des  scholastischen  Zeitalters  zu  .betrachten  gewohnt  sind,  und 
deren  Nichtberechtigung  bereits  Humboldt  genügend  nachgewiesen 
haben  dfirflie.  Or. 

J.  H.  y.  MAdlbr.     Geschichte  der  Himmelskunde. 

Braanschweig»  WesterinanD.  2  Bde.  8^. 

Das  vorliegende  Werk  nimmt  auf  die  Entwickelung  der  ma- 
thematischen Theorien  keine  Rücksicht.  Es  wird  daher  genügen, 
hier  ein  Verzeichniss  des  Inhaltes  der  einzelnen  Abschnitte  zu 
geben,  das  in  dem  Werke  selbst  sehr  vermisst  wird,  wenn  auch 
ein  gutes  Namenregister  nicht  fehlt  Band  I.  Abschnitt  I.  giebt 
eine  geschichtliche  Uebersieht  der  Himmelskunde  von  den  frühe- 
sten Zeiten  bis  zur  Wiedererweckung  der  Wissenschaft  in  Europa. 
§§  2—9  schildern  die  Astronomie  der  Chinesen,  10—12  die  der 
Hindus,  13—15  die  der  Babylonier,  16—20  der  Aegypter,  21—29 
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der  Griechen;  §  30—40  hat  die  Alexandrinische  Schule 
Gegenstände;  §41—46  die  Astronomie  der  Araber.  Abschnitt  IL 
Die  Astronomie  seit  Wiedererweckung  der  Wissenschaften. 
§  47—55,  die  vorcopernicanische  Periode;  §  56 — 68,  das  Zeit- 
alter des  Copemicus;  §69—76,  das  Zeitalter  Tycho's;  §  77 — ^93, 
das  Zeitalter  Kepler's  und  Galilei's;  §  94—115,  von  der  Verar- 
theilung  Galilei's  bis  zum  Erscheinen  der  Principia  von  Newton ; 
§  116—126,  Newton  und  seine  Zeit;  §  127—135,  die  Zeit  der 
Gradmessungen;  §  136—139,  die  Wiederkehr  des  Halley'schen 
Kometen  und  die  Venusdurchgänge.  Band  II.  enthält  im  Ab- 
schnitt IIL  die  Himmelskunde  neuerer  Zeit  und  zwar  in  §  140 — 146 
HerscheFs  und  seiner  Zeitgenossen  Wirksamkeit  bis  zum  Schlosa 
des  1 8 ten  Jahrhunderts;  §  147 — 177,  die  Himmelskunde  im  19teii 
Jahrhundert;  §  178—179,  die  astronomische  Photographie;  §  180, 
die  Spectral- Analyse;  §  181,  veränderliche  Sterne;  §.  182,  die 
neuesten  Forschungen  Aber  den  Mondlauf;  §  183,  die  neuesten 
Forschungen  über  Aberration  des  Lichtes;  §  184,  Yeränderungen 
des  Mondkraters  Linnö;  §  185,  dasZodiakallicht;  §  186,  astronomi- 
sche Gontroversen  neuester  Zeit;  §  187,  das  Problem  der  See- 
länge; §  188,  die  neuesten  Ermittelungen  über  Meteoriten.  Ab- 
schnitt IV.  enthält  einen  Abriss  der  Geschidite  der  Optik,  Ina- 
besondere  in  Bezug  auf  Astronomie.  Abschnitt  V.  ist  Ergän- 
zungen und  besonderen  Nachträgen  gewidmet;  §.  196—197,  die 
neue  Ausgabe  der  Alfonsinischen  Tafeln;  §.  198—199,  Fixstern- 
Cataloge;  §  200—202,  die  Royal  Astronomical  Society;  §.203—206, 
die  Chronometer-Expedition  im  Jahre  1833;  §  207—210,  Unter- 
suchungen über  Kometen;  §  211 — ^212,  Kalender  und  Epheme- 
riden;  §  213—216,  Sonnenfinsternisse;  §217,  Saturn  und  Mars; 
§  218,  die  Gruppe  der  Planetoiden  zwischen  Mars  "und  Jupiter; 
§  219,  die  Masse  des  Jupiter  und  Anderes  diesen  Planeten  be* 
treffend;  §  220,  die  Siriusbegleiter  und  seine  Bahnbewegung. 
§  221—222,  Historisches  über  Sternbilder;  §  223,  neuere  Unter* 
suchungen  über  Parallaxe  der  Himmelskörper;  §  224,  die  grossen 
Kometen  von  1868  und  1861;  §  225,  Doppelsteme;  §  226,  die 
periodischen  Meteore  des  August  und  Noyember;  §  227— 228, 
Neueres  über  Nebelflecken;   §  229—230,  neueste  Untersaehiing 
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ttber  die  Sonnenoberfiäche;  §.  231,  die  Säcular-Ungleiehheit  des 
Mondes;  §  232,  die  Mondoberflftcbe.  Abschnitt  VI.  endlioh  entr 
hftlt  biographische  und  literarische  Notizen.  0. 

E.  Maillj.  Tableau  de  rastronomie  dans  Th^misph^re 
austral  et  dans  Tlnde.     M6m.  de  Beig.  in  8».  xxni. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Menge  interessanter  Notizen  über  den 
wenig  bekannten  Gegenstand.  Sie  giebt  die  Oeschichte  der  auf 
der  sttdlichen  Halbkugel  angestellten  Untersuchungen,  speciell 
über  die  von  Halley,  Lacaille,  Henderson,  Maclear,  John  Herschell, 
und  femer  Notizen  über  die  Observatorien  in  Indien,  Afrika, 
Australien  und  Süd-Amerika.  Mn.  (0.) 

C.  Heym.  Zur  Geschichte  des  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Unterrichts  in  Gymnasien,  beson- 
ders an  der  Thomasschule  in.  Leipzig.     Pr.   Bericht  von 

Hoffmano  io  Hoffmann  Z.  IV.  427-429. 

Mitgetheilt  werden  aus  dem  Programm  einige  Stellen,  welebe 
crasse  Beispiele  der  Geringschätzung  der  Mathematik  und  ihrer 
Lehrer  im  18ten  Jahrhundert  und  später  yorführen.  H. 

Ambsrg.  Die  verschiedenen  Numerationssysteme.  Ma- 
thematisch-historische Skizze.    Fr.  Zag. 

Ce. 

D.  BiBRBNS  DE  Haan.     Notice  sur  les  tables  logarith- 

miques  hoUandaises.  B  oncompagol  Bull.  vi.  203-238. 

Adrian  Vlack,  Buchhändler  unter  der  Firma  P.  Rammaseyn 
und  gleichzeitig  Mathematiker,  verpflanzte  als  erster  in  Verbin- 
dung mit  Ezechiel  de  Decker  die  englischen  Logarithmentafeln 
anf  den  Europäischen  Continent.  Das  erste  Buch  unter  dem 
IHtel  ^fEerste  Deel  van  de  nieuwe  Telkonst^  erschien  1626  zu 
Gonda  in  4^;  in  demselben  Jahre  noch  ein  kleinere^  Werk  mit 
dem  ganz  ähnlichen  Titel  ^Nieuwe  Telkonst^  aber  in  8^  Der 
zweite  Tbeil  des  grossem  Werks  ist  nie  erschienen,  da  an  seine 
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Stelle  1628  Vlack's  „Arithinetica  Logarithmica^  trat,  welche  saerat 
die  bis  dahin  nicht  berechneten  Logarithmen  von  20000  bis  90000 
auf  10  Stellen  enthielt.  Der  Verfasser  beschreibt  alle  drei  Wwke 
ausführlich.  1636  kommt  dann  Vlack's  „Tabula  sinuum  etc.*' 
hinzU;  auch  zu  Gouda  gedruckt,  und  vielmals  nachgedruckt  Ylack 
druckte  inzwischen  1633  die  „Trigonometria  Brittannica^  von 
Gelibrand.  Der  Verfasser  citirt  dann  noch  und  giebt  genaue  Be- 
schreibungen von  den  Tafeln  des  Dirk  Rembrantsz  van  Nierop 
(Harlingen  1671),  des  Claes  lanszoon  Vooght  (Amsterdam  1686), 
der  holläudischeD  Ausgabe  der  WolflTschen  Tafeln  durch  Nicolaas 
Epkema  (Amsterdam  1742)^  des  Bemardus  Joannes  Douwes 
(Amsterdam  1775).  Ausserdem  beschreibt  er  noch  einige  Schiffahrts- 
kunden, welche,  wie  sehr  natürlich,  Logarithmentafeln  enthalten. 
Zwei  Additions  handeln  1.  über  die  Prioritätsansprüche  der  Nieuwe 
Telkonst  gegenüber  den  Logarithmentafeln  des  Denys  Henrion 
(Paris,  1623—1626);  es  wird  nachgewiesen,  dass  der  Theil  der 
^M^moires  Mathömatiques^^  welcher  die  Logarithmen  enthält,  nicht 
vor  Ende  1626  im  Drucke  beendigt  sein  konnte,  wo  die  Nieuwe 
Telkonst  schon  ausgegeben  war;  2.  behandelt  der  Verfasser  noch 
die  wichtigen  Logarithmentafeln  von  Gardiner  und  Sherwin.  Die 
S.  222 — 238  enthalten  endlich  eine  exacte  bibliographische  Be- 
schreibung der  in  der  Abhandlung  aufgeführten  Werke  und 
Tafeln.  Ce. 

J.  W.  L.  Glaisher.  On  the  progress  to  accuracy  of 
logarithmic  tables.  Monthi  Not.  xxxiii.  a30-345. 
Vlacq's  Aritbmetica  Logarithmica  von  1628  (welche  die  Re- 
sultate aus  Brigg's  Arithmetica  Logarithmica  von  1624  f&r  zehn 
Stellen  darstellt),  das  erste  Werk,  das  die  Logarithmen  der 
ununterbrochnen  Zahlenreihen  von  1  bis  100000  gab,  ist  das 
Original,  von  welchem  jede  vollständige  Tafel,  entweder  direct 
oder  indirect  nach  grösserer  oder  geringerer  Revision,  abgeschrieben 
ist,  denn  niemals  ist  eine  frische  Berechnung  gemacht  und  ge- 
druckt. Der  Verfasser  stellt  daher  aus  allen  Quellen  (Vega,  Les- 
sort  etc.)  eine  vollständige  Liste  aller  Irrthümer  bei  Vlacq  zu- 
sammen, seien  diese  Rechen-  oder  Druck-Fehler,  welche  in  den 
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ersten  sieben  Stellen  der  Logarithmen  vorkommen.  Sie  sind  mit 
ihren  Verbesserungen  gegeben.  Die  Qesammtzahl  ist  171;  48 
von  ihnen  kommen  in  dem  Theil  der  Tafel  von  1  bis  10000  vor, 
und  123  zwischen  10000  und  100000.  Der  Verfasser  prüft  dann 
27  Tafeln  von  siebenstelligen  Logarithmen  bis  zu  100000.  (New- 
ton, Schrön,  Sherwin,  Hutton,  Taylor,  Galtet,  Vega,  Httlsse,  Bab- 
bage,  Shortrede^  Bremiker,  Brnhns  etc.)  und  verzeichnet  die  Irr- 
thttmer,  welche  in  jeder  einzelnen  vorkommen;  so  dass  auf  die 
123  Fehler  Vlacq's,  98  bei  Newton  (1658)»  65  bei  Sherwin  (1706), 
19beiGardinw(1742),  6  bei  Taylor  (1792),  10  bei  Hutton  (1794), 
5  bei  Vega  (1797),  2  bei  Callet  (1805),  und  2  bei  Sang  (1871) 
vorkommen,  w&hrend  vier,  welche  geprüft  wurden  (von  Bremiker 
1857,  Schrön  1860,  Callet.  1862  und  Brubns  1870)  völlig  frei 
davon  waren;  Man  sieht  daher,  wie  die  erblichen  Irrthümer, 
welche  von^Vlacq  herstammen,  nach  und  nach  verschwunden 
sind.  In  gleicher  Weise  sind  10  Tafeln  behandelt^  die  von  1 
bis  KXXX)  reichen  und  mit  denen  von  Briggs  (1624)  verglichen 
worden.  Es  folgen  weitere  Bemerkungen  über  Logarithmen  und 
andere  Tafeln,  in  denen  gezeigt  wird,  wie  unbefriedigend  der 
Stand  der  Dinge  ist,  selbst  in  Bezug  auf  Tafeln,  nach  denen 
fortwährende  und  allgemeine  Nachfrage  ist,  und  wird  der  Wunsch 
ausgesprochen,  dass  irgend  eine  permanente  Gesellschaft  sich  der 
Mühe  unterziehen  möchte,  die  Druckfehler  von  wohlbekannten 
Tafeln  zu  sammeln  und  zu  veröffentlichen,  da  gewöhnlich  die 
Zeit,  welche  bis  zur  Entdeckung  aller  Irrthttmer  verstreicht,  die 
Lebenszeit  eines  Menschen  übersteigt,  und  nicht  alle  Herausgeber 
(z.  B.)  von  Logarithmentafeln  von  der  Nothwendigkeit  überzeugt 
sind,  eine  bibliographische  Untersuchung  über  die  Genauigkeit 
zu  machen.  Die  Arbeit  sehliesst  mit  Bemerkungen  über  die  An- 
ordnung und  den  Druck  von  Logarithmentafeln,  über  die  ver- 
schiedenen Auflagen  von  Sherwin  und  über  Vlacq's  Arithmetica 
von  1628.  Glr.  (0.) 

D.  B.  DE  Haan.     On  Ludolf  van  Ceulen's  35-decimal 
value  of  n  and  on   soine  of  bis  works.      Mesaenger   (2) 

lU.  24-26. 
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Enthält  eine  Absebrift  der  Insebrift  auf  van  Geiüen's  Grab 
in  der  St. -Peterskirche  zu  Leyden  und  die  Titel  einiger  seiner 
Arbeiten.  Glr,  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  quadrature   of  the  circle 

A.  D.  1580—1630»  Messenger  (2)  lU.  27-46. 
Die  Arbeit  bezieht  sich  hauptsflchlich  auf  van  Ceulen  tmd 
seine  Zeitgenossen  und  ist  eine  Fortsetzung  zu  des  Verfassen 
^Remarks  on  the  calculation  of  ft^  (Messenger  {2)  II  119-128), 
siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  255.  Der  Verfasser  findet  keinen  Onud, 
seine  Ansteht,  dass  van  Ceulen's  35 stelliger  Werth  zuerst  aof 
seinem  Grabstein  veröffentlicht  wurde,  zu  verändern.  Er  bemerkt, 
dass  der  Satz  1  +C0Si4  =  2coB*iA,  der  von  Montuela  dem  Soell 
zugesehrieben  wird,  von  van  Genien  in  seinem  Werke:  ,;De  eirealo^' 
gegeben  worden  ist  Ferner  wird  Bericht  erstattet  über  van  Ceu- 
len's  Streit  mit  Duchesne  (van  der  Eycke),  durch  den  die  Auf- 
merksamkeit Ceulen's  zuerst  auf  die  Berechnung  von  n  gelenkt 
worden  ist.  Duchesne  hat  zwei  verschiedene  feste  Werthe  pnbli- 
cirt,  nämlich: 

n  =  3^  und  n  =  ^^320—  8=3, 1446055  -. 

Der  erstere  Werth  ist  auch  von  Pellegrino  Borello  aus  Reggio 
gegeben,  wurde  aber  von  Cataldi  zurttckgewiesen.    Der  Werth 

—^  wurde  von  dem  Vater  des  Adrian  Metius  geprüft.    Es  wird 

gezeigt,  dass  Grienberger  in  seinen  „Elementa  Trigonometriea'^ 
(Rom  1630)  den  Werth  von  n  auf  39  Stellen  g^eben  hat  als 
Resultat  einer  unabhängigen  Re<dinung  nach  der  Methode  von 
Snell,  eine  Thatsache,  die  der  Aufinerksamkeit  von  MontaclEt 
Kästner  und  andern  entgangen  ist  Der  Übrige  Tbeil  der  Arbeit 
beschäftigt  sich  mit  verschieden«!  Bemerkungen  über  Werke  von 
Genien,  Snell,  Cataldi,  Vieta,  Metius,  Gardinal  Gusa  etc. 

Glr.  (0.) 

J.  ToDHUNTER.     On   the  history  of  certain  formulae  in 
spherical  trigonometry.     Phil.  Mag.  1873. 
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Die  Formeln  y  deren  Gesehichte  Herr  Todhunter  bespricht, 
sind  bekannt  als  die  Gkmss'schen  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie. Herr  Todhunter  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  wir 
dieselben  Herrn  Delambre  verdanken,  eine  Thatsache,  welche 
jedem  Mathematiker  bekannt  ist.  Csy.  (0.) 

P.  Breton.  Question  des  porismes.  Notices  sur  les 
d4bats  de  priorit^  auxquels  a  dornig  Heu  Touvrage  de 
Ghasles    sur   les  porismes   d'Euclide.    jPartie  compl6- 

mentaire.     Paris.    Ve  Bonchard-Hnzard. 

Ce. 

F.  Vivanet.  Dei  piii  notabili  progressi  della  geometria 
nel  corrente  secolo  decimonono.    Discorso  inaugurale, 

Oagliari.  A.  Timon. 

Ce. 

D.  Chelini.  Interpretazione  geometrica  di  forraole  essen- 
ziali  alle  scienze   dell'  estensione,  del  meto  e  delle 

forze  •  .  .    Bologna   1873.    (Estratto  dair  antore).     Boncompagni 
Bull.  VI.  533.535.   , 

Ijettera  di  Luigi  Poinsot  al  P.  Domenico  Chelini  D.  S.  P. 

Boncompagfoi  Ball.  VI.  536-538  nebst  dem  Faesimile  des  Briefes. 
Der  Verfasser  des  Auszuges  hat  1838  einen  „Saggio  di  geo- 
metria analitica  trattata  con  nuovo  metodo^  erscheinen  kssen, 
dessen  Vorzüge  durch  einen  Brief  Poinsot's,  der  in  dem  Anhange 
abgedruckt  ist,  hervorgehoben  werden.  Der  Verfasser  hat  nun 
in  dem  vor  der  Akademie  zu  Bologna  gehaltenen  Vortrage  nach- 
gewiesen, dass  in  seiner  damaligen  Arbeit  die  eigentliche  Basis 
der  Geometrie  der  Plttcker'schen  Gomplexe  nicht  nur,  sondern 
auch  der  ganzen  Mechanik  und  des  Krümmungsschwerpunktes 
von  Steiner  enthalten  sind.  Er  fährt  dann  zum  Schlüsse  noch 
die  verschiedenen  Werke  an,  welche  er  nach  und  nach  über  die 
rersebiedenen  Beziehungen  seiner  neuen  Geometrie,  welche  auch 
in  der  sogenannten  graphischen  Statik  von  hoher  Wichtigkeit  ist 
(M.  s.  den  Gatcolo  grafieo  von  Gremona),  gesehrieben  bat,    Ge. 
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W.  H.  L.  Rüssel.  On  recent  progress  in  elliptic  and 
hyperelliptic  functions.     Rep.  Brit.  Ass.  1873. 

Dieser  Bericht  ist  eine  Fortsetzung  einer  früheren  Abhand- 
lung über  denselben  Gegenstand  von  Rüssel.  Es  ist  ein  Auszug 
aus  den  Lösungen  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
nach  Göpel  und  Bosenhain.  Hier  möge  es  genügen,  Herrn  Rnssers 
Bericht  zu  erwähnen.  Csy,  (0.) 

G.  ViMERCATi.  Sulla  prima  idea  delle  Caldaie  tubolari. 
Lettera  a  D.  B.  Boncompagni.    BoncompagniBuii.  vi.61-65. 

auch  Rivista  Scientif.>lDdastr.  1873,  23-28. 
Der  Gegenstand,  um  welchen  es  sich  hier  handelt,  gehört 
rein  in  das  Feld  der  Experimentalphysik.  Der  Verfasser  unter- 
sucht nämlich,  wer  zuerst  die  jetzt  gebräuchliche  Form  der 
Dampfkessel,  wo  die  Feuerung  mittelst  Röhren  durch  das  Wasser 
geführt  wird,  erfunden  habe.  Er  zeigt,  dass  nicht  der  Amerikaner 
Barlow,  sondern  der  Italiener  Graf  Carlo  Bettoni  schon  178^  diese 
Erfindung  gemacht  hat.  Ce. 

S.  Günther,  lieber  die  Vorgeschichte  des  Foucault'- 
schen  Pendelversuchs.     Erl.  Her.  1873. 

Der  Vesfasser  kritis\rt  eine  Anzahl  bekannt  gemachter  Ver- 
suche dahin,  ob  dieselben  etwa  den  nämlichen  Zweck  erfüllen 
könnten,  wie  der  Foucaulfsche  Pendel  versuch.  Namentlich  be- 
schäftigt er  sich  mit  dem  Inhalt  eines  Briefes  Gassendi's  an  Naude 
und  der  Widerlegung  seines  Inhaltes  durch  Johann  Caramuell 
von  Lobkowitz,  aus  dessen  einem,  sonst  wenig  bekannten  Werke 
eine  Reihe  von  Stellen  im  Originaltext  angeführt  werden.    0. 

P.  TiMoTEO  Bertelli.  Appunti  storici  intorno  alle  ri- 
cerche  sui  piccoli  e  spoiitanei  moti  dei  pendoli,  fatte 
dal  secolo  XVII  in  poi.   Boncompagni  Bull.  VI.  1-44. 

Der  Verfasser,  Mitglied  des  Barnabiten- Ordens,  liefert  in 
dieser  Abhandlung  eine  äusserst  fleissige  und  gründliche  Zusammen- 
stellung dessen,  was  aus  den  verschiedensten,  theilweise  schwer 
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am  erhaltenden  Qaellen,  aber  Anticipation  des  Foucaulf sehen 
Pendelyersuches  za  erfahren  war.  Einen  ähnlichen  Zweck  ver- 
folg Referent  in  einer  den  Sitzungsberichten  der  Erlanger  Medic- 
Pbys.-Soeietät  einverleibten  Notiz  ^  und  in  der  That  haben  beide 
Arbeiten  ziemlich  Übereinstimmende  Resultate  gegeben.  Nur  liegt 
es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  Herr  Bertelli  vorzugsweise  die 
Arbeiten  romanischer^  Referent  dagegen  diejenigen  deutscher 
Zonge  berücksichtigt  hat,  und  hierdurch  war  eine  wechselseitige 
Ergänzung  herbeigeführt. 

Der  erste,  welcher  eine  eigene  Bewegung  an  einem  frei- 
hängenden  Pendel  wahrzunehmen  glaubte,  war  Baron  Alexandre 
de  Calignon.  Oassendi  berichtet  davon;  ihm  zufolge  beschreibt 
die  Pendellinse  je  einmal  in  12  Stunden  eine  elliptische  Gurve. 
Dieses  Phänomens  bemächtigte  sich  im  gleichen  Jahre  1643  Morin 
zu  Paris,  um  dasselbe  fUr  seine  sonderbaren  Theorien  zu  ver- 
werthen;  er  war  entschieden  Anti-Copernikaner,  huldigte  aber  in 
sofern  einer  Art  von  Vermittelungslehre,  als  er  die  Erdmasse 
zwar  unbeweglich  liess,  aber  einer  äussern  Schale  eine  gewisse 
krummlinige  Bewegung  zuschrieb. 

Von  einem  mehr  wissenschaftlichen  Standpunkte  befasste  sich 
Mersenne  in  seiner  „Ballistica  et  Acontismologia^  (1644)  mit  Ca- 
iignon's  Entdeckung.  Er  beschreibt  dieselbe  nach  der  Weise  des 
Entdeckers,  lässt  die  Thatsache  aber  ungewiss.  Vollständig  ver- 
wirft dieselbe  Riccioli  in  seinem  „Almagestum  novum'^,  und  ebenso 
Caramnel  v.  Lobkowitz,  der  eine  eigene  Schrifk  (Löwen  1643) 
darüber  erscheinen  liess  und  in  dieser  durch  eine  genaue  und 
allen  wissenschaftlichen  Anforderuugen  damaliger  Zeit  entspre* 
ehende  Versuchsreihe  nachwies,  dass  von  einer  spontanen  Be- 
wegung freier  Pendel  nicht  die  Rede  sei.  In  der  That  konnte 
in  jener  Epoche  das  Körnchen  Wahrheit,  welches  in  Calignon's 
Experimente  lag  und  später  so  herrlich  aufgehen  sollte,  nicht 
als  solches  erkannt  werden. 

Sodann  wendet  sich  Herr  Bertelli  zur  Entscheidung  der 
Frage,  ob  wohl  Galilei  von  den  in  Rede  stehenden  Erscheinungen 
Kunde  gehabt  habe.  Gedruckte  Werke  und  Manuscripte  weisen 
nichts  Hierhergehöriges  auf.    Herrn  Bertelli's  Sammelfleiss  gelang 

FoiUchr.  d.  Math.  V.  1.  4 
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die  Sicberstellung  der  Thatsaehey  dass  der  berühmte  HaDD  djmim 
wusste.  Er  spricht  zwar  nicht  davon  in  seinen  handsehrifUieh 
noch  vorhandenen  Anmerkungen  zu  einem  Buche  des  oben  ge- 
nannten Morin,  dessen  er  auch  in  einem  Briefe  an  Beaugrand 
Erwähnung  thut;  muss  aber  bei  seiner  eifrigen  Lectttre  diesen 
Passus  ebenfalls  bemerkt  haben. 

Später  forderte  Mairan  die  Physiker  auf,  die  Sache  von 
neuem  gründlich  zu  untersuchen.  Lecat  in  Ronen  that  diess; 
sein  Resultat  war  ein  negatives.  Hingegen  zeigte  sich  bei  den 
Beobachtungen  de  Granti's  (1743),  angestellt  mit  einem  dreissig 
Fuss  langen  Pendel,  wieder  die  bewusste  Ellipse.  Bongouer  be- 
stritt nicht  die  Realität  der  Erscheinung,  suchte  dieselbe  aber 
durch  andere  als  kosmische  Einflüsse  zu  erklären.  Auf  einem 
ähnlichen  Standpunkte  steht  auch  der  bekannte  Meteorolog  Toaldo. 

Während  alle  diese  Phänomene  nur  indirect  mit  dem  Fon- 
cault'schen  Versuche  in  Verbindung  stehen,  geht  Herr  P.  Bertelli 
nunmehr  dazu  über,  diejenigen  Facta  zu  registriren,  wo  eine 
directe  Analogie  mit  jenem  Experimente  nachzuweisen  ist.  An- 
tinori  zeigte,  dass  bereits  Galilei's  Schüler,  Viviani,  als  Mitglied 
der  Accademia  del  Cimento  die  Deviation  eines  aus  seiner  Buhe- 
lage gebrachten  Pendels  bemerkt  und  richtig  beschrieben  habe. 
Die  hierüber  in  den  Abhandlungen  jener  Academie  erschienenen 
Notizen  werden  eingehend  besprochen.  Dann  wird  einer  vom 
P.  Augustin  Bartolini  im  Jahre  1833  zu  Rimini  angestellten  Wie- 
derholung von  Foucault's  Versuch  gedacht  und.  anhangsweise  anf 
Guglielmini's  und  Saladini's  Untersuchungen  über  die  Abweichung 
freifallender  Körper  von  der  Verticale  hingewiesen. 

Wie  C.  Terquem  angedeutet  und  Gatalan  bestätigt  hat,  be- 
trachtete auch  Dubuat  den  Einfluss  der  Erdrotation  auf  das  Pendel. 
Foucault's  bald  darauf  glücklich  realisirte  Idee  findet  s'ch  auch 
in  einem  Briefe  Ronzoni's  an  Moigno  vom  Jahre  1853  mit  deut- 
lichen Worten  ausgesprochen. 

Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  eine  höchst  interessante 
Zusammenstellung  der  Studien  neuerer  Physiker  über  kleine  Pen- 
delbewegungen; um  diesen  Gegenstand  hat  sich,  was  in  Deutsch- 
land wob)  wenig  bekannt  ist,  der  Verfasser  selbst  Verdienste  er* 
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werben.  Die  Beobachtangen  von  Gayot  und  Porro  über  die 
Identität  der  Nadirpnnkte  in  zwei  Quecksilberhorizonten,  die  Ver- 
wendong;  des  Pendels  zur  Bestimmung  localer  Attractionen,  end- 
lich sein  Nutzen  für  das  Erkennen  und  Messen  von  Erderschtttte- 
rungen  finden  hier  ihre  Stelle.  Als  vorläufiger  Abscbluss  der 
auf  letzteren  Gegenstand  gerichteten  Bemtthungen  ist  Herrn  Ber- 
telli's  neuerdings  erfundenes  Instrument,  das  Tromosismometer, 
zu  betrachten.  Gr. 

S.  Günther.     Ueber  die  Geschichte  der  Pendeluhr  vor 

Huyghens.     EpL  Ber.  1873. 

Der  Verfasser  giebt  als  Resultat  seiner  Forschungen,  die 
theils  auf  eigenem  Quellenstudium,  theils  auf  den  Arbeiten  von 
Wolf  und  Westphal  beruhen,  Folgendes:  Abgesehen  von  den 
undiscutirbaren  Ansprüchen,  die  Harris  und  Sanctorius  auf  die 
Erfindung  der  Pendeluhr  haben  sollen,  ist  Galilei,  resp.  sein  Sohn 
der  erste  gewesen,  welcher  eine,  vom  Pendel  getriebene  Uhr  con- 
struirte,  die  zugleich  die  Zeitangabe  selbst  besorgte.  Ganz  un- 
abhängig von  ihm  baute  Jobst  Btirgi  ein  ähnliches  Instrument, 
und  nur  kurze  Zeit  vor  Huyghens  entstand  ebenfalls  eine  Pendel- 
uhr, dem  Anscheine  nach  die  vollkommenste  der  genannten,  in 
dem  Observatorium  Hevers  zu  Danzig.  Auch  den  Mitgliedern 
der  Accademia  del  Cimento  in  Florenz  sind  manche  Verbesse- 
rungen von  Galilei's  Uhr  zuzuschreiben,  besonders  auch  die  Be- 
kanntschaft mit  der  Thatsache^  dass  das  Galilersche  Gesetz  vom 
Isochronismus  der  Pendelschwingungen  nicht  in  aller  Strenge 
GOltigkeit  habe.  0. 


V 


Safarik.     Beitrag  zur  Geschichte  des  Horizontalpendels, 

Prag.  Her.  1873.  51-67. 

Zöllner  hat  in  seiner  Arbeit:  ^Ueber  Ursprung  des  Erdmag- 
netismus und  die  magnetischen  Beziehungen  der  Himmelskörper^ 
ausführliche  Mittbeilungen  über  ein  von  ihm  vorgeschlagenes  In- 
strument, das  er  ^^Horizontalpendel^  nennt,  gemacht.  Der  Ver- 
fasser der  vorliegenden  Notiz  bemerkt  nun,  dass  ein  solches  In- 
strument bereits  lange  vorher  construirt  und  benutzt  worden  sei 

4» 


Digitized  by 


Google 


52  !•  AbBchnitt.    Geschichte  nnd  Philosophie. 

Dasselbe  ist  bereits  1817  von  Graithaisen  in  Mltncheo  vorge- 
schlagen und  auch  1832  von  einein  Schüler  desselben,  Hengeller, 
construirt  und  experimentell  geprttft  worden.  In  der  yorliegenden 
Notiz  werden  die  beweisenden  Stellen  angefahrt.  0. 

M.  Mbtner.     Untersuchungen   über  den   Bildungsgang 

des  SonnensysteniS.     Weimar.  Bohlan. 

J.  ToDHUNTER.     A  history  of  the  mathematical  theories 
of  attraction  and  the  figure  of  the  earth,  from  the  time 

of  Newton   tO   that  of  Laplace.     2.  vols.  London.  Macmillan. 

Ce. 

C.  A.  Bjerknes.     Geschichtliehe  Notizen   über  das  Di- 
richlet'sche  Kugel-  und  Ellipspid-Problem. 

Gott.  Nachr.  1873.  439-447. 
Siehe  Cap.  X  4.  B. 

A.  Favaro.     Beiträge  zur  Geschichte  der  Planimeter. 

AUgem.  BaazeituDg.  1873.  Wien.  Waldhain.  4o. 
Die  Arbeit  ist  durch  die  Notiz  über  den  Integrator  von  Dupres 
veranlasst  worden.  Sie  hat  den  Zweck,  die  Priorität  der  Cod- 
struction  eines  brauchbaren  Flächenplanimeters  fhr  den  Professor 
der  mathematischen  Wissenschaften  an  der  Akademie  der  schdnen 
Künste  zu  Florenz,  Titus  Gonnella,  zu  begründen.  Der  Verfasser 
entwirft  daher  zunächst  ein  Bild  der  Methoden,  die  ursprünglich 
zur  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  von  Figuren  benutzt  worden 
sind.  Er  entwickelt  sodann  die  von  Simpson  aufgestellte  Methode 
und  schliesst  daran  eine  Schilderung  der  Modificationen,  die  Ca- 
talan,  Poncelet  und  andere  mit  derselben  vorgenommen  haben, 
daran  die  Bemerkung  knüpfend,  dass  schliesslich  doch  dieSimpsos'- 
sche  Methode  sich  als  die  brauchbarste  gezeigt  habe.  Hieran 
schliesst  sich  eine  kurze  Uebersicht  über  die  vor  Gonnella  con- 
struirten  Planimeter.  £r  theilt  dieselben  in  zwei  Gruppen,  deren 
einer  Theil  sich  nur  auf  die  Flächenbestimmung  von  Dreiecken 
und  Vierecken  oder  von  Figuren,  welche  sich  in  diese  Elemente 
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zerlegen  lassen,  beschränkt,  während  die  zweite  Gruppe  sich  zwar 
mit  Figuren  von  beliebiger  Begrenzung  befasst,  deren  Inhalts- 
bestimmung indess  auf  der  Schätzung  der  Flächenräume  ge- 
wisser Flächenpartien  beruht.  Zu  der  ersten  Gruppe  gehören  die 
Planimeter  von  Harkort,  Posener,  Alder,  Wagner,  Schmidt,  Horsky, 
Zobel  und  Colberg,  zur  zweiten  die  sogenannten  Planimetertafeln, 
dann  das  Haar-  oder  Fadenplanimeter  von  Oldendorp ,  endlich 
das  Planimeter  von  Westfeld.  Der  kurzen  Schilderung  dieser 
Apparate  folgt  eine  Skizzirung  des  von  Gauss  im  Jahre  1790  ge- 
machten Vorschlages  zur  Flächeninhaltsbestimmung  ebener  Figuren, 
der  leider  in  Folge  der  Schwierigkeit  der  practischen  Ausf&h- 
rung  nicht  hat  verwerthet  werden  können.  Dann  wendet  sich 
der  Verfasser  zu  Titus  Gonnella.  Er  entwickelt  zunächst  das 
PriQcip  des  Gonnella'schen  Apparates,  welches  darauf  beruht,  dass, 
während  die  eine  Spitze  P  den  Umfang  der  Figur  durchläuft, 
eine  zweite  Spitze  i^  ein  Rechteck  mit  gegebener  Grundlinie 
durchläufl;,  so  dass  also  die  Höhe  des  Rechteckes  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  ergiebt.  Darauf  folgt  eine  ausfllhrlicbe  Beschrei- 
bung und  eine  Erläuterung,  wie  derselbe  sowohl  zur  Flächen- 
bestimmung krummlinig  begrenzter  Figuren,  wie  auch  zur  nähe- 
rungsweisen Bestimmung  der  Zahlenwerthe  von  Functionen  Hlr 
ein  gegebenes  Argument  zu  benutzen  ist.  Nun  wendet  sich  der 
Verfasser  zur  Begrtlndung  der  Prioritätsrechte  Gonnella's.  Es  er- 
giebt sich,  dass  allerdings  schon  früher  (1814)  ein  Planimeter  von 
J.  M«  Herrmann  in  München  construirt  worden  sei.  Da  die  Gon- 
struction  desselben  aber  nicht  bekannt  gemacht  worden  ist,  so  glaubt 
der  Verfasser,  dass  die  Ansprüche  nur  für  Oppikofer,  der  bisher  f)ir 
den  ersten  Erfinder  galt,  oder  Gonnella  zu  entscheiden  seien.  Auf 
Grund  der  zum  Theil  wörtlich  mitgetheilten  Quellen  ergiebt  sich,  dass 
dann  allerdings  Gonnella  gegründete  Ansprüche  hat,  da  er  seine 
Erfindung  bereits  1825  in  hinreichend  genügender  Weise  publicirt 
hatte,  während  Oppikofer  erst  1827  (zu  dieser  Zeit  musste  das  Gon- 
nella'sche  Instrument  auch  in  der  Schweiz  bereits  bekannt  sein  — 
Verfasser  verwahrt  sich  aber  dagegen,  als  ob  er  Oppikofer  eines 
Plagiates  beschuldige)  seine  Erfindung  bekannt  gemacht  hat.    0. 
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Capitel  2. 
Philosophie. 

F.  J,  Studnicka.     Einige  Bemerkungen  über  den  Geist 

in   der  Mathematik.     Caaopis  IL  57-64.  (Böhmisch).     . 

Der  Verfasser  macht  drei  Bemerkungen.  Die  erste  gilt  der 
Art  und  Weise,  wie  man  die  in  gewöhnlicher  Redeweise  aufge- 
stellten Probleme  in  die  Sprache  der  Mathematik  ttberführen  soll. 
Femer  bemerkt  der  Verfasser,  dass  der  Beweis  eines  Lehrsatzes 
um  so  einfacher  (kürzer)  ausfällt,  je  näher  die  angewendeten 
Sätze  dem  fraglichen  Lehrsatze  liegen.  Schliesslich  weist  der 
Verfasser  darauf  hin,  dass  alle  Beweise  eines  Theoremes  im 
Grunde  die  nämliche  Länge  besitzen,  d.  h.  daes  sie  schliesslich 
alle  dieselbe  geistige  Arbeit  erfordern.  Diese  Betrachtungen  sind 
durch  eine  genflgende  Menge  von  Beispielen  erläutert.       W. 

Jacquier.      De  l'esprit  des  math^matiques  sup^rieures. 

Paris.  Gauthier  Villars.  8. 

J.  Finger.     Directe  Deduction  der  Begriffe  der  algebrai- 
schen und  arithmetischen  Grundoperationen  aus  dem 

Grössen-   und  ZahlenbegrifFe.    Laibach.  Kleinmayru.Bambenj. 

Der  Verfasser  verwirft  2  Erklärungen  der  Multiplication:  einer- 
seits als  das  Entstehenlassen  des  Products  aus  dem  Multiplicand 
wie  der  Multiplicator  aus  der  Einheit  entsteht;  andererseits  durch 
gesonderte  Definition  für  ganze  Zahlen,  Brüche  und  Irrational- 
zahlen —  erstere  wegen  Unbestimmtheit  und  Dnnatürlichkeit, 
letztere  wegen  Umständlichkeit.  Ausserdem  rügt  er  den  Mangel 
an  Unterscheidung  der  Operationen  mit  Grössen  und  mit  Zahlen. 
Er  fordert,  dass  ,.jeder  Satz  sich  auf  eine  natürliche,  ungezwun- 
gene Weise  mit  Nothwendigkeit  aus  dem  innem  Wesen  des 
Grössen-  und  Zahlenbegriffs  ergebe^.  Vergleicht  man  hiermit 
den  Ausfall  der  vorliegenden  Bearbeitung,  so  stellen  sich  augen- 
fällig die  genannten  Mängel,  und  zwar  die  beiderseitige  Unbe- 
stimmtheit, Mangel  an  Nothwendigkeit  und  Umständlichkeit,  grösser 
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dar,  als  sie  in  den  gewöbnliehen  Lehrbüchern  zu  finden  sind. 
Die  Hauptgründe  des  Misslingens  sind  2  oft  gerügte,  dooh  immer 
von  neuem  auftretende  Fehler.  Der  erste  ist  die  Deduction  der 
besonderen  Sätze  aus  der  allgemeinsten,  umfassendsten  Idee,  in 
welche  der  Verfasser  „das  innere  Wesen  des  Grössen-  und  Zahlen- 
begrift^  setzt.  Dass  man  aus  Grundbegriffen,  die  noch  allerhand 
unbekannte  Qualitäten  involviren,  nicht  in  exaoter  Weise  dedu- 
ciren  kann,  liegt  auf  der  Hand.  Die  Versuche,  es  dennoch  zu 
thun,  verfallen  stets  in  Umständlichkeit  und  Unbestimmtheit  zu- 
gleich. Die  Orientirung  geht  gleich  von  Anfang  verloren,  wenn 
die  ersten  Denkoperationen  nicht  an  einem  Begriffsgebiet  von 
geringster  Mannichfaltigkeit  geübt  werden.  Der  zweite  Fehler 
ist  die  Vermischung  der  Begriffe  von  Bestimmung  und  Rechnung. 
Der  Verfasser  erklärt  ausdrücklich  die  Rechnungsoperation  als 
Bestimmung,  während  in  Wirklichkeit  doch  erst  berechnet  wer- 
den kann,  was  schon  bestimmt  ist  (vgl.  den  nachlässigen  Aus- 
druck: Bestimmung  eines  bestimmten  Integrals).  Hier  ist  es 
kein  bloss  nomineller  Fehlgriff,  sondern  eine  durchgehende,  Ver- 
wirrung erzeugende  Begriffsverwechselung.  Einzelne  hervortretende 
Pnnkte  bieten  sieh  zum  Berichte  nicht  dar.  H. 

A.  J.  Ellis.     On   the  algebraical  analogues  of  logical 
relations.      Qoart.  J.  XII.  497-498. 

, Auszug  aus  einer  Abhandlung,  welche  in  den  Phil.  Trans, 
erscheinen  wird.  Der  Zweck  ist,  die  mathematische  Theorie  der 
Logik,  wie  diese  von  Boole  in  seinen  „laws  of  thoughf'  (London 
1854)  dargelegt  wird,  zu  prüfen.  Cly.  (0). 

J.  C.  Becker.     Ein  Brief  an  deu  Herausgeber.     Nebst 

Antwort.     Hoffmann  Z.  IV.  129-133. 

An  die  Stelle  des  von  Hoffmann  in  HI.  366  (s.  F.  d.  M.  IV. 
p.  32)  vertheidigten  methodischen  Grundsatzes:  „vom  Besonderen 
zum  Allgemeinen'*  setzt  Becker:  „Von  der  Anschauung  zum  Be- 
griff'^  —  und  beschreibt  seine  frflher  befolgte  Methode  nach  er- 
sta-m  Grundsatz  zur  Erzeugung  von  Anschauungen,  dann  seine 


Digitized  by 


Google 


56  I   Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

später  adoptirte  nach  letzterem  zur  Fixirung  der  Begriffe.  Ersteres 
heisst  nach  seiner  Auffassung,  vom  kleinern  Terrain  zum  weitem 
fortschreiten,  ohne  Fixirung,  letzteres  im  weitem  Terrain  allmäh- 
lich mehr  und  mehr  fixiren.  Die  Antwort  giebt  eine  sehr  Ter- 
schiedene  Auffassung  kund.  Hoffroann  will  auf  kleinstem  Terrain 
alles  im  voraus  fixiren,  und  durch  snccessive  Weglassang  der 
Merkmale  den  Begriff  erweitem;  das  ist  dann  offenbar  ein  be- 
ständiger Rückschritt  in  der  Erkenntniss.  H. 

F.  C.  Fresenius.   Der  mathematische  Punkt.    HoffmanD  z, 

IV.  350-354. 
In  der  gesammten  objectiven  Welt  giebt  es  kein  Ich  nnd 
keine  (zeitliche)  Gegenwart,  zwei  Bestimmungen,  die  doch  für 
das  Subject  von  der  grössten  Bedeutung  sind.  In  ähnlichem 
FallC;  meint  der  Verfasser,  sei  der  Begriff  des  Punktes ;  in  diesem 
Sinne  hat  er  frUher  aufgestellt:  „Der  Punkt  ist  im  Räume  das 
objective  Abbild  der  im  Subject  empfundenen  Untbeilbarkeit  des 
Bewusstseins".  Dies  solle,  wie  er  sagt,  keine  Definition  sein,  son- 
dern die  psychologische  Genesis  des  Begriffs  ausdrucken.  Ist 
dieser  Satz  schlechthin  vorher  angefochten  worden^  so  kann  er 
es  nach  gegenwärtiger  Erläuterung  gewiss  nicht  weniger.  Die 
Analogie  trifft  nicht  zu.  Das  unmittelbare  Bewusstsein  giebt  kein 
örtliches  Gentrum,  sondern  immer  ein  Ausgedehntes,  in  welchem 
der  Punkt  erst  objectiv  fixirt  werden  muss.  Daher  entspricht  die 
Bestimmung  des  Punktbegriffs  durch  Abgrenzung  nicht  bloss  der 
mathematischen  Definition,  sondern  ebenso  der  psychologischen 
Genesis.  H. 

J.  C.  V.  Hoffmann.      Die  Psychologie  als  Leitstern  in 
der  Didaktik  und  Methodik  der  Mathematik. 

HoffmaDD  Z.  IV.  273-278. 
Der  Verfasser  spricht  dafür,  dass  man  Anordnungen  der  ma- 
thematischen Ausdrücke  und  Lehren  nach  natQrlicher  Gedanken- 
folge wähle.  Hiernach  soll  der  Multiplicator  hinter  dem  Multi- 
plicandus  stehen.  Gonsequenterweise  würde  er  dann  auch  die 
Zahl  hinter  die  Benennung,  den  Artikel  hinter  das  Substantiv 
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sdireiben  inflBsen.  Statt  ,^AB  ttber  A  hinaus  verlängern^'  soll  man 
sagen:  ,,AB  verlängernd^  Für  jeden  neuen  Abechnitt  soll  durch 
vorausgehende  Probleme  das  Interesse  geweckt  werden.      H. 

€•  Stumpf.     Ueber   den   psychologischen  Ursprung  der 

Baumvorstellung.    Leipzig.  Becenaion.  Gott.  Adz.  1873.  361-370. 

Unter  vielen  allgemeinen  Bemerkungen,  welche  nur  zum 
kleinem  Theil  das  Werk  selbst  betreffen,  und  aus  denen  sich 
kaum  etwas  cbarakterisirendes  dafür  entnehmen  lässt,  erwähnt 
der  Gott  Anz.,  dass  der  Verfasser  auf  die  Beobachtung,  nach 
welcher  das  Auge  fähig  ist,  ein  vom  elektrischen  Funken  be- 
leuchtetes ausgedehntes  Bild  aufzufassen,  als  Beweis  f&r  die  Ur- 
sprttngliehkeit  der  Vorstellung  räumlicher  Ausdehnung,  Werth 
legt  In  der  That  ist  dieselbe  wohl  entscheidend  für  die  Art  der 
Wahrnehmung,  Air  die  gleichzeitige  Empfindung  der  Flächen  und 
Tiefen,  und  widerlegt  die  Ansicht  von  der  durchgängig  succes- 
siven  Auffassung  des  Ausgedehnten.  Nur  ist  weder  darin  ein 
Beweis,  noch  in  der  Gegenansieht  ein  Widerspruch  dagegen  zu 
finden,  dass  die  Baumvorstellung  ursprünglich  in  der  Empfindung 
gegeben  sei.  Vielmehr  kann  die  Ursprttnglichkeit  der  räumlichen 
Ausdehnung,  wohl  zu  unterscheiden  von  der  systematischen  Raum- 
vorstellung, überhaupt  nicht  in  Abrede  gestellt  werden,  bis  man 
Elemente  derselben  entdeckt;  und  diese  liefert  auch  die  Bewe- 
gung nicht.  Wie  der  Verfasser  richtig  bemerkt,  bezieht  sich  die 
ursprttnglichkeit  nicht  auf  die  Geburt,  sondern  auf  jeden  wieder- 
holten Act  des  Sehens.  H. 

W.  Krumme.    Die  Analysis  der  Beweise.     Hoffmann  z.   iv. 

347-350. 

Der  Verfasser  zeigt  an  3  Beispielen,  wie  man  von  den  Grün- 
den des  Verfahrens  deutlich  Rechenschaft  geben  kann. 

H. 

Le  Viseüb.  Was  hat  die  Naturphilosophie  geleistet,  um 
die  physikalischen  Vorstellungen  von  der  Constitution 
der  Materie  zu  bereichem?    Pr.  Berlin. 


Digitized  by 


Google 


58  i'  Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

Der  Hauptinhalt  der  Abhandlung  ist  die  historische  Eot- 
Wickelung  der  Ansichten  über  die  Constitution  der  Materie  von 
der  ältesten  bis  zur  neuesten  Zeit.  Sie  zeichnet  sich  durch  Un- 
abhängigkeit des  Urtheils  und  Beherrschung  der  beiden  Seiten 
des  Gegenstands,  der  physikalischen  und  philosophischen,  oder 
wie  es  grösstentheils  zutreffender  wäre,  der  scientiven  Forderang 
und  der  successiv  auftretenden  Meinungen,  in  welche  der  Ver- 
fasser gleicberweise  einzudringen  versteht,  aus  und  leistet  in  deut- 
licher Charakterisirung  des  Wesentlichen  auf  kleinem  Baume  An- 
erkenne  nswerthes.  Auffallend  ist  dagegen  ein  den  Sachverhalt 
sehr  entstellender  Missgriff  in  der  Disposition.  Physik  und  Nator- 
philosophie  werden  ganz  im  allgemeinen  beschuldigt,  erstere  ein- 
seitig inductiv,  letztere  einseitig  deductiv  zu  verfahren,  woraus 
dann  natürlich  die  Erklärung  der  Discrepanz  und  das  Correctiv 
folgen  sollte.  Zufolge  der  Ausführung  stellt  sich  jedoch  das  Ver- 
hältniss  ganz  anders  dar.  Die  gerügten  Mängel  auf  Seiten  der 
Physik  reduciren  sich  auf  mehr  oder  minder  oft  vorkommende 
Schwächen  Einzelner;  was  unter  einer  principiell  ausschliesslich 
inductiven  Physik  zu  verstehen  sei,  ist  nicht  zu  ersehen ;  ebenso- 
wenig, warum  nicht  die  Physik  sämmtliche  leitenden  Grundsätze 
aus  sich  selbst  schöpfen  könne,  sondern  dazu  erst  der  guten  Lehren 
einer  andern  Wissenschaft  bedürfe.  Auf  Seiten  der  Philosophie 
hingegen  sucht  der  Verfasser  vergeblich  nach  einem  Beispiel  ent- 
schiedener Erfüllung  seiner  scientiven  Forderung.  Dem  ent- 
sprechend ist  dann  auch  die  resultirende  Antwort  auf  die  über- 
schriebene  Frage  dem  Ausspruch  nach:  Wenig  —  dem  Nachweis 
zufolge:  Gar  nichts.  Es  wird  zwar  hervorgehoben,  dass  die  im 
Alterthum  gebildete  Vorstellung  von  Atomen  bis  jetast  Geltung 
behalten  habe;  doch  damals  war  Physik  und  Naturphilosophie 
eins,  also  das  Beispiel  hier  nicht  zutreffend.  H. 

R.  Hoppe.   Theorie  der  unendlichen  Grössen,    GrunertArch. 

LV.  49-58. 
Diese  Arbeit  ist  bereits  früher  veröffentlicht  (Nyt  Magazin, 
Cbristiania  1871  und  Hoffmantfs  Zeitschrift  1872).    Vgl.  F. d.M. 
IV.  p.  32.  St 
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E.  DChring.    Kritische  Geschichte  der  allgemeinen  Priu- 

cipien   der  Mechanik.    Berlin.  Grieben.  8^. 

Im  vorigen  Bande  dieses  Jahrbuches  (p.  34)  haben  \?ir  über 
ein  Buch  zu  referiren  gehabt,  das  denselben  Gegenstand,  wie 
das  jetzt  zur  Besprechung  vorliegende,  behandelte.  Das  Werk 
von  Dtthring  ist  von  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
mit  dem  ersten  Preise  der  Beneke-Stiftung  bedacht  worden,  wäh- 
rend das  von  Klein  den  zweiten  Preis  erhalten  hat.  In  Betreff 
der  von  der  FacultAt  gestellten  Aufgabe  verweisen  wir  auf  jenes 
Referat.  Der  Verfasser  des  vorliegenden  Buches  hat  einen  ande- 
ren Weg  eingeschlagen,  als  Herr  Klein.  Während  dieser  den  histo- 
rischen und  kritischen  Theil  gesondert  behandelt,  hat  Herr  Dtihring 
es  vorgezogen,  beide  in  einander  zu  verschmelzen.  Das  Buch 
zerfällt,  ausser  einer  Einleitung,  in  vier  Hauptabschnitte.  Referent 
giebt  im  Folgenden  einen  möglichst  sachlichen  Bericht  über  den 
Inhalt  des  Werkes  und  enthält  sich  hier  absichtlich  jeder  Kritik, 
—  wenngleich  er  dem  Verfasser  an  manchen  Punkten  nicht  bei- 
pflichten kann,  —  da  eine  sachliche  Kritik  dem  Principe  des 
Jahrbuches  fern  liegt,  auch  einen  zu  grossen  Raum  erfordern 
wttrde. 

In  der  Einleitung  stellt  der  Verfasser  zunächst  den  Begriff 
des  Wortes  „Princip''  fest.  Dieser  Ausdruck  hat  in  der  Mechanik 
eine  doppelte  Bedeutung.  Einerseits  versteht  man  darunter  die 
einfachsten  Voraussetzungen,  von  denen  man  bei  den  Ableitungen 
ausgehen,  in  die  sich  daher  jeder  Beweis  schliesslich  auflösen 
lassen  muss.  Sie  entsprechen  den  Axiomen  der  Geometrie,  unter- 
scheiden sich  aber  dadurch  von  ihnen,  dass  ein  grosser  Theil 
derselben  nicht  aus  Einsichten  besteht,  deren  Wahrheit  ohne 
Weiteres  einleuchtet.  Dies  hat  seinen  Grund  darin,  dass  die 
Mechanik  nicht,  wie  die  reine  Mathematik,  auf  blosser  Gedanken- 
nothwendigkeit  beruht,  sondern  von  Thatsachen  ausgehen  muss, 
deren  letzte  Beglaubigung  das  Verfahren  der  Natur  selbst  ist. 
Andererseits  werden  aber  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  mit  dem 
Namen  „Princip*'  belegt,  welche  offenbar  den  Charakter  zusam- 
4Dra;eBetzter  Lehrsätze  tragen.    Sie  haben  in  der  Geschichte  der 
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Mechanik  die  Rolle  relativer  oder  secundärer  Principien  gehabt, 
indem  man  von  ihnen  bei  der  Lösung  von  Problemen  ausging. 
Nachdem  so  der  Verfasser  die  Bedeutung  dieses  Wortes  festge- 
stellt, ergiebt  sich  ihm  als  natQrliche  Begrenzung  seiner  Aufgabe, 
dass  er  alle  fundamentalen  Wahrheiten,  aus  denen  sieb  der 
wesentliche  Inhalt  der  beweisenden  und  ableitenden  Mechanik 
zusammensetzt,  ebenso  wie  die  Ausgangspunkte  neuer  erheblicher 
Wendungen,  resp.  die  grundlegenden  Thatsacheu  der  neuen  Rich- 
tung als  Princip  anzuerkennen  und  demgemäss  in  den  Bereich 
seiner  Forschung  zu  ziehen  habe.  Indem  sodann  die  antike 
Mechanik,  wie  sie  namentlich  von  Archimedes  repräsentirt  wird, 
einer  näheren  Betrachtung  unterzogen  wird,  gelangt  der  Verfasser 
zu  dem  Resultat,  dass  in  der  ganzen  Reihe  dieser  Forschungen 
von  einem  Principe  nichts  zu  finden  sei.  Die  eigentliche  Ent- 
wickelung  erfolgt  erst  von  dem  Augenblicke  an,  wo  die  Statik 
mit  der  Dynamik  in  Zusammenhang  tritt,  also  da,  wo  die  Dy- 
namik überhaupt  beginnt,  d.  h.  mit  Galilei,  ihrem  Grttnder.  Im 
ersten  Abschnitte  wird  daher  die  Grundlegung  der  Dynamik,  die 
Zeit  Galilei's,  behandelt.  Das  erste  Capitel  beschäftigt  sieh  mit 
den  Vorgängern  desselben.  Namentlich  und  als  bedeutendster 
derselben  wird  Leonardo  da  Vinci  genannt.  Derselbe  hat  richtige 
Vorstellungen  itber  die  Methode  gehabt,  die  bei  mathematischen 
und  experimentellen  Untersuchungen  anzuwenden  sei.  Speciell 
bekannt  gewesen  ist  ihm  das  Bewegungsgesetz  auf  der  schiefen 
Ebene,  und  er  hat  klare  Vorstellungen  über  das  stetige  Wachsen 
der  Geschwindigkeit  beim  Falle  eines  Körpers  gehabt.  Die  von 
ihm  darüber  gemachte  Aufstellung  geht  schon  weit  Über  die  rein 
statische  Vorstellung  hinaus.  Zwischen  ihm  und  Galilei  stehen 
Benedetti  und  Guido  Ubaldi.  Ersterer  hatte  die  Unabhängigkeit 
der  Geschwindigkeit  fallender  Körper  im  leeren  Baume  von  der 
Masse,  ebenso  wie  die  Centrifugalkraft  erkannt.  Auch  den  Be- 
griff des  Moments  im  heutigen  Sinne  des  Wortes  kennt  er  be- 
reits.  Guido  Ubaldi  bekundet  namentlich  eine  grosse  Kenntoiss 
der  Leistungen  der  Alten,  wenn  auch  er  gerade  sich  durch- 
aus nicht  frei  machen  kann  von  dem  Festhalten  an  der  rein  stati- 
schen Auffassung  der  Probleme.    Begründet  wurde  die  Dynamik 
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(Cap.  2)j  wie  bereits  oben  bemerkt,  durch  Galilei.   Nachdem  der 
Verfasser  zunächst  den  Begriff  der  Dynamik  besprochen  und  an 
die  Zeitgenossen  Galilei's  in   der  Fortentwickeluüg  der  Statik, 
Stevin  und  Descartes,  erinnert  und  ihr  Verhältniss  zu  Galilei  be- 
trachtet hat,  bespricht  er  die  vier  Werke  Galilei's,  welche  seine 
Grand  legenden  Ideen  tiber  die  Dynamik  enthalten.   Zwei  Sachen 
sind  es,  durch  welche  er  hauptsächlich  zum  Begründer  der  Dy- 
namik geworden  ist.    Aus  dem  Begriff  des  Moments,  wie  er  ihn 
entwickelt  hat,  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  Geschwindigkeiten, 
nicht  aber  die  durchmessenen  Bäume  als  Vertreter  der  Bewegungs- 
grdsse   von  ihm  aufgestellt  worden  sind.    Dann  aber  ist  es  die 
klare  Aufstellung  des  zweiten  Theiles  des  Trägheitsgesetzes,  durch 
welche  Galilei  die  Dynamik  begründet,  der  Theil  nämlich,   der 
aussagt,  dass  die  einmal  erzeugten  Geschwindigkeiten  als  fort- 
bestehend gedacht  werden  müssen.     Dies  Princip  ist  in  seinen 
zwei  TheileU;  wie  der  Verfasser  besonders  betont,  erst  später 
zuaammengefasst  worden,   während   ihnen   in   der   That  nichts 
weiter  gemeinsam  ist,  als  die  metaphysische  Vorstellung  von  dem 
Mangel  einer  Veränderungsursaclie.    Es  darf  nach  dem  Verfasser 
Dicht  als  aus  Denknothwendigkeit  entstanden  angesehen,  sondern 
iDuss  als  Naturthatsache  aufgefasst  werden,  die  in  ihrer  Einfachheit 
durch  Zergliederung  der  Verfahrungsarten  der  Natur  in  den  zu- 
sammengesetzten Hergängen    nachgewiesen   und   hervorgehoben 
werden  muss.     Im  dritten  Capitel  wird  zunächst  die  Art  unter- 
sucht, in  der  Galilei-  zu  seinen  dynamischen  Resultaten  und  Prin- 
cipien  gekommen  sei,  ob  derselbe  z.  B.  zu  den  Fallgesetzen  zu* 
erst  auf  empirischem  Wege-  gelangt  und  hinterher  seine  Specu- 
lationen  nach  den  so  erworbenen  Einsiebten  eingerichtet,  oder  ob 
er  sich  zuerst  die  abstracten  Bewegungsschemata  als  wahrschein- 
liche Formen,  nach  denen  die  Natur  verfahren  müsse,  construirt 
und  dann  erst  die  dafür  sprechenden  Erfahrungsindicien  aufge- 
sucht habe.    Die  Beantwortung  der  Frage  geht  dahin,  dass  Ga- 
lilei in  Folge  blosser  Beobachtung  die  Vorstellung  einer  gleich- 
förmig beschleunigten  Bewegung  mathematisch  ausgebildet  und 
dann  erst  experimentelle  Bestätigungen  dafür  gesucht  habe.    Die 
inductive  Speculation  war  da^  Hervorragende  in  Galilei's  Verfah* 
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rungsart.  Sie  gewann  aber  erst  Boden  doreh  die  wirkliche  Be- 
stimmung der  absoluten  Grössen  der  Natur,  die  nach  dem  Ver- 
fasser fllr  die  Mechanik  ebenfalls  die  Bolle  einer  Art  von  Prin- 
cipien  spielen.  Der  Verfasser  wendet  sieb  näehstdem  speciell 
zur  Besprechung  der  verschiedenen  Principien,  die  Galilei  seinen 
dynamischen  Forschungen  zu  Grunde  legte.  Nachdem  er  dessen 
Anschauungen  über  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  beleuchtet, 
wendet  er  sich  zu  dem  Princip  der  gleichen  Geschwindigkeiten 
nach  dem  Fall  in  verschiedenen  Richtungen.  Indem  er  den  später 
von  Galilei  gelieferten  Bewei«  reproducirt^  zeigt  er  die  Mängel 
desselben.  Ebenso  bemerkt  er;  dass  auch  der  Beweis  für  das 
Gleichgewicht  auf  der  schiefen  Ebene  nicht  genügend  gewesen 
sei.  Weiter  weist  er  nach,  dass  Überall,  wo  von  einer  gleich- 
zeitigen Wirkung  zweier  Kräfte  die  Bede  sei,  sich  eine  Mischung 
dynamischen  und  statischen  Inhaltes  vorfinde.  Hiernach  wendet 
er  sich  zu  den  von  Galilei  aufgestellten  Pendelgesetzen,  bei  wel- 
chen Letzterer  wesentlich  empirisch  vorschritt;  an  diesen  zeigt 
sich  ganz  besonders,  mit  welchen  Schwierigkeiten  Galilei  zu 
kämpfen  hatte.  Trotzdem  aber  hatte  er  die  entscheidende  dyna- 
mische Grundvorstellung  bereits  in  sehr  allgemeiner  Weise  auf- 
gefasst,  in  einer  Weise,  dass  er  schon  jenen  Principien  nahe  kam, 
die  durch  Huyghens'  Arbeiten  die  Vorstellung  von  der  Erhaltung 
der  Kraft  annahmen.  Im  Folgenden  hebt  der  Verfasser  hervor, 
dass  die  Hauptsache  die  mathematische  Grundvorstellung  von  der 
stetigen  Summation  der  Krafitheilchen  gewesen  sei.  Hieran 
schliesst  sich  eine  Darstellung,  wie  Galilei  diesen  Gedanken  an 
den  Fallgesetzen  durchgeführt  habe,  denen  dann  eine  Besprechung 
der  einzelnen  Resultate  und  ihrer  Kennzeichnung  als  mathemati- 
sche Gonsequenz  der  einfachsten  Gedanken  folgt.  Im  nächste 
Capitel  werden  die  statischen  Principien  dargestellt.  Hier  geht 
der  Verfasser  von  dem  Holländer  Stevin  aus.  Er  giebt  ein  Bild 
seines  Beweises  für  das  Gesetz  der  schiefen  Ebene,  das  auf  der 
Unmöglichkeit  einer  perpetuirlichen  Bewegung  beruht.  Der  Ver- 
gleich mit  dem  von  Galilei  gegebenen  Beweise  zeigt,  dass  Beide 
unhaltbar  sind.  Es  folgt  die  Besprechung  des  Beweises  fQr  das 
Hebelgesetz.     Namentlich   wird  das  von  Archimedes  gegebene 
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einer  genaueD  UutergucbuDg  unterzogen,  als  deren  Resultat  sich 
ergiebt,  dass  der  mathematische Bestandtbeil  vollkommen  genügend, 
der  rein  mechanische  dagegen  nicht  völlig  gentlgend  gewesen  sei. 
Nachdem  der  von  Galilei  gegebene  Beweis  erörtert  ist,  spricht 
der  Verfasser  ttber  die  Stellung  Galilei's  zum  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeit,  das  seinem  axiomatischen  Kerne  nach  in  eng- 
ster Beziehung  zu  seinen  Vorstellungen  von  der  Rolle  der  Ge- 
schwindigkeiten bei  der  Grössenbestimmung  der  Kräfte  steht 
Der  Wertb,  den  er  auf  dieses  Princip  gelegt  hat,  tritt  namentlich 
bei  der  Anwendung  hervor,  die  derselbe  beim  Hebelgesetz  und 
beim  Gresetz  der  schiefen  Ebene  davon  macht.  Von  Wichtigkeit 
sind  ausserdem  die  Anwendungen  dieses  Principes  auf  hydrosta- 
tische Verhältnisse,  die  an  der  Entwickelung  derselben  von  Ar- 
chimedes  bis  zu  Stevin  und  Galilei  verdeutlicht  werden.  In  §  48 
wird  dann  die  Lücke  in  den  Principien  dieser  bemerkt,  die  später- 
bin durch  das  Parallelogramm  der  Kräfte  ausgeftlUt  wurde.  Bei 
dieser  Gelegenheit  wird  speciell  das  Verhalten  Roberval's  zu  der 
Aufgabe  der  Kräftezusammensetzung  und  der  Bewegungszusara- 
niensetzung  besprochen.  Hieran  knüpft  sich  eine  Würdigung  der 
Verdienste  Descartes*  um  die  Mechanik.  Das  fünfte  und  letzte 
Capitel  dieses  Abschnittes  wendet  sich  den  Einwirkungen  der 
gleichzeitigen  Philosophie  zu.  Nachdem  auf  den  geringen  Ein- 
fluss,  den  Bacon  auf  die  Entwickelung  gehabt,  hingedeutet  ist, 
kommt  der  Verfasser  zu  einer  speciellen  Besprechung  der  An- 
sichten Descartes'  in  seinem  Gegensatz  zu  der  Denkweise  Galilei's, 
bei  welcher  Gelegenheit  denn  auch  auf  die  Ideen  von  Descartes 
über  den  Stoss  eingegangen  wird. 

Der  zweite  Abschnitt  widmet  sich  der  Zeit  von  Huyghens 
und  Newton  (p.  115—214).  Das  erste  Capitel  characterisirt  den 
allgemeinen  Entwickelungsgang  in  dieser  Zeit.  Ein  neues  Princip 
wurde  in  dieser  Periode  gleichzeitig  durch  Varignon  und  Newton 
eingeführt,  das  Princip  der  Zusammensetzung  der  Kräfte.  Im 
Uebrigen  basiren  die  Fortschritte  wesentlich  auf  den  bisher  ge- 
wonnenen Prinoipien.  Zwei  Richtungen  machen  sich  vorzugsweise 
geltend.  Die  eine  hat  Galilei's  Lehre  von  der  Bewegung  auf 
der  schiefen  Ebene  zum  Ausgangspunkt.     Ihr  Repräsentant  ist 
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Huyghens.  Die  zweite  beraht  in  einer  weiteren  fintwickelong 
von  Galilei's  Behandlung  der  parabolischen  Wurf  linie,  deren  Haupt- 
yertreter  Newton  war.  Der  Verfasser  entwickelt  die  grösseren 
Schwierigkeiten,  die  Huyghens  zu  ttberwinden  hatte,  gegenüber 
den  geringeren,  die  Newton  bei  Aufstellung  seiner  Gravitatious- 
gesetze  im  Wege  lagen.  Newton  war  schon  durch  die  Kepler'- 
schen  Gesetze  darauf  hingewiesen,  die  Galilei'sche  Behandlung 
der  Wurflinie  zu  einer  allgemeinen  Bewegungslehre  in  Kegel- 
schnitten zu  erweitern.  Huyghens  war  mit  seinen  mechanischen 
Besitzthümern  bereits  hinreichend  vorbereitet,  um  auch  den  von 
Newton  gemachten  Schritt  zu  thun.  Dass  er  ihn  nicht  that,  lag 
nach  des  Verfassers  Meinung  in  seiner  Befangenheit  in  der 
Descartes'schen  Naturphilosophie.  Am  Schlüsse  seines  Haupt- 
werkes ,,Horologium  oseillatorium'^  stellt  Huyghens  eine  Reihe  von 
Sätzen  auf,  welche  die  Theorie  der  Gentrifugalkraft  enthalten. 
Die  Beweise  dafür  sind  Jedoch  erst  in  seinen  „Opuseula  postbuma^' 
veröffentlicht  worden.  Diese  Theorie  ist  vorzugsweise  rein  ma- 
thematischer Natur,  nur  ein  Punkt  ist  für  die  Entwickelung  der 
Principien  wesentlich,  dass  er  nämlich  die  rein  statische  Zu- 
rückhaltung in  d^r  Kreisbahn  durch  die  Grösse  der  Entfernungen, 
an  denen  die  Gentrifugalkraft  den  Körper  hindert,  misst  und 
diese  als  die  Wirkung  einer  zurückhaltenden  Kraft  auffasst.  Ein 
zweiter  wichtiger  Fortschritt  liegt  in  Huyghens*  Entwickelung  der 
Pendeltheorie,  wobei  er  die  Bewegungsprincipien  auf  der  schiefen 
Ebene  benutzt  Das  Hauptgewicht  von  Huyghens'  Leistungen  ist 
indessen  in  seiner  Theorie  des  Oseillationseentrums  zu  sueben, 
auf  die  er  durch  die  Untersuchung  des  zusammengesetzten  Pen- 
dels geführt  wurde.  Der  Verfasser  unterwirft  diese  Theorie  einer 
genauen  Forschung.  Er  hebt  besonders  hervor,  was  Huyghens 
bei  derselben  als  Erfahrungssätze  benutzt,  was  er  als  Axiom  auf- 
gestellt  habe  und  zeigt  namentlich  die  Umwege,  die  Huyghens 
machen  musste,  um  zu  seinen  Resultaten  zu  gelangen;  Umwege, 
die  späterhin  zu  mancherlei  Discussionen  und  Angriffen  Anlaas 
gegeben  haben.  Im  folgenden  üapitel  wird  zunächst  die  Zusam- 
mensetzung der  Kräfte,  wie  sie  von  Yarignon  gegeben,  beleuchtet 
Ferner   wendet  sich  der  Verfasser  zum  Probleme  des  Stosses, 
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Er  entwickelt  die  Versuche,  die  Galilei  zur  Lösung  dieses  Proble- 
mes  gemacht,  bespricht  sodann  diei  Ansichten  Descartes'  und  geht 
aber  zu  den  gleichzeitigen  Lösungen  von  Wren,  Wallis  und 
Huyghens.  Die  Arbeit  von  Wren  ist  für  die  Entwickelung  der 
Principien  unfruchtbar.  Doch  auch  die  von  Wallis  steht  in  prin- 
cipieller  Beziehung  gegen  die  von  Huyghens  zurück.  Letzterer 
hatte  der  Koyal  Society  zunächst  nur  seine  Resultate  eingesandt. 
Die  Beweise  dafür  sind  theilweisc  erst  in  seinen  hinterlassenen 
Schriften  publicirt.  Erf  ist  daher  schwierig,  den  Weg  aufzusuchen, 
auf  dem  er  zu  seinen  Betrachtungen  gelangte.  Doch  scheint  es, 
als  sei  er  auf  grossem  Umwege,  nämlich  durch  die  Betrachtung 
der  scheinbaren  Bewegung  auf  seine  Theorie  gekommen.  Einer 
Würdigung  der  Huyghens'schen  Methode  zur  Lösung  dieses 
Problemes  schliessen  sich  Betrachtungen  über  die  allgemeine 
Stellung  desselben  an.  Das  vierte  Capitel  endlich  ist  Newton's 
Gravitationsmechanik  gewidmet.  Hier  wird  zunächst  bemerkt, 
dass  Newton's  Leistungen  wegen  des  Gegenstandes,  den  sie  be- 
handeln, im  Allgemeinen  mehr  Bewunderung  erregt  haben,  als 
andere,  die  ihrer  principiellen  Bedeutung  nach  von  grösserer 
Wichtigkeit  gewesen  sind.  Der  Verfasser  findet,  dass  der  Gegen- 
stand selbst,  auf  den  die  Principien  angewendet  werden,  für 
seine  Untersuchungen  nicht  maassgebend  sei,  und  dass  andere 
Principien,  wie  z.  B.  das  im  Huyghens'schen  Oscillationscentrum 
liegende  ftlr  den  Fortschritt  der  Mechanik  eine  grössere  Bedeu- 
tung gehabt  haben,  als  die  Benutzung  der  sämmtlichen  Grund- 
sätze, die  für  die  Mechanik  des  Himmels  noch'  als  specifische 
EigenthUmlichkeiten  in  die  Wissenschaft  eingeführt  werden  muss- 
ten.  Drei  Hauptpunkte  sind  es,  die  bei  dem  Newton'schen  Ge- 
dankenkreise hauptsächlich  ins  Auge  zu  fassen  sind:  die  Gravi- 
tationaidee,  die  mechanische  Constitution  und  Erklärung  der 
krummlinigen  Bewegung  und  die  Formulirung  von  Fundamental- 
principien  und  Begriffen  des  dynamischen  Verhaltens.  Nachdem 
der  Anklänge,  die  sich  im  Alterthum  an  die  Gravitationsidee 
finden,  gedacht,  werden  die  Vorgänger  Newton's  in  dieser  Be- 
ziehung namhaft  gemacht.  Hier  ist  Borelli  zu  nennen  und  beson- 
ders Hooke,   der   die  Idee   der  quadratischen  Abnahme  schon 
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concipirt  hatte.     Newtous  Vorgehen  bei  Ergreifung  dieser  Idee 
war  ein  wesentlich  anderes,  als  das  von  Galilei  befolgte.    Durch 
Kepler  war  ihm  bereits  in  wesentlicher  Weise  vorgearbeitet     Der 
Verfasser  spricht  die  Ansicht  aus,  dass  Kepler  desswegen  nicht 
zu  dieser  Idee  habe  gelangen  können,  weil  ihm  die  mechanischen 
Mittel,   die  Newton   durch  Galilei's   und  namentlich  Huyghens' 
Centralbewegung  besass,  fehlten.    Durch  Gombination  der  Kepler*- 
sehen  Gesetze   und   der  Huyghens'schen  Centralbewegung   kam 
Newton  durch   blos   zergliederndes  Denken  zu   seiner  Idee   der 
quadratischen  Abnahme.    Nachdem  dieser  Schritt  gethan,  bedurfte 
es  nur  noch  einer  Brücke,  um  das  Wesen  der  Attraction  als  Gra- 
vitation zu  erkennen.     Dazu  aber  bot  sich  ihm  die  centripetale 
Bewegung  des  Mondes.    Der  Verfasser  macht  namentlich  darauf 
aufmerksam,  dass  es  somit  fttr  Newton  nur  noch  einer  quanti- 
tativen Einsicht  bedurfte  und  ftihrt  als  besonderes  Merkmal  die 
Hemmung  an,   die  Newton's  Nachweis  durch  Benutzung   eines 
ungenauen  Erdradius  erlitt.     Nachdem  einmal  der  Gedanke  der 
Gravitation  erkannt  war,  bot  der  Uebergang  zu  dem  Gedanken 
der  allgemeinen  Attraction  der  Elemente  keine  Schwierigkeit,  und 
es  entwickelt  sich  die  Theorie  der  krummlinigen  Bewegung,  wie 
die  Umwandlung  der  von  Kepler  aufgestellten   Thatsachen   in 
Attractionsnothwendigkeiten  wesentlich  in  mathematischer  Weise. 
Erst  bei  dem  Uebergang  von  den  Bewegungserscheiuungen  zu 
den  Massenverhältnissen   tritt   ein   neues   mechanisches   Princip 
hervor.    Nachdem  so  Newton*s  Leistungen  auf  ein  richtiges  Maass 
zurückgeführt  sind,  wendet  sieh  der  Verfasser  zu  dessen  Stellung 
zu  den  älteren  Fundamentalprincipien.    Newton  kannte  nur  drei 
Bewegungsaxiome,  das  der  Beharrung  des  Bewegungszustandes, 
das  der  Veränderung  dieses  Zustandes    nach  Proportionen  der 
vis   rootrix   und   das   der  Gleichheit  von  Action  und  Beaction. 
Den  Schluss  dieses  Abschnittes  bildet  eine  Besprechung  der  ma- 
thematischen Methode  Newton's. 

In  den  dritten  Abschnitt  iallt  die  Zeit  von  Newton  bis  La- 
grange: „die  Zeit  der  allgemeinen  Formulirungen  und  der  ana- 
lytischen Entwickelung  bis  auf  Lagrange",  wie  der  Verfasser 
diesen  Abschnitt  benannt  hat.    Im   ersten  Capitel  wird  zunächst 
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ein  allgemeiner  Ueberblick  ttber  die  Fortschritte  in  dieser  Zeit 
gegeben.  Nachdem  auf  die  Wichtigkeit  der  Einführung  von  Coor- 
dinaten  für  die  Mechanik  aufmerksam  gemacht  ist,  werden  die 
drei  Riehtungen  bezeichnet,  nach  denen  hin  für  die  weiteren  Dar- 
stellungen die  Formulirungen  zu  prüfen  sind.  Dies  ist  erstens 
ihre  metaphysische  Beziehung,  zweitens  ihre  Eigenschaft  als  rein 
mechanische  Sätze  und  drittens  endlich  ihre  Leistungen  analyti- 
scher Art.  Die  Wichtigkeit  der  Philosophie  in  dieser  Periode 
und  der  erhebliche  Fortschritt,  der  in  der  Ausdehnung  der  all- 
gemeinen mechanischen  Principien  auf  die  flüssigen  und  gasföimi- 
gen  Körper  liegt,  wird  betont.  Darauf  wendet  sich  die  Unter- 
suchung im  zweiten  Capitel  zum  Princip  von  der  Erhaltung  der 
Kräfte.  Die  eigentliche  Grundlegung  hiervon  ist  auf  Huyghens 
zurückzuführen,  indem  derselbe  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  vom 
Sehwingungsmittelpunkt  das  Princip  des  Aufsteigens  zur  Fallhöhe 
darauf  zurückführt,  dass  aus  Nichts  keine  Erhebungskraft  ent- 
stehen könne.  Leibniz  hat  dies  nur  mit  dem  Gedanken  Galilei's 
combinirt  und  daraus  in  mehr  metaphysischer  Weise  den  Satz 
gefolgert,  der  ihm  bei  seinem  Gedankengange  sehr  nahe  lag. 
Der  Verfasser  behandelt  weiter  die  Ungenauigkeiten,  die  sich  ihm 
fiberall  bei  Leibniz,  namentlich  in  der  Metaphysik  des  Infinite- 
simalen ergeben.  Johann  Bernoulli  ist  in  seiner  Denkungsart 
Leibniz  am  meisten  verwandt.  Auch  er  betrachtet  dieses  Princip 
mehr  vom  Standpunkte  des  Metaphysischen  aus.  Ja  er  spricht 
direkt  aus:  „Es  heisse  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kräfte  verdunkeln,  wenn  man  es  zu  beweisen  versuche.** 
Daniel  Bernoulli,  sein  Sohn,  hielt  im  Gegensatz  dazu  den  meta- 
physischen Gesichtspunkt  für  sehr  gleichgültig.  Er  bindet  sich 
daher  ausschliesslich  an  die  Huyghens'sche  Form  dieses  Gesetzes 
und  giebt  keine  Analyse,  «ondern  nur  Anwendungen  des  Gesetzes. 
Die  wichtigste  Wendung  in  dieser  Frage  hat  indess  Jakob  Her- 
nonlli  herbeigefbhrt,  indem  er  an  die  Huyghens'sche  Lösung  vom 
Schwingungsmittelpunkte  anknüpfte  und  die  Wirksamkeit  der 
Kräfte  am  Hebel  zum  leitenden  Gesichtspunkt  machte.  Der  Ver- 
fasser beleuchtet  nächstdem  Lagrange's  Stellung  zu  diesem  Princip 
und  betont  besonders  die  beiden' Voraussetzungen,  unter  denen 
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er  diese  allgemeine  Eigenschaft  der  Bewegung  als  Hauptsatz  der 
Mechanik  hinstellt.    Erstens  müssen  die  Bedingungsgleichongen 
von  der  Zeitveränderung  unabhängig  sein,   zweitens  muss  die 
Summe  der  virtuellen  Momente   der  freien  Kräfte  ein  Integral 
haben.      Am    Schluss    dieses    Capitels    erörtert    Verfasser   die 
scheinbare  Ausnahme,  die  der  Satz  beim  Stosse  erleidet.     Das 
nächste  bringt  eine  Anzahl  characteristischer  Hauptsätze  der  Dy- 
namik, die  die  Rolle  von  Principien  spielen.    Es  gehört  dahin 
das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  welches  sieh  noch  heut  durch 
die   Unbestimmtheit  und   Veränderlichkeit   der   Gedanken  aus- 
zeichnet/die  sich  an  seinen  Namen  knüpfen.   Ferner  das  Princip 
der  Erhaltung  des  Schwerpunktes,  der  Erhaltung  der  algebrai- 
schen Summe   der   Bewegungsgrössen   und   der   Erhaltung  der 
Flächen.    Der  Verfasser  geht  diese  einzeln  durch,  besonders  noch 
die  Fassung,  die  dieselben  bei  einzelnen  Autoren  erhalten  haben, 
bespricht  schliesslich  das  d'Alembert'sche  Princip  und  kommt  nun 
im  folgenden  Capitel  zu  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keit und  der  Systematisirung  der  Mechanik  durch  Lagrange.  Ein 
Rückblick  auf  die  Entwickelung  dieses  Principes  vor  Lagrange 
geht  der  Betrachtung  von  Lagrange's  Beweise  mittelst  Flaschen- 
zuges vorher.    Bei  letzterem   wird  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  es  zwei  Vorstellungsartcn  in  der  Berücksichtigung  der  Rich- 
tung zwischen. Kraft  und  virtueller  Verschiebung  gäbe,  je  nach- 
dem man  die  Kraft  auf  die  Richtung  der  virtuellen  Verschiebung 
oder  die  virtuelle  Verschiebung  auf  die  Richtung  der  Kraft  re- 
ducirt.    Indem  sodann  die^  Mängel  des  Lagrange'schen  Beweises 
hervorgehoben  werdeu,  giebt  der  Verfasser  die  Herleitung,  welche 
Lagrange  in  der  Functionentheorie  aus  den  sich  ergebenden  Be- 
dingungsgleichungen geliefert  hat.    Der  Schilderung  der  Vorstel- 
lung Fossombroni's  von  diesem  Princip  fqlgt  Carnot's  (des  Aelteren) 
Ansicht  über  die  rein  geometrische  Verschiebung  eines  dynami- 
schen Effects.    Der  Verfasser  gewinnt  dadurch  einen  Uebergang 
zur  Beurtheilung  der  Art  und  Weise,  wie  Lagrange  die  gewöhn- 
lichen differentiellen  Begriffe  in  Functionenbegriffe  umgewandelt 
hat  und  speciell  zu  dessen  Auffassung  des  Begriffes  der  Geschwin- 
digkeit.   Bei  Einführung  des  Massenfactors  findet  sich  eine  Ün- 
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genauigkeit  von  Lagrange;  danach  kommt  Verfasser  zur  Auf- 
stellung der  allgemeinen  dynamischen  Grundgleichung  aus  der 
entsprechenden  Grundgleichung  der  Statik  und  zu  der  Art,  wie 
einer  allgemeinen  Kräftegleichung  je  nach  der  Interpretation  eine 
statische  oder  dynamische  Auffassung  untergelegt  werden  könne. 
Weiter  geht  der  Verfasser  zur  Charakteristik  der  Systematisirung 
der  Mechanik  in  Lagrange's  „analytischer  Mechanik^  über.  Er 
zeigt  den  Parallelisrous,  der  sich  in  der  Bearbeitung  der  Statik 
und  Dynamik  findet  und  wendet  sich  im  ferneren  Verlaufe  zu 
der  Entwickelung  der  Principien  der  Hydro-  und  A6ro-Mechanik, 
die,  Ton  Toricelli  ihren  Ausgang  nehmend,  durch  d'Alembert  und 
Euler  wesentlich  gefördert,  ihren  Abschluss  gewissermaassen  in 
Lagrange  finden,  der  von  der  Annahme  specifischer  Axiome  für 
diesen  Theil  der  Mechanik  absehend,  sie  unter  die  allgemeinen 
mechanischen  Gesichtspunkte  einordnete.  Dies  ist  kurz  der  Inhalt 
dieses  Capitels.  Obwohl  gerade  hier  sich  eine  Fülle  von  Gedanken 
und  kritisehen  Bemerkungen  finden,  muss  Beferent  sich  doch  auf 
diese  knappe  Andeutung  des  Inhaltes^  beschränken,  da  gerade 
der  Inhalt  dieses  Theiles  sich  nicht  in  gedrängter  Weise  darstellen 
lassen  würde.  Im  folgenden  Capitel  betrachtet  der  Verfasser  den 
Einfiuss  der  Philosophie  auf  die  Entwickelung  der  Mechanik. 
Nachdem  er  begründet,  wesshalb  er  hier  eine  ganze  Zeitepoche 
tiberspringt,  beschränkt  er  seine  Aufgabe,  indem  er  Männer,  wie 
Manpertnis,  der  das  Fcrmat'sche  Princip  der  kleinsten  Wirkung 
'wieder  aufgenommen,  übergeht,  und  als  Repräsentanten  der  phi- 
losophischen Theoretiker  der  Mechanik  d'Alembert,  der  die  ganze 
Mechanik  auf  drei  Principien  zurückzuführen  suchte,  und  als  Re- 
präsentanten der  mechanisch  theoretisirenden  Philosophen  Kant 
aufstellt. 

Der  vierte  und  letzte  Abschnitt  endlich  behandelt  das  neun« 
zehnte  Jahrhundert.  Hier  sind  es  wesentlich  zwei  Punkte,  die 
den  Fortschritt  der  Entwickelung  der  mechanischen  Principien 
bezeichnen :  Poinsot's  Erweiterung  durch  Einführung  des  Begriffes 
der  Kräftepaare  und  Mayer's  Entdeckung  eines  mechanischen 
Aequivalents  für  die  Wärme.   Der  Verfasser  betrachtet  im  ersten 
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Gapitel  dieses  Abschnittes  die  Poinsot'sche  Erweiterung.  Er 
schickt  zunächst  eine  Auseinandersetzung  der  Methode  der  „ana- 
lytischen"' Mechanik  voraus.  Das  charakteristische  Kennzeichen 
derselben  besteht  darin,  erst  von  den  speciellen  Thatsachen  des 
Problems  zur  algebraischen  Formulirung  desselben  überzugeheB, 
dann  aber  auch  nur  algebraisch  zu  verfahren,  bis  das  auf  diese 
Weise  gewonnene  Resultat  wieder  in  die  Thatsachen  umzudeuten 
ist.  Alsdann  wendet  er  sich  zum  BegriiF  des  Kräftepaares  und 
der  Entwickelung  desselben  durch  Poinsot,  namentlich  in  seiner 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Drehung.  Poinsot's  Verdienst 
besteht  wesentlich  in  einer  Vervollständigung  der  Theorie  der 
Zusammensetzung  der  Kräfte.  Schliesslich  wird  die  Poinsof  sehe 
Methode  dargelegt,  die  sich  in  analoger  Weise  der  Methode  der 
^analytischen"  Mechanik  gegenüber  stellt,  wie  die  Methode  der 
synthetischen  Geometrie  der  der  analytischen.  Gauss  ist  Gegenstand 
des  nächsten  Capitels.  Die  Aufstellung  des  BegriflFes  „Potential** 
absichtlich  übergehend,  zeigt  der  Verfasser,  dass  nur  eine  der  Ar- 
beiten Gauss'  sich  mit  einem  Principe  bescbäiligt  habe,  nämlich  mit 
dem  der  geringsten  Wirkung.  Anknüpfend  an  die. Vorgeschichte 
dieses  Principes,  bekommen  wir  eine  Characteristik  des  Gauss'scbeo 
Beweises.  Einer  Betrachtung  des  Hamilton'schen  Principes  be- 
sonders in  seiner  Beziehung  zur  Gleichung  der  lebendigen  Kräfte 
von  Lagrange,  folgt  eine  Würdigung  der  Verdienste  Jacobi's 
durch  Aufstellung  des  Principes  des  letzten  Multiplicators,  wel- 
ches von  nur  analytischer  Bedeutung  ist.  Ihm  sohliessen  sich* 
Dirichlet  mit  seiner  Arbeit:  „lieber  die,  Stabilität  des  Gleichge- 
wichtes^, Cauchy  mit  seinen  Bemühungen  um  eine  neue  Ableitung 
des  Parallelogramms  der  Kräfte  und  Andere  an.  Das  dritte 
Capitel  widmet  der  Verfasser  dem  zweiten  der  oben  erwähnten 
Principien,  der  Entwickelung  der  Vorstellungen  im  Anschluss  an 
das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme.  Nach  einer  eingehen- 
den Auseinandersetzung  der  Entdeckung  Mayer's,  der  sich  eine 
Charakteristik  der  demselben  eigenthümlichen  Vorstellungen  an- 
fügt, erörtert  der  Verfasser  die  Arbeiten  Joule's  über  Aequiva- 
lenzen.    Indem  er  hierauf  die  Vorgeschichte  dieser  Entdeckung, 
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insbeflondere  Garnot's  „Röflexiona  sur  la  puissance  motrice  du 
feu"  berührt,  macht  er  auf  die  BedeutuDg  aufmerksam,  die  darin 
liege,  dass  das  Gesetz  der  Aequivalenz  sich  gerade  bei  den  Ga- 
sen zuerst  am  klarsten  herausgestellt  hat,  und  beleuchtet  auch 
daB  Verhältniss  des  Principes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 
zu  dem  allgemeinen  Principe  von  der  Erhaltung  der  Kraft.  Das 
Schlusscapitel  des  vorliegenden  Werkes  bringt  dem  Leser  zuvör- 
derst die  Auffassung  der  Mechanik  von  Lagrange  als  einer  Geo- 
metrie von  vier  Dimensionen,  und  knüpfen  sich  hieran  Betrach- 
tungen über  die  Grenzen  dieser,  jetzt  meist  Kinematik  genannten 
Wissenschaft  und  Bemerkungen  über  die  neueren  Bestrebungen, 
eine  nicht- euklidische  Geometrie,  wie  sie  von  Gauss  eingeleitet, 
herzustellen.  Besonders  wird,  gegenüber  der  Einflusslosigkeit  der 
Philosophie  des  neunzehnten  Jahrhunderts  auf  die  Entwickeluug 
der  Mechanik,  die  philosophische  Darlegung  der  Grundbegriffe 
durch  A.  Comte  hervorgehoben.  Schliesslich  stellt  der  Verfasser 
Betrachtungen  an  über  fernere  Entwickelung  und  die  möglichen 
Anwendungen  der  mechanischen  Principien  auf  andere  Zweige, 
namentlich  die  kosmische  Mechanik,  die  Electrodynamjk,  die  or- 
ganischen und  vitalen  Erscheinungen,  wobei  speciell  noch  des 
Verhältnisses  der  Mechanik  zur  modernen  Physik  gedacht  wird. 

0. 

GiLLBS.     Zuriickfüliruiig  des  Beharrungsvermögens   auf 
die   Newton'sche   Anziehungskraft.    Schlömilch  z.   xviii. 

517-520. 

Gilles.  ZurückfUhrung  der  abstossenden  Naturkräfte  auf 
die  Newton'sche  Anziehungskrafifc.     Schlömilch  z.  xviii. 

601-609. 

In  dem  ersten  der  oben  citirten  Aufsätze  sucht  der  Verfasser 
das  Beharrungsvermögen  auf  das  Newton  sehe  Anziehungsgesetz 
zurückzuführen.  Er  nimmt  dazu  die  Materie  der  gesammten  Welt 
zu  Hülfe,  indem  er  einen  Punkt  einer  Kugel  zur  Zeit  t  und  t-{-dt 
betrachtet.    In  der  Zeit  t-^-dt  ist  eine  Veränderung  der  Constel- 
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lation  der  Weltmaterie  in  Bezug  auf  die  Lage  des  betrachteten 
Punktes  eingetreten,  aus  der  der  Verfasser  die  bleibende  Bewe- 
gung des  Punktes  abzuleiten  sucht.  Im  zweiten  Aufsatze  sucht 
der  Verfasser  in  ähnlicher  Weise  durch  Speculation  die  Undurch- 
dringlichkeit und  die  Abstossung  beim  Stosse  elastischer  Körper 
zu  erklären,  indem  er  die  Welt  als  gleichmässig  von  Materie  er 
ftlUt  betrachtet.  Einer  Kritik  e*nthält  sich  Referent,  gemäss  dem 
Principe  des  Jahrbuches,  obgleich  er  den  Inhalt  nicht  ftlr  unbe- 
denklich hält.  O. 
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Algebra. 

Capitel  L 

Gleichungen  (Allgemeine  Theorie.  Besondere  alge- 
braische und  transcendente  Gleichungen). 

K.    Hattendorff.     Bemerkungen  zu  dem  Stürmischen 

Satze.      Gott.  Nachr.  1873.  779-784. 

In  dem  durch  Division  erhaltenen  Systeme  F(x)^  Fix),  F^ix),-- 
können  weniger  als  r+l  Functionen  vorkommen,  wobei  r  die 
Zahl  der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung  f (rr)  —  0  bedeutet;  in  dem  bekannten  zuerst  von 
Sylvester  aufgestellten  Systeme,  dessen  Functionen  wir  mit 
F(a?),  F(a?),  ^„i_2(aF),-"  bezeichnen,  sindstetsr  +  1  enthalten,  und 
*w-n(a?)  ist  eine  ganze  Function  w— nten  Grades.  Bezüglich  der 
Zeichenreihen  sind  beide  Functionenreihen  äquivalent.  Ist  die 
erste  Reihe  vollzählig,  so  ist  Fn(a?):  ^m-n(a?)  eine  positive  Con- 
stante.  Ist  sie  dagegen  nicht  vollzählig  und  setzen  wir  fest,  dass 
als  Grad  einer  Function  die  höchste  Potenz,  welche  vorkommen 
kann,  angesehen  wird,  so  wird,  wenn  in  F,(x)  die  k  höchsten 
Coefficienten  gleich  null  sind,  dasselbe  fttr  &„^^i  stattfinden,  und 
%^,««i_i(a?),  &„,^i^2(x)y"'  &„^i^kix)  stehen  zu  &,n^iix)  je  in  einem 
Constanten  Verhältniss.  Aehnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn 
man  statt  der  Sylvester'schen  Functionen  die  Theiluenner  der 
Kettenbmchentwickelung  von  F{x) :  F(x)  nimmt.  No. 
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L.  Kronecker,      üeber  die   verschiedenen  Sturm'scLen 
Reihen  und  ihi-e  gegenseitigen  Beziehungen. 

Berl.  Monatßber.  1873.  117-154. 

Im  ersten  §  wird  die  Sturm-Sylvester'sche  Methode  mit  der 
von  Herrn  Eronecker  herrührenden  geometrisehen  Deutung  ge- 
geben, f,  /■,•••  fy  und  g^y  g^"-  gy  sind  ganze  Functionen  von  x 
mit  reellen  CoefBcienten,  für  welche 

fi^x  =  g;i  fi  --fi+t,  {fo  ^f-,  fy^  const.) 
ist.  9}(rr)  ist  die  Anzahl  der  Zeichen  -  Wechsel  in  der  Reihe 
/■(a;),-- /V(a?);  %(x^,  a?,)  und  @(a?,,  ajj)  sind  die  Zahlen  der  Aus- 
tritts- und  Eintrittspunkte  der  a?-Axe  aus  einem  oder  in  einen  Ton 
y  =  f{x)  und  y  =  f^(x)  umschlossenen  Theil  der  Ebene  beim 
Schneiden  der  Curve  y  =  f{x\  wenn  die  höchsten  Coefficienten 
von  f  und  /",  als  positiv  vorausgesetzt  werden.  Dann  ist 
9((a?J  —  yi{x^)  =  SfCiTj,  0?,)  —  e(aj„  ar,);  jenachdem  also  fftr  die 
Wurzel  I  von  f{x)=zQ  der  Ausdruck  /^CDrCI)  negativ  oder 
positiv  ist,  giebt  die  Stelle  einen  Eintritt  oder  Austritt.  Durcb 
die  Werthe  x^  =  —  oo,  a?,  =  -}-  oc  wird  „keine"  Beschränkung  anf- 
erlegt,  so  dass  im  Folgenden  nur  dieser  Fall  betrachtet  zu  wer- 
den braucht.  Ist  nun/'j(a?)  vom  Grade  n,  fu  vom  Grade  m--«4  und 
cjc  der  höchste  Coefficient  in  /i;  bedeuten  ferner  "^(ctCk^t)  und 
9?(cac*_i)  die  Zahlen  der  positiven  resp.  negativen  Producte 
cjtCk-u  für  die  «*  — wa-i  negativ  ist,  und  wird  Ä(—oo,-|-oo)=?f, 
(5(  —  oc,  +  oc)  =  e  gesetzt,  so  ist  f(cjt  Ck-t)  -  5«(c*  ct«,)==  3t  —  Ö, 

Im  zweiten  §  folgt  die  Auseinandersetzung  der  Hermite-Ja- 
cobi'schen  Methode.  Setzt  man  -S-TTtYpTTT  ~  ^"^^  wobei  Jf  auf 
alle  Wurzeln  von  f(x)  =  0  erstreckt  wird,  so  hat 

f^  — TMm -^^^  ^'  '''•'^' 

in  jedem  der  verschiedenen  Quadrat- Summen -Ausdrücke  gleich- 
viel positive  und  negative  Vorzeichen.  Wendet  ^  man  also  die 
Substitution,  welche  den  mittleren  Ausdruck  in  eine  Summe  von 
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Quadraten  verwandelt,  schon  links  an,  so  dass  die  rechte  Seite 
entsteht,  und  setzt,  wenn  9^  Null  oder  Eins  bedeutet^  je  nachdem 
t  gleich  oder  ungleich  k  ist^ 

(D)  ^:^(|1^  =  5.,S,(A, 

so  wird  $  —  92  =  91  —  @  sein,  wenn  ^  und  92  die  Zahlen  der 
positiven  und  negativen  S  angeben.  £^,-*  S»  heisst  eine  „Sturm'^ 
sehe  Reihe''  fttr  die  Functionen  f(x)  und  f^Qx>).  Für  die  Func- 
tionen fi  finden  sich  die  Gleichungen 

je  nachdem  die  ganze  positive  Zahl  p  kleiner  oder  gleich  n—nj^u 
respective  n^ — itjk-i  ist.  Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  wieder 
f  (c*  ct-i)  —  9}(ct  ct^O  =  a  -  @. 

§  3.     Sind  verschiedene  Functionensysteme  F  und  F  gege- 
ben, so  kann  jp!  =  SdkFi  gesetzt  werden;  dabei  sind  die  C  den 
i 

Bedingungen  SShChiCkk  =  SikS'j^  unterworfen,  so  dass  durch  die 

Substitution  yi  =  2Cii,y'^  die  Form  £Si,y\  in  SS[y^  übergefUhrt 
wird.  Solche  Transformation  lässt  sich  aus  „elementaren'^  nur 
auf  ein  oder  auf  zwei  Quadrate  sich  erstreckenden  Transforma- 
tionen durchfahren.  Zugleich  liefern  diese  einen  Beweis  ftar  die 
Unveränderlichkeit  der  Zeichenzahl  bei  reeller  Transformation 
eines  Aggregats  von  Quadraten.  Nachdem  im  nächsten  §  fk  als 
eine  Function  von  möglichst  niedrigem  Orade  definirt  ist,  welche 
för  p  <  n—tik^i  den  Relationen  (G)  genügt,  wird  gezeigt,  dass  in  dem 

p      c 
Falle,  wo  alle  w*  —  «*-i  gleich  Eins  sind,  die  — ,  -^••-  eine  durch 

C       C| 

die  fk  erzeugte  Stürmische  Reihe  bilden.  Die  Relationen  (G)  reichen 
dann  zur  Bestimmung  der  fk  aus.  Es  werden  nun  die  Sylvester^- 
Bchen  Formeln  abgeleitet:  R{(p,'^)  bedeutet  die  vollständige  Eli- 
minations- Resultante  von  tp  und  tp ;  f{x)  wird  auf  alle  möglichen 
Arten  in  fpiJ(x)  q>n-kix)  zerlegt,  wobei  y*  vom  («— *)ten  Grade 
ist.    Dann  wird 
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Diese  Formel  wird  in  §5  mit  einer  Interpolations- Formel  des 
Herrn  Verfassers  in  Beziehung  gesetzt  und  daraus  eine  neue 
Deutung  der  linken  Seite  hergeleitet  Hierdurch  ist  es  möglich, 
den  Coefficienten  c'^  zu  ermitteln,  der  zu  f(x)  und  f'^{x)  gehört, 
wenn  für  alle  Wurzeln  /;  (|)  =  (« —  |)  /][(|)  ist.  Ersetzt  man 
/j  durch  fj  unter  der  Voraussetzung,  dass  für  alle  Wurzeln  f^ 
und  f,  gleiches  Zeichen  haben,  so  erhält  man  eine  neue  ,,im 
weiteren  Sinne  des  Wortes**  zu  f  uud  f^  gehörige  Stürmische 
Reihe.  Es  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  S  sämmtlich  positiv  sind, 
die  zu  f^  gehörigen  @  als  Summen  von  je  »'  Quadraten  mit  po- 
sitiven Coeffipienten  erscheinen.  Dies  findet  statt,  wennf(a;)=0 
nur  reelle  Wurzeln  hat.  Umkehren  lässt  sich  der  Satz  nicht  un- 
bedingt, insofern  derselbe  nicht  bloss  ,,nicht  negative''  sondern 
„positive^'  Quadrate  erfordert.  Setzt  man  nun,  wie  dies  in  §  7 
geschieht, 

so  folgt  fCx)  =  \x3ik  —  AtTc\y  (»,*=1, 2-»);  und  wenn  /i^  die 
Unterdeterminanten  von  f(x)  bedeutet, 

wobei  Srfrr  »Is  Repräsentant  von  f^  genommen  werden  kann, 
da  der  Quotient  beider  Functionen  fär  die  |  stets  positiv  ist.  Im 
letzten  §  wird  nachgewiesen,  dass  jede  zu  Functionen  gleichen 
Grades  f(a?),  f(x)  gehörige  Stürmische  Reihe  als  zu  den  Func- 
tionen Hx),  —  f(a;)  gehörig  angesehen  werden  kann.         No. 

E.  Harley.     On  the  theoiy  of  differential  resolvents. 

Rep.  Britt.  Ass.  1873. 
Jede  Differential -Resolvente  einer  algebraischen  Gleichung 
kann  von  zwei  Gesichtspunkten  aus  betrachtet  werden.  Entweder 
kann  man  sie  so  auffassen,  dass  sie  in  ihrer  vollständigen  Inte- 
gration die  Lösung  der  algebraischen  Gleichung,  aus  der  sie  her- 
geleitet ist,  giebt,  oder  zweitens,  als  selber  lösbar  mit  Hülfe  jener 
Gleichung.  Die  beiden  Gleichungen,  die  algebraische  und  die 
Differential-Resolvente  sind  Coresolventen.  Der  Entdecker  dieser 
Theorie  ist  Herr  James  Cookie.   Seine  Untersuchung,  so  wie  jene 
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TOD  Harley  finden  sich  in  verschiedenen  Arbeiten  des  „Philoso- 
phical  Magazine^,  des  „Quarterly  Journal  of  uiathematics'*,  der 
„Manchester  memoirs^  und  der  „Froceedings  of  London  mathe- 
matical  society.^  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist, 
zu  zeigen,  wie  die  Differential-Resolventen  der  Gleichungen  zwei- 
ten und  dritten  Grades  von  Spottiswoode  erhalten  worden  sind. 
So  ist  die  Differential-Resolvente  der  Gleichung  (^abc)(xiy  die 

Determinante 

-2x'  a!  2V  d 

.  a  26  c 
1  •  a  fr 
X     a     h    ' 

wo  die  Differentiation  in  Bezug  auf  den  Parameter  durch  Accente 
bezeichnet  ist.  Die  Differential-Resolvente  in  Bezug  auf  die  Glei- 
chung dritten  Grades  (afr  c(l)(a;  1)' =  0  ist  ein  sehr  zusammen- 
gesetzter Ausdruck,  aus  203  Gliedern  in  dem  einfachen  Falle 
a  =  1  bestehend. 

Herr  Spottiswoode  hat  eine  Methode  gefunden,  algebraische 
Gleichungen  durch  Integi'ation  zu  lösen.  Herr  Harley  giebt  diese 
Methode  in  seiner  Arbeit  und  wendet  sie  auf  quadratische  und 
cubische  Gleichungen  an.  Die  Methode  ist  vom  Verfasser  ver- 
öffentlicht in  dem  Quarterly  Journal,  V,  337-360- 

Csy.  (0.) 

J.  KoLBE.      Beweis  eines  Satzes   über  das  Vorkommen 
complexer  Wurzeln  in  einer  algebraischen  Gleichung. 

Wien.  Ber.  LXVII.  188-190. 
Fehlt  in  einer  Gleichung  eine  grade  Anzahl  auf  einander 
folgender  Glieder ,  so  sind  mindestens  ebenso  viele  complexe 
Wurzeln  vorhanden;  fehlt  eine  ungrade  zwischen  zwei  mit  glei- 
eben  oder  ungleichen  Zeichen  versehenen  Gliedern,  so  ist  die 
Zahl  der  complexen  Wurzeln  mindestens  so  gross  als  die  um  1 
rermehrte,  bezüglich  verminderte  Anzahl  der  fehlenden  Glieder. 

No. 

A.  Langer.     Zur  Lehre  von  den  höheren  Gleichungen. 

Pr.  Leitmeritsf. 
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Specielle  Fälle,  in  denen  specielle  Polynome  zerlegt  werden 
können.    Ungenau.  No. 

C.  F.  £.  BjOrling.  Sur  las  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  d'un  polynöme  F{x\  pour  qtfil 
contienne  un  facteur  de  la  forme  (x*  —  a").    Grunert  Arch. 

I.V.  429-440. 
Um  die  Bedingungen  zu  finden,  dajis  die  Oleichung 

die  Wurzeln  a,  ak,  ak\  •  •  •  ai"-"*  hat,  wo  &  =  c  "  ist,  setzt  der 
Verfasser  diese  Wertfae  ein  und  multiplicirt  die  so  entstandenen  n 
Gleichungen  nacheinander  mit  den  resp.  Factoren  1,  *',  ifc^V- *^''"^^ 
ftlr  1  =  0,  1,  •••  «— 1.  Addirt  man  jedesmal  die  betr.  n  Glei- 
chungen und  summirt  die  Coefficienten  nach  der  Formel 

(je  nachdem  s  ein  Vielfaches  von  n  oder  nicht) ,  so  erhält  man 
n  Gleichungen  von  der  Form: 

At  +  An^ta'^+A7n+ta^''-\ |-ilm+«a"*  =  0, 

(wo  m^^^rn  +  p  gesetzt  ist).  Nun  werden  nach  Sylvester'«  dia- 
lytischer  Methode  die  Bedingungen  der  Existenz  von  2,  und  nach 
Euler's  Methode  die  von  den  obigen  n  simultanen  Gleicboogen 
in  Form  von  Determinanten  dargestellt.  Den  Schluss  bildet  die 
Aufgabe:  „Aus  den  w— »4-2  gegebenen  Coefficienten  eines  Poly- 
noms F(a?)  vom  m*^"  Grade,  die  übrigen  w— 1  Coefficienten  so  zu 
bestimmen,  dass  das  Polynom  einen  Factor  von  der  Form  (a?*-ö*) 
hat;  auch  soll  a**  bestimmt  werden."  M. 

A.  BoNOLis.  Alcune  formole  ricavate  da  quelle  di  New- 
ton pel  calcolo  delle  funzioni  simmetriche  -«empUci 
delle  radici  d'  un'  equazione.  Battagiini  G.  XI.  a2i-a33. 

Fs. 

J.   DiEKMANN.      Zur  Theorie  der  Gleichungen  zweiten 

Grades.     Hoffmann  Z.  IV.  392-403. 
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Der  Verfasser  erklärt  die  quadratische  Gleichung  durch  das 
Zusammenfallen  zweier  von  einander  abhängigen  Punktreihen  in 
2  Ponkten,  um  dadurch  zu  zeigen,  dass  wir  naturgemäss  zur 
Losung  in  Form  der  Dififerenz  zweier  Quadrate  geführt  werden. 

H. 

E.  Münster.   Om  en  eiendommelig  algebraisk  OpWaning 

af  Cubiske  Ligninger.      Nyt  Magazin  1873.  23-38. 

Die  Gleichung  dritten  Grades  wird  vermöge  einer  biquadra- 
tischen  Resolvente  gelöst.  L. 

F.  W.  Fischer.     Einiges  Über  Gleichungen,  welche  auf 
reciproke  Gleichungen  zurückgeführt  werden  können. 

Qrunert  Arch  LV.  294-302. 

Die  Sätze  sind  meist  bekannt,  zum  Theil  auch  unvollständig. 

No. 

R.  Harley.     Remarks  on   Professor  Evan's  methöd  of 
solving  cubic  and  other  trinomial  equations. 

Bep.  Britt  Ass.  1873. 

Csy. 

H.  Geelmuyden.     Om  de  reelle  Röddcr  i  den  trinomiske 

Ligning  af  «'^  Grad.      Christiania  Via.  Selskab  1873.  481-484. 

Kritische  Vergleiehung  zwischen  A.  Guldberg's  Methode  zur 
numerischen  Berechnung  einer  Wurzel  in  den  trinomische^  Glei- 
chungen dritten  und  fünften  '  Grades  und  der  Gaussischen  Be- 
handlung der  allgemeinen  trinomischen  Gleichung.  L. 

3 

0.  SiMONY.    Eine  einfache  Lösung  des  Problems:  ^a  +  bi 
in  der  Form  x+yi  vollständig  darzustellen.  Qrunert  Arch. 

LV.  72-76. 
Durch  rein  elementare  Umformungen  zeigt  der  Verfasser, 


dass  die  Werthe  x,  y,  welche  ^a  +  bi  in  seine  reellen  und  ima- 
§;inären  Bestandtheile  zerlegen,  der  cubiscben  Gleichung 
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a 


x'^i]^a^''X---j-  =  0,  resp.  y'-ijV+fe^y- —  =  0 

genttgen.    Sind  a?^  y^  ein  Werthepaar,  so  haben  die  beiden  an- 
dern die  Form: 

-^i+yi/3       x,V3  +  y,  ,.    -ar.-yys   .    x.VS-y, 
2  2  '  2  "*"  2 

M. 


G.  Darboüx.     Sur   la  r^solution  de  Ti^quation  du  qua- 

tri^me   degrö.      Liouville  J.  (2)  XVIII.  220-285. 
Ausgebend  von  den  beiden  quadratischen  Formen 

rp  =  a^x^-\-ajy''+a^z*+2a^yz  +  2a^xZ'\-2a^xy, 
xfj  ==  y'— 4a?a, 

welche  die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  repräsentiren,  ver- 
folgt der  Verfasser  den  Weg,  welchen  man  einschlagen  würde, 
um  die  den  beiden  Kegelschnitten  gemeinsamen  Punkte  zu  finden, 
ohne  aber  geometrische  Betrachtungen  hineinzumischen.  Er  wird 
so  auf  leichte  Weise  zu  dem  Ausdruck  der  4  Wurzeln  einer  bi- 
quadratischen Gleichung  durch  eine  Summe  von  4  Wurzelaus- 
drücken gefuhrt.     Diese  Summe  hat  die  Form: 

worin  t\,  v^,  p^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

4m'— /m  — /  =  0, 
/,  J  die  quadratische  resp.  cubische  Invariante,  h  die  Hessiscbe 
Covariante  der  Form 

/•=  a^x*+4a,x'y  +  C)a^x*y^+4a^xy^+ay 
sind.  Aus  dem  obigen  Ausdruck  wird  nun  derjenige  für  die  all- 
gemeinste Function  einer  Wurzel  durch  eine  Summe  von  Wurzel- 
ausdrücken abgeleitet,  d.  h.  der  Ausdruck  der  allgemeinsten 
Function  einer  Wurzel,  wofür  die  Summe  der  4  Werthe  null  ist. 
Dieser  allgemeine  Ausdruck  enthält  unter  den  Wurzelzeichen  die 
Quadrate  der  Wurzeln  der  Resolvente,  und  unterscheidet  sich  da- 
durch von  demjenigen,  welchen  Aronhold  (Borchardt  J.  LH)  ge- 
geben hat.  Es  folgt  aus  jenem  Ausdruck,  dass  man  durch  blosse 
Quadratwurzelausziehung  jede  vorgelegte  biquadratische  Gleichung 
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in  eine  andere  transformiren  kann,  deren  quadratisohe  Invariante 
verschwindet.  Diese  Idee  hat  früher  Hermite  benutzt,  um  die  all- 
gemeine Gleichung  4**"  Grades  auf  solche  Formen  zu  reduciren, 
wie  sie  in  der  Theorie  der  Dreitheilung  der  elliptischen  Functio* 
nen  auftreten,  und  darauf  die  Lösung  der  biquadratischen  Glei* 
chungen  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  zu  basiren«  (Vgl. 
Hermite:  Sur  la  throne  des  öquations  modulaires  etc.  Paris  1859| 
p.  17).  M. 

A.  Eni^eper.     Notiz  über  die  biquadratische  Gleichung. 

Schlömilch  Z.  XVIII.  98-96. 
Bringt  man  die  biquadratische  Gleichung 

1)    ax*+  4bx*+  6cx'+  4dx  +  e  =  0 
auf  die  reducirte  Form 

5)    y*-  6Hy'+ 4Gy  +  a'I--  3fl*  =  0, 
80  ftlhren,  wie  Ball  (Quart.  J.  1866,  VII,  6  und  358)  gezeigt  hat, 
die  Auflösungsmethoden  von  Ferrari,  Simpson,  Euler,  Descartes, 
Lagrange  und  Cauchy  sämmtlich  auf  die  Resolvente 

6)    »»— /»  +  2L  =  0, 
wo  /  die  quadratische,  L  die  cubische  Invariante  der  biquadra- 
tischen Form  1)  ist.    Dasselbe  weist  Herr  Enneper  nach  fQr  die 
Methode  von  Schlömilch  (Schlömilch  Z.  VIII,  223),  welche  darin  be- 
steht, die  allgemeine  Gleichung  4**"  Grades  auf  die  Form 

7)    l*+l+4m(<'+0  +  6fi<*  =  0 
zu  bringen. 

Femer  zeigt  Herr  Enneper,  dass  man  die  Gleichung  1)  durch 
die  Substitution: 

ax^+  Qat+ib^x  =  u,    at^+  4bt  +  4c  =  p 
in  eine  Gleichung*  von  derselben  Form 

u*+4Bu'+QCu'+4Du  +  E  =  0 
transformiren  kann,  deren  quadratische  Invariante  verschwindet, 
wenn  p  durch  die  Gleichung 

/p'— 12Lp  +  |r  =  0 
bestimmt  wird.    Setzt  man  noch 
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SO  gelangt  man  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

d.  b.  von  der  Fprm,  welche  Hermite  (Sur  la  th^orie  d.  6qu.  mod. 
p.  21)  benutzt,  um  die  Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades 
durch  elliptische  Functionen  auszudrücken.  M. 


C.  MoRKAU.     Solution  de  la  question  526.     Noav.  Ann.  2) 

Xn.  437^39. 

Wenn  die  Gleichung 

ax*  +  46a?'  +  6cx^  +  4dx  +  6  =  0 

eine  doppelte  Wurzel  o  hat  und  man  setzt: 

(ae~4bd  +  3cy 
{ace- 
80  ist: 

a  =  4 

(Bekannt).  Pr. 

S.  GuNDELFiNGER.  Auflösung  eines  Systems  von  Glei- 
chungen, worunter  zwei  quadratisch  und  die  übrigen 
linear.     Schlömilch  Z.  XVIII.  543552. 

Die  beiden  quadratischen  Gleichungen  sind 
f—zübikXiXk^O,  y~2'c,*ir/a?A  =0; 
durch  Einffthrung  von  aa  =  b,k  —  Ica  und  yj  =  UaikXiXt  wird  die 
Resultante  des  Systems  aus  der  von  ^  und  der  linearen  Glei- 
chungen abgeleitet.  Letztere  erscheint  in  Form  einer  Deter- 
minante =  —  {F—2kX  +  k^0)  und  dann  ist  F<P—X*  bis  auf  einen 
Constanten  Factor  die  gesuchte  Resultante  des  vorgelegten  Systems. 
Dieselbe  wird  dann  mit  Hülfe  einer  der  oben  benutzten  ähnlichen 
Determinante  in  ihre  vier  linearen  Factoren  zerlegt.  Specielle 
Fftlle.  No. 


*       (ace+2bcd—ad'  —  eb*- 

-c')« 

dM             dM            dM 

dM 

da         5    db         2    de 

1    dd 

dM  ^  2   dM  "  3   dM  ' 

~  4   dM- 

db              de             dd 

de 
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A.  BoNOLis.  Kisoluzione  di  2n  equazioni  con  2n  incog- 
nite  che  si  presentano  in  alcune  quistioni  di  mecca- 
nica  applicata  alle  costruzioni.   Battagiini  G.  xi.  38*42. 

Die  Gleichungen  sind: 


=a. 


Vi  =«i-yo 


a?— i=a*-i— W-2y«-2— 26i_2iP«-2,  y«-i=a«-.i— 2fti_2y«-2— 36i-2aJ»-2 
0  =a»— 64-iy„-i— 2fti-ia:n-i,  ffn  =  a«— 26i_iy«-i— 36i-ia?»-i 
zwischen  den  Unbekannten  a?,,--  Xn^i]  V^y"*  Vn-  No. 

A.  Gebhardt.  Die  Auflösung  dreigliedriger  algebrai- 
scher Gleichungen  durch  Reihen,  mit  einer  Tabelle 
von  logJXa?)  für  a?  =  l,00  bis  10,99;  11,0  bis  100,9; 
101,5  bis  199,5;  200—500.    Pr.  LeipBig. 

Det  Herr  Verfasser  bringt  die  Gleichung  auf  die  Form 
ajf>-fa5-«  =  y  nnd  entwickelt  dann  x  nach  der  Lagrange'schen 
Reihe  einmal  nach  steigenden,  dann  nach  fallenden  Potenzen 
von  y,  deren  Coefficienten  F- Functionen  enthalten.  Auf  die  Ta- 
bellen folgen  mehrere  durchgeführte  Beispiele.  No. 

J.  WoLSTENHOLME.  On  systcms  of  porismatic  equations, 
algebraical  and  trigonometrical.   Proc.  of  L.  M.  8.  IV.  312-820. 

Es  sei 

F  {x,y)  =    (a+fr'y  +  Cy') 

+a?(V  +  cy+ay) 

+x\&+a'y+by'). 

Wenn   F  (x,  y)    eine    symmetrische    zweifach  -  quadratische 

(quadriquadric)  Function  von  (x,y)  ist,  dann  ist,  wie  bekannt, 

das  System  der  Gleichungen  F(y,Ä)  =  0,  F(»,  aj)  =  0,  F(a?,y)=0, 

(wenn  x,y^i  ungleich  sind)  porismatisch,    d.  h.  entweder  giebt 

es  gar  keine  Lösungen,  oder,   wenn  einer  bestimmten  Relation 

zwischen  den  Coefficienten  genügt  ist,  lässt  sich  die  dritte  Glei* 

chang  ans  den  beiden  anderen  ableiten,    und  es  giebt  unendlich 

6* 
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viele  Lösungen.    Dasselbe  gilt  für  ein  System  von  beliebig  vielen 
solcher  Gleichungen,  wie  auch  für  trigonometrische  Gleichungen 
von  der  Art 
acos /?cösy+6sin/?8iny+^' (8^*1/'+ sin  y) 

-{'b'{coBß+  cos/)  +  c'8in(/?+y). 
Der  Verfasser  untersucht  diese  Sätze  für  Systeme  von  3,  4^  5 
algebraischen  und  3  oder  4  trigonometrischen  Gleichungen. 

Cly.  (0.) 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 

L.  KaoNECKER.      Sur   la  thdorie  alg^brique   des  formes 

quadratiques.     Darboux  Bull.  IV.  256-271. 

Auszug  aus  der  Arbeit  in  d.  Berl.  Monatsb.  1872,  490- oOi 
über  welche  F.  fl.  M.  IV.  p.  51  berichtet  worden  ist.  0. 

P.  Bachmann.  Untersuchungen  über  quadratische  Formen. 

Borchardt  J.  LXXVI.  331-341. 

Es  handelt  sich  um  die  Substitutionen,  durch  die  eine  Form 
in  sich  selbst  transformirt  wird. 

Sei  f  die  Form  mit  den  Coefficienten  a,  bei  denen  a,^  =  Oh 
ist,  D  ihre  Determinante,  <'"*^/>Ä,...,r*...  die  n-m*^  Unterdeterminante, 
welche   aus    der  Durchkreuzung   der    h,  i,«-    Horizontal-    und 

der    r,  «,-..    Verticalreihen    gebildet    ist;    fi(xr)  ^  j-     C    -'^ 

p-i;^j5jgrm;  jp^.  ^^  .|^.  1^,  .  Aehnliche  Bezeichnungen  mö- 
gen für  die  adjungirte  Form  F  mit  den  Coefficienten  A  und  der 
Determinante  Z>  statthaben.  Nun  sei  Xi=^Sairyr  eine  eigentliche 
Transformation  von  f  in  sich  selbst  und  yi=z2XriXp  deren  Üm- 
kehrung.      Dann    ist    aik=^ Sark  fri    und    ilrt  =  -Sa*rFr,,    ^^^^ 

r  r 

fki=^fk{ctri\  f*.  =  A(a,r)  ißt.  Dann  seien  J  und  v  <ii«  Determi- 
nanten  der  «   und  A,   so   gehen   die  Formen  /^"»-^^ (§«...)  ^^ 
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l^"*"'Klr*...)  durch  die  Substitutionen  |«=^^'"^^«...,eaV  resp. 
^r»  =  ^"*^^^tf...,r»i7^ai...  in  sieb  selbst  über.  Ferner  ist  -St"»)^^^    ^^^ 

Für  den  Fall  «  =  3  ergiebt  sich  FÄ(Är»)  =  F<(«ikr)  und 
^11  +  '''4  s  +  ^^33  =  **i  1  +  «3 1  +  «3  s  •  Setzt  man  diese  Ausdrücke 
=  2<  +  l,  so  folgt  <'+F(«ii  «a,  fij  =  1,  wobei  2ttjJP=F„—F„,.. 
18t.  Mit  Hülfe  von  t  und  u^,  m,,  «,  wird  nun  die  Transformation 
Xi  =  Satryr  ausgedrückt,  und  gezeigt,  dass  mit  Hülfe  aller  Lö- 
sungen von  p'  +  F(gj,  g„  q^)  =  1,  bei  denen  p  das  positive  Zeichen 
hat ,  auch  alle  eigentlichen  Transformationen  von  f  in  sich  selbst, 
jede  ein  Mal,  geliefert  werden.  Hierbei  ist  «,i+a2«+«8j+l  ^  0. 
Dieselben  Gleichungen  liefern  aber  auch  die  Lösungen,  bei  denen 
«,,  4-«a3+«ss+l  =  0  ist,  sofern  mau  da  nur  p  =  0  setzt.  Dieser 
letstere  Fall  entzog  sich  der  Hermite'schen  Methode.        No. 

C.  Jordan.   Sur  les  polynömes  bilin^aires.     c.  r.  lxxvii. 

1487-1491. 

Da  mit  diesem  Aufsatze  einige  andere  im  Jahre  1874  er- 
schienene in  engster  Verbindung  stehen,  werden  wir  über  die- 
selben zusammen  im  nächsten  Bande  der  Fortschritte  berichten. 

No. 

E.  BsLTRAMi.     SuUe  funzioni  bilineari.     Battagüni   G.    XI. 

98-107. 

Eine  bilineare  Form  f=:JSrgCrsXryt  kann  durch  zwei  ortho- 
gonale Substitutionen  Xr=£parp^  und  y^^JSgbgqijg  auf  die  Form 
V  =  -S'mymlm^m  gebracht  werden.    Ist 

^pCrpCsp  =  flra  HUd   SpCp-Cp,  =  l'«, 

SO  sind  y%'"  yl  die  Wurzeln  der  Gleichung: 


I^U-r  'H'ln 


^«1       "f*»n—y 


=  0  oder 


■y'--vin 


Vnl 


0. 


Die  Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen,  deren  linke  Seiten 
in  den  Coefficienten  tibereinstimmen,  sind  nicht  nur  alle  reell, 
sondern  auch  positiv.  Zur  Bestimmung  der  Substitutionscoeffi- 
cienten  dienen  die  Gleichungen 
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SpVrj,  bp,  =  ri  brs       Spb^  =  1. 
Damit  die  beiden   oi-thogooaleo  Substitutionen   identisch   seien, 
muBS  Cr,  =  Cgr  sein. 

Allgemeiner  können  zwei  bilineare  Formen 

f  =  ^raCnXrys  UUd  f  =  ünCrsXrys 

durch  die  Substitutionen  Xr  =  2parp^  und  ys  =  ^qbsqVg  ft^f  die 
Formen  q>  =  SmYm^mVm  und  y' =  -2'„,yl,^;;»i?;„  gebracht  werden. 

Zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  -^  =  ^«  dient  die  Gleichung 

P» 

5+Cjj— Ac', ,  •••  c„„  —  Ac«n  =  0.  Die  Verhältnisse  der  Coefficienten 
Ort  findet  man  aus  den  Gleichungen  Spicpr—Kopr)  a^  =  0.  Fer- 
igt  fr,,==  SpCprAp,^^   ^^  Ar,(dr,)     Atx     Coefficicnt     von 

ar#(c«)  in  der  Determinante  il  =  ^±an--a««(C  = -^±c!,-cl«) 
ist.  Fs. 

Faa  de  Bruno.     Sur  les  fonctions  sym^triques.    c.  R. 

LXXVII.  163-169. 

Der  Verfasser  theilt  eine  neue  Anordnung  der  zuerst  von 
Meyer  Hirsch  berechneten  Tafeln  der  symmetrischen  Functionen 
mit,  bei  welcher  die  Zahlencoefficienten  in  Bezug  auf  die  Diagonale 
symmetrisch  angeordnet  erscheinen.  Fs. 


uer 
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Elimination  und  Substitution, 

Determinanten,  Invarianten,  Covarianten, 

symmetrische  Functionen. 

L.  Saltel.     Application  de  la  g^ndralisation  du  principe 
de  correspondance  ä  la  throne  de  l'^iimination. 

Nouv.  Ann.  ^2)  XU.  566-570. 
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Saltel  geht  aas  von  dem  folgenden  Principe:  ^Wenn  zwischen 
fc  Punkten  einer  Geraden  eine  Abhängigkeit  derart  besteht,  dass, 
i^enn  die  Punkte  alle  bis  auf  den  i*^"  willkürlich  gewählt  sind, 
für  diesen  sich  «^  Plätze  ergeben,  so  giebt  es  «^ +»,  +  .-.+«* 
Punkte^  von  welchen  jeder  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Bezie- 
hung erfüllt  ist,  wenn  man  fUr  alle  ^Punkte  ihn  setzt^'. 

Hieraus  fliessen  eine  Anzahl  Theoreme  über  den  Grad  der 
Endgleichnng  bei  der  Elimination,  welche  sich  genau  ebenso 
durch  die  gewöhnliche  Abzählungsregel  der  Elimination  ergeben. 

Lt. 

C.  Jordan.     Memoire  sur  las  substitutions.     C.R.LXXVI. 

952-954. 
In  einer  früheren  Arbeit  (F.  d.  M.  III.  46)  hatte  Herr  Jordan 
eine  obere  Grenze  für  den  Grad  einer  primitiven  Gruppe  aufge- 
stellt, welche  eine  Substitution  von  bestimmter  Ordnung  enthält. 
Hier  wird  der  allgemeine  Fall  auf  den  zurückgeführt,  dass  die 
Ordnung  eine  Primzahl  ist.  Die  obere  Grenze  hängt  dann  nicht 
von  dieser  Zahl  selbst,  sondern  nur  von  der  Anzahl  der  Cyclen 
ab;  ist  jene  Ordnung  =  p,  und  diese  Anzahl  =  q,  so  kann  man 
2  Functionen  derart  bestimmen,  dass  pq+ff{q)  die  gesuchte  Grenze 
ist,  sobald  p>F(g)  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  neue  Ab- 
leitung für  die  Grenze  der  Transitivität  von  Gruppen.  „Ist  p 
eine  ungrade  Primzahl,  so  kann  eine  Gruppe  ,vom  Grade  p  +  k 
höchstens  &-fach  transitiv  sein,  wenn  Äe>2  ist  und  jene  Gruppe 
die  altemirende  nicht  enthält^.  „Ist  p  eine  ungrade  Primzahl, 
q  relativ  prim  zu  p  und  p"*<7<p"*+%  so  kann,  eine  Gruppe 
vom  Grade  p'^q+k  (welche  die  alternirende  nicht  enthält)  höch- 
stens &-fach  transitiv  sein^  sofern  nicht  fc<5  oder  k^q,  oder 
sofern  nicht  eine  in  der  linearen  Gruppe  vom  Grade  p"*+'»  ent- 
haltene Gruppe  besteht,  welche  mit  einer  anderen^  der  alterniren- 
den  vom  Grade  k  isomorphen,  zusammengesetzt  ist^.        No. 

G.  Janni.     Esposizione   della  teorica  delle  sostituzione. 

Parte  terza,      Battaglini  G.  XI.  1-17.  71-86.  257301. 

'    Herr  Janni  setzt  in  der  ihm  eigenthtlmlichen  Weise  (vgl 
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F.  d.M.  III.  1871.  S.  47)  die  UnterBuchungen  ttber  SubBtitationen 
fort.  Dass  er  als  Anmerkung  hinzufügt,  das  Material  „dieses 
dritten  Abschnittes^  sei  dem  Jordanischen  Werke  entnommen, 
verdient  bemerkt  zu  werden.  No. 

E.   Mathieu.      Sur  la  fonction   cinq   fois   transitive  de 
24  quantit^s.     Liouviile  j.  (2)  xvni.  25-47. 
Das  Princip,   aus   dem   die  in  der  Abhandlung  gegebenen 

Resultate  entspringen,  ist  folgendes :  Sind  p  und  q  =  ^^  Prim- 

zahlen,  a;,  =  ir„  wenn  a=»i  (mod.p),  so  giebt  es  transitive  Func- 
tionen der  p  Grössen  x^,  x^,'"  ^p-iy  die  fUr  die  Substitutionen 
(0,  l,--  P— 1)  und  (1,  ^',  g*r")  (9^  9^y"0  unveränderlich  sind; 
g  bedeutet  dabei  eine  primitive  Wurzel  von  p.  Daraus  folgt  die 
Unveränderlichkeit  für  die  Substitutionen  (z,  a*»  +  b).    Setzt  man 

nun  («p  Xg^  x^,'*')  C^gy  a?^>-*0  =  («o>^'i"*^9-0  («•^^«»•••^«-O^ 
indem  man  x^  =  x'^,  Xg»=x^y  Xg»  =  x'^,"*  setzt,  so  kann  man  die 
Xg,  Xgi'"  auf  q  Arten  mit  den  rp"  identificiren.  Nun  muss  aber 
die  für  letztere  Substitution  unveränderliche  transitive  Function 
auch  für  die  aus  den  p — 3  Grössen  gebildete  Substitution 
(a>„a?yi*,)  (x'z,  Xyu^  unveränderlich  sein,  wo  y  eine  primitive  Wur- 
zel von  q,  und  u  ein  Theiler  von  q—l  und  kleiner  als  ?  — 1  ist, 
und  die  Indices  nach  dem  Modul  q  genommen  werden.  Je  nach- 
dem nun  die  cd'  mit  den  Xg,  Xg^,'"  in  Beziehung  gesetzt  werden, 
kann  man  möglicherweise  verschiedene  Gruppen  und  Functionen 
erhalten.  Die  durch  dieses  Princip  erlangten  Resultate  sind 
folgende: 

Es  giebt  eine  zweifach  transitive  Function  von  7  OrAssen, 
welche  30  Werthe  hat  und  durch  die  Substitutionen  (a?6,a?i-a?,) 
und  (x^  x^){x^  x^)  characterisirt  ist.  Fttgt  man  eine  der  Substi- 
tutionen (^as,  r^j'jy  },  für  die  AD-  fiC quadratischer  Rest  (mod.  7) 
ist  und  welche  x^  enthält,  dazu,  z.  B. 

so  erhält  man  eine  dreifach  transitive  Function. 
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Aehnlieh  giebt  es  eine  zweifach  transitive  Function  von 
11  Grössen  mit  60480  Werthen  unveränderlich  für  (a?oi>'"^io) 
and  (a?4,x,)(a?5,a?,)(j?,o,a?,)(a?,,j:J,   von  der   man   durch   Hinzu- 

fUgung  von  x^  und  f»,   p'tn)  ^^  gleicher  Weise  eine  drei- 
fach transitive  Function  von  12  Grössen  erlangen  kann. 

Es  giebt  eine  vierfach  transitive  Function  von  11  Grös- 
sen mit  7!  Werthen,  characterisirt  durch  (x^  ^t'*^io)  ^^^ 
(a?^,a?5,a?,,a?J(a?,p,a:y,a?,,a?g),  deren  Gruppe  diejenige  der  eben  de- 

finirten  Function  umfasst.    Fügt  man  x^  und  T», j  dazu,  so 

erhält   man   eine  fünffach  transitive  Function   von   12  Grössen. 
Es  giebt  eine  vierfach  transitive  Function  von  23  Grössen, 
welche  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die  1 1  Grössen  des  er- 
sten Cydus  von 

(1,2,4,8,16,9,18, 13,3,6,12)  (5,10,20,17,11/^2,21,19, 15,7,14) 
die6-10-ll  aus  {x\x\"^x\,)  und  {pd,x',)(x\x'^){x\,x'^){x\x\) 
anwendet,  welche  eine  zweifach  transitive  Function  von  11 
Grössen  characterisiren,  sofern  man  zugleich  auf  den  zwei- 
ten Cyclus  jener  obigen  Substitution  die  aus  {x'l^^-x^^)  und 
{x'lx'l){x'[x'l){x![x'l^){x"^x'!^\  welche  auch  eine  zweifach  transi- 
tive Function  characterisiren,  anwendet.  Hiebei  muss  gesetzt  werden 

x;==a;,,a?;=j?3,aj;===a?^,a?;=aj8,a?',=j?,,,j:;==a;,,a?',==,8,a;;=a;,3, 

Aus  dieser  Function  leitet  man  durch  Hinzunahme  "von  x^ 
eine  fünffach  transitive  Function  von  24  Grössen  ab.  Es  werden 
nun  die  Formeln,  durch  welche  die  rc'  und  die  xf^  in  die  a;  über- 
geführt werden,  in  allgemeinerer  Weise  beti*achtet.  Man  erkennt 
dabei,  dass  die  zweifach  transitive  Function  aus  7  Grössen  durch 
(»,»-f-l)  und  ausserdem  eine  der  Substitutionen  (»,-— 2»'+3»'), 
(»,  »*),  (»,  --**4-2»*)  (mod.  7),  die  zweifach  transitive  von  1 1  Grössen 
durch  (»,»+1)  und  eine  der  beiden  (i»,  5z' — 4»*)»  (»^3a'— 2»*),  die 
vierfach  transitive  von  11  Grössen  durch  («,«+1)  und  eine  der 
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beiden  (»,  — 3a'+4»'),  (»,  2«'— a')  und  die  vierfach  transitive  der 
23  Grössen  durch  (»,»+1)  und  (as,  — 3»**+4»0  characterisirt 
wird.  No. 

K.  Hattendorff.     Einleitung  in  die  Determinantenlehre. 
Receusion  von  Th.  Kötteritsch.    SchlömilchZ.  xviii.Liti. 

29-ao. 

St. 

A.  Cayley.     Two  „Smith'ö  Prize"  dissertations,  Meßsenger 

(2)  U,  145-149. 
2)  Determinanten-Beispiele,   wie  Aufgaben  anzugreifen  und 
zu  beantworten  sind.  Glr.  (0.) 

O.  Hesse.     Ciclo  die  equazioni  fra  determinanti.  Battagiim 

G.  XI.  309-318. 
Siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  57.  0. 

F.  J.  Stüdnicka.   Beitrag  zur  Theorie  der  Determinanten. 

Caeopis  IL  282-286.  (Böhmisch). 
Verfasser  beweist,  dass  eine  Determinante  verschwiDdet, 
wenn  die  Differenzen  zweier  Parallelreihen  in  constantem  Ver- 
hältnisse stehen;  oder,  wenn  die  /-**"  Differenzen  der  (/+1K" 
Reihe  in  einem  constanten  Verhältnisse  sind  zu  den  tit-*®"  Diffe- 
renzen der  (m+l)-***"  Reihe.  W. 

8.  Gundelfinger.     Ein  Satz  der  Determinantentheorie. 

Schlorailch  Z.  XVIII.  312-315. 
Bekanntlich  lässt  sich  das  Product  zweier  Tetraeder- Volumina, 
ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  ihrer  Eckpunkte,  umfornaen 
in  eine  Determinante,  welche  die  Quadrate  der  Abstände  dieser 
Punkte  als  Elemente  enthält.  In  ähnlicher  Art  wird  hier  die 
aus  zwei  rechteckigen  Systemen,  in  deren  ersterer  Golonne  dorch- 
aus  das  Element  1  steht,  zusammengesetzte  Determinante  ent- 
wickelt, was  zu  einigen  bemerkenswerthen  goniometriscben 
Sätzen  führt.  St 
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S.  Günther.     Ueber  einige  Determinanten-Sätze.    Erlang. 

Ber.  1873. 

Ein  Determinanten -Satz  von  Lucas ,  im  2""'  Bd.  d.  Fortsch. 
d.  Math.  p.  281  {tusfUbrlich  mitgetheilt  —  der  übrigens  durch 
Bildung  der  Differentialquotienten  der  bezüglichen  Determinante 
sich  sofort  ergiebt  —  wird  hier  auf  zweifache  Weise  bewiesen 
und  zur  Ableitung  einer  Kettenbruch-Entwickelung  benutzt. 

St 

F.  SiACCi.     Intorno   ad  alcuue  trasformazioni  di  deter- 

minanti.      Brioschl  Ann.  (2)  y.  296-304. 
Es  sind  folgende  Sätze  bewiesen.    Es  sei 

I  flr,.  I  =  il,  I  frr,,  I  =  fi,  I  XOr^  +  l^br^  I  =  ^  (*>  l^\  (r,*,«=  1,2...  fl)} 

ferner 


• 

»M 

A    dOr^ 

f 

'•^■•^    B     dbr. 

Sa 

t 

t 

ßr^   a,^  =  *r^- 

Dann  bat 

man 

1) 

Pi^.f^)  = 

AB- 

1  ^r^  +  l*ßr^\ 

and 

P(X,li)  = 

A'L 

=  B'M, 

WO 


und 


M=z 


•  •  •  ••       • 
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Bezeichnet  man  die  Elemente  von  L,  M  kurz  mit  ha  ^r,^ 


I  A'/r,.  +  itt'm.,,  I  =  PCA,^)  P{X',  ^')  :  AB. 
3)    Sind  Lr,^,  Mr^  die  adjungirten  Elemente  zu  den  SyBtemen 
L,  M;  so  hat  man  XAL,^  f  ^Ä*r,*  =  0  oder  P{X,  /u),  je  nachdem 
r  ^  «  oder  r  =  «.  St 


G.  Janni.     Sul  pvodotto  di  due  matrici.     BattagHni  G.  xi. 

357-358. 

Beweis  des  Satzes  über  das  Product  zweier  Determinanten. 

No. 

Vj.  Jse.     Sul  gradü  della  risultante.   BattagUni  G.  XL  253. 


Es  sei 


wenn  o^^=am-;.,  sobald iw^A,  und  (4^^  =  0,  sobald  w<Ai8t. 
Äehnlich  für  b\f^.  Dann  ist  das  erzeugende  Diagonalglied  der 
zweiten  Determinante  a,  a\  a  ^--olüli^-^  *»+i"*6fc*^;  hieraus  lässt 
sich  die  Summe  mn  der  Indices  fUr  die  a  und  b  bilden.     No. 


G.   Bauer.      Bemerkungen  über    einige    Determinanten 
geometrischer  Bedeutung.     Münch.  Ber.  1873.  343. 

Herr  Bauer  beabsichtigt  in  dieser  Hittheilung  die  von  Staudt, 
Joachimsthal,  Kronecker,  Cayley  u.  a.  ttber  DreiecksflftcheD; 
Tetraedervolumina  etc.  gegebenen  Determinantensätze  zu  verall- 
gemeinern, jedoch  nicht  im  Sinne  einer  Ausdehnung  auf  beliebig 
viele  Dimensionen,  sondern  so,  dass  er,  im  Gebiete  der  Euclid'- 
sehen  Geometrie  bleibend,  an  die  Stelle  der  Punkte  Kugeln  und 


a,  o,  a,- 

o.  o,   o,... 

0  a,a,... 

<  a;   a'.... 

0  0  o.- 

o','  o'.' «;'... 



= 



6.6.6,... 

6,  6,  6... 

0  6.6,... 

K  K  K ... 
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an  die  Stelle  der  den  Tetraedern  umschriebenen  Kugeln  die  Or- 
tbogonalkugeln  jener  KugeUSysteme  treten  Iftsst. 

Es  sei  A^  il,  il,  A^  ein  Tetraeder,  A^  ^2  =  ^i2>  ^i  -^s=^ijj 
i4,  i4,  =  9„,  das  Volumen  V,  so  ist,  da  0,^=0*,  ist,  einem  be- 
kannten Satze  zufolge 


0 

1111 

1 

0     d],d],r] 

Ä=288r  = 

l 

dUO    dj.r; 

1 

dJ.dJ.O     r] 

1 

r\  rl   r\  0 

^ö  ''ii  »"i)  ^g  bezüglich  gleich  A^  A^,  A^  A^,  A^  A^  ist.  Ist  A  der 
FULcheninhalt  der  Grundfläche,  h  die  Länge  des  von  A^  auf  diese 
gefällten  Lothes,  so  ist 

Ä  =  +,  32q'J\ 

Es  wird  nun  untersucht,  welche  geometrische  Bedeutung  der 
Grösse  R  zukomme,  wenn  rechts  vom  Gleichheitszeichen  das  po- 
sitive statt  des  negativen  Zeichens  stände.  Es  zeigt  sich,  dass 
alsdann  R  =  —  32^'^/*  ist,  unter  q  den  Radius  eines  Kreises  ver- 
standen, welcher  die  mit  den  Halbmessern  r^  r,^  r,  bezüglich  um 
die  Punkte  A^,  A^,  A^  in  dieser  Ebene  beschriebenen  Kreise  sämmt- 
lich  rechtwinklig  schneidet. 

Bilden  ebenso  die  Mittelpunkte  von  4  Kugeln  mit  den  Ra- 
dien fj,  r„  r,,  r^  dais  Tetraeder,  dessen  Inhalt  Fist,  dessen  6  Seiten- 
kanten durch  d,„  d,,,  d,^,  d,,,  d,^,  d^^  (dik^dn)  bezeichnet  wer- 
den, so  ist  der  Radius  einer  diese  4  Kugeln  rechtwinklig  schnei- 
denden Kugel  durch  die  Gleichung 

0  11111 

1  0    d],d],d\r] 

1  rfJ.o  d;,dj,r; 


24*.F'.ß'  = 


1    d:,dj,0    di,r 

1  d:,d:.d;.o  r 

1    r]   r?    rl    r!    0 


,2 


gqseben.    Diese  Formeln  sind  vollständig  neu. 

Von  denselben  wird  dann  weiter  eine  Reihe  Anwendungen 
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gegeben;  auch  die  rein  geometrische  Bedeutung  einer  analog  der 
obigen  zusammengesetzten  Determinante  vom  n*''"  Grade  wird 
erörtert;  jedoch  gestattet  die  ohnehin  knappe  Behandlung  mit 
ihrem  Formel-Reichthum  nicht  wohl,  Einzelnes  herauszuheben. 

Als  eine  Thatsache  von  allgemeinerer  Bedeutung  ffir  die 
wissenschaftliche  Erkenntniss  können  wir  uns  aus  der  vorliegen- 
den Arbeit  dies  abstrahiren,  dass  die  Substituirung  des  Buchstabens 
n  in  Ausdrucken  der  Geometrie  nicht  nothwendig  eine  Deatung 
derselben  im  Sinne,  Grassmann's  erfordert,  sondern  auch  ohne 
Verlassen  der  „gewöhnlichen"  Raumanschauung  erfolgen  kann. 

Literatur:  Kronecker,  Bemerkungen  zur  Determinantentheorie, 
Borchardt  J.  LXXII.  152,  s.  F.  d.  M.  II.  80;  Siebeck,  Ueber  die 
Determinante,  deren  Elemente  die  Quadrate  der  16  Verbindungs- 
linien der  Eckpunkte  zweier  beliebiger  Tetraeder  sind,  ib.  LXIL 
151.  •  Gr. 

F.  J.  Stüdnicka.  Geometrische  Anwendung  einiger  Lehr- 
sätze von  den  Determinanten.    Gasopis  ii.  (Böhmisch). 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  3. 

Gram.     Forsög  paa  en  elementar  üdvikling  af  Invariant- 
theoriens  Grmidsaetsninger.  Zeuthen  Tidsakr.  (3)  iii.  i. 

Es  wird  durch  eine  elementare  Entwickelung  gezeigt,  wie 
die  Invarianten  durch  Anwendung  der  Transformation  der  alge- 
braischen  Functionen  entstehen.  Die  Sätze  sind  bekannt,  die 
Beweise  aber  neu  und  alle  elementar.  Hn. 

S.  GuNDELPiNGER.     Erweiterte  Fassung  eines  von  Clebsch 
aufgestellten  Uebertragungsprineips.    Clebsch  Ann.  vi.  16-23. 

Das  Clebsch'sche  Ränderungsprincip,  welches  -unmittelbar 
gestattet,  die  bei  weniger  Veränderlichen  aufgestellten  Formen, 
fttr  mehr  Veränderliche  zu  verwerthen,  wird  vom  Verfasser  in 
allgemeinerer  Weise  formulirt,  als  seither  geschehen  war,  und 
insbesondere  dazu  Verwandt,   Systeme   von   n— 1    Gleichungen, 
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von  welchen  n — 2  in  den  n  homogen  vorkommenden  Unbe- 
kannten linear  sind,  während  die  letzte  bezüglich  vom  2*^'\  S*^*" 
und  4"*"  Grade  ist,  in  symmetrischer  Weise  aufzulösen. 

Kln. 

P.  60RDAN.     üeber  die  Auflösung  linearer  Gleichungen 
mit  reellen  Ooefficienten.     oiebsch  Ann.  vi.  23-28. 

Es  handelt  sich  um  die  Bedingung,  die  erfüllt  sein  muss, 
damit  ein  System  von  s  linearen  Gleichungen  mit  r  Unbekannten 
positive  Werthe  der  letzteren  als  Lösung  zulftsst,  und  weiter  um 
die  Frage,  wie  man  die  einfachsten  solcher  ganzzahligen  Lösungen 
findet,  wenn  die  bezügliche  Bedingung  erfUUt  ist  und  die  Coef- 
ficienten  der  Gleichungen  selbst  ganzzahlig  sind.  Ein. 

J.  RosANBS.     üeber  Systeme  von  Kegelschnitten. 

CUbsch  Ann.  VI.  264-313. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.    C.  Kln. 

J.  RosANES,     üeber  ein   Princip  der  Zuordnung  alge- 
braischer Formen.    Borchardt  J.  LXXVI.  312-331. 

Dieselbe  Relation  des  Conjugirtseins  zweier  algebraischer 
Formen,  welches  den  Verfasser  bereits  in  dem  oben  citirten  Auf- 
sätze zu  schönen  Resultaten  geführt  hatte,  wird  nunmehr  von 
ihm  auf  binäre  und  ternäre  Formen  beliebigen  Grades  angewandt. 
Wir  citiren  z.  B.  folgende  Sätze,  die  wir  aus  einer  grossen 
Zahl  gleich  interessanter  herausgreifen,  die  alle  durch  dasselbe 
Princip  sehr  einfach  bewiesen  werden:  „Jede  binäre  Form  un- 
graden  Grades  lässt  sich  linear  aus  den  n*''"  Potenzen  ihrer  Li- 
nearfactoren zusammensetzen^.     „Die  Gleichung  einer  Curye  n^^' 

Ordnung  kann  als  Summe  von  — ^        **'**"  Potenzen  linearer 

Ausdrucke    dargestellt   werden,    die,    gleich   Null   gesetzt,    die 

—   n^        Verbindungslinien  eines  Systems  von  n  Punkten  vor- 

rtellen,  wie  es  vom  Verfasser  als  conjugirtes  Polsystem  der  Curve 
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bezeichnet  wird**.  Auch  sei  hervorgehoben,  dass  diese  Unter- 
suchungen mit  denjenigen  von  Paul  Serret  (Oöomötrie  de  diree^ 
tion.  Paris  1870)  und  den  neuen  mechanischen  Betrachtangen 
von  Reye  (Borchardt  J.)  in  enger  Beziehung  stehen. 

Kln. 

A.  Clebsch  und  P.   Gobdan.     üeber  cubische  teniäre 

Formen.     Clebsch.  Ann.  YI.  436-512. 

Mit  der  Veröffentlichung  der  vorliegenden  Abhandlung  ver- 
folgten die  Verfasser  ein  Ziel,  das  sie  in  der  Einleitung  selbst 
folgendermaassen  bezeichnen :  ^ Wir  dürfen  es  nun  wohl  als  Zweck 
der  vorliegenden  Arbeit  betrachten,  den  Formenzusammenbang 
aller  für  die  Theorie  der  temären  cubischen  Formen  nothwen- 
digen  Bildungen,  gestützt  auf  die  Methode  der  symbolischen  Rech- 
nung, elementar  nxxä  vollständig  darzulegen.  Auf  solche  Weise 
hoffen  wir  es  zu  erreichen,  dass  fttr  weitere  Arbeiten  eine  allge- 
mein zugängliche  Grundlage  existirt,  auf  welche  man  bei  späteren 
Untersuchungen  sich  beziehen  kann";  —  Da  sonach  eine  Ab- 
leitung specifisch  neuer  Resultate  nicht  in  der  Absicht  der  Ver- 
fasser lag,  so  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  dabei  auch  die  geo- 
metrische Deutung  der  erhaltenen  algebraischen  Resultate  unbe- 
rücksichtigt blieb,  und  im  Uebrigen  auf  die  Abhandlung  rer- 
wiesen.  Kln. 

H.  J.  8.  Smith,     Arithmetical  notes.    Proc.  of  L.  M.  s.  iv, 

286-253. 

Die  Arbeit  hängt  mit  des  Verfassers  Abhandlung  in  den 
Phil.  Trans.  CLI  293—326  „On  Systems  of  linear  indeterminate 
equations  and  congruences"  zusammen.  I.  lieber  arithmetiscbe 
Invarianten  von  rechtwinkliger  Determinante,  deren  Glieder  ganze 
Zahlen  sind. 

Angenommen  \\aiß\\  stelle  eine  rechtwinklige  Determinante 
vom  Typus  rx(w  +  m)  dar,  und  es  sei  Vi  *®^  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  der  niedrigeren  Determinanten  der  Ordnung 
S,  welche  aus  der  Determinante  abgeleitet  werden  können.    Die 
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2^hlen  v«i  V«-i"*Vi  ^^^  ^^^  arithmetiBchen  Invarianten  der 
Determinante.  Bewiesen  soll  der  folgende  Satz  werden:  {A.)  Der 

Brach  ^fz±  igt  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Brüche, 

die  man  dnrch  Theilnng  jeder  niederen  Determinante  von 
der  Ordnung  S  durch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
ihrer  nächst  höheren,  erhalten  hat;  oder  was  dasselbe  ist,  die 

ganze  Zahl    ^*    ist  der  kleinste  gemeinscbaftliche  Nenner  die- 

ser  Brüche. 

U.  üeber  Systeme  linearer  Congruenzen.  Cly.  (0.) 


PorUchr.  d.  M«th.  V.  l. 
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Dritter  Abschnitt 

Zahlentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 
S.  Dickstein.     Ueber  Kennzeichen  der  Theilbarkeit. 

Hoffmann  Z.  IV.  404-406. 

C.  Masing.     Von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen.    Hoffmano 

Z.  IV.  407-411. 

Durch  Addition  oder  Subtraction  eines  geeignet  -  vielüachen 
der  Einerziffer  zu  den  Zehnern  lässt  sieh  eine  Zahl  von  einer 
Ziffer  weniger  herstellen,  die  mit  der  gegebenen  Zahl  gleich- 
zeitig durch  einen  bestimmten  Divisor  theilbar  ist.  Die  Theil- 
barkeit der  reducirten  Zahl,  die  also  doch  immer  zu  versuchen 
bleibt,  heisst  hier  das  Kennzeichen.  Im  Grunde  ist  es  nur  eine 
Division,  halb  von  unten,  halb  von  oben.  H. 

J.  C.  V.  Hoffmann.     Zum  Theilbarkeitsmerkmal  der  8. 

Hoffmann  Z.  IV.  411. 

Es  reducirt  sich  bekanntlich  auf  die  Theilbarkeit  des  zwei- 
ziffrigen  Bestandtheils  mit  Beachtung  der  vorhergehenden  Ziffer. 

H. 

E.  Hain,     lieber   die  Theiler  einer  Zahl.     Gfunert   Arcii. 

LV.  290-294. 
Hat  eine  Zahl  am  Theiler  (1  und  a  ausgeschlossen),  so  ist 
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ihre  m*''  Potenz  gleich  dem  Quadrate  des  Productes  aller  Theiler. 
Aus  diesem  Satze  wird  eine  Reihe  einfacher  und  schon  bekannter 
Sätze  abgeleitet.  No. 

D.  Andre.     Thöorfeme  d'arithinologie.     Nouv.  Ann.  (2)  XIL 

521-522. 

Ist  A"-\~Bß  eine  Primzahl,  so  muss  der  grösste  Theiler  von 
a  und  ß  die  Einheit  oder  eine  Potenz  von  2  sein.  Als  CoroUar 
folgt  dass  A^+1  nur  ftlr  «  =  2''  eine  Primzahl  sein  kann. 

No. 

E.  Folie.      Nouvelle  manifere    de   präsenter  la  thöorie 
de  la  divisibilit^  des  nombres.    Mem.  de  Liege.  (2)  IIL  85-96. 

Der  Verfasser  nennt  einen  Bruch  irreducibel,  der  sich  nicht 
auf  einen  anderen  mit  kleineren  Zahlen  im  Zähler  und  Nenner  zu- 
rückfuhren lässt.  Er  beweist  dann  folgende  bekannten  Sätze:  1)  Ein 

irreducibler  Bruch  -r-  kann  -j-  nur   gleich   sein,   wenn  m  eine 

ganze  Zahl  ist.  2)  Ein  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  relativ  prim 
sind,  ist  irreducibel.  3)  Wenn  eine  Zahl  ein  Product  von  2  Factoren 
theilty  zu  dessen  einem  Factor  sie  relativ  prim  ist,  so  muss  sie 
den  anderen  theilen.  4)  Wenn  N=AB+C,  p  =  aB-\-c,  wo  B  die 
Basis  eines  Zahlensystems  ist,  wenn  ferner  ak!±ck  gleich  einem 
Vielfachen  von  p  ist,  so  wird  N  durch  p  theilbar  sein,  unter  der 
Bedingung  dass  Ak'±Ck  =  mp,  und  vorausgesetzt,  dass  die  ganzen 
Zahlen  a,  c,  k,  k*  nicht  Vielfache  von  p  sind.  Daraus  ergeben 
sich  leicht  Kennzeichen  der  Theilbarkeit.  Mn.  (0.) 

W.  Shanks.     On   periods  in   the  reciprocals  of  primes 

(second  paper).      Messenger  (2;  III.  52-55. 

Empirische  Regeln  zur  Bestimmung  der  Anzahl  von  Stellen 
in  den  Perioden  der  reciproken  Werthe  einer  zusammengesetzten 
Zahl.  Die  Hauptregel,  dass  wenn  p  eine  ungrade  Primzahl 
ausser  3  und  5  ist,  die  Anzahl  der  Stellen  des  reciproken  Wer- 
thes  von  p»  gleich  ap«-^  ist,  wo  a  die  Anzahl  der  Stellen  in  der 

7» 
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Periode  des  reciprokea  Werthes  von  p  ist,  ist  augenau,  z.  B. 
j^  hat  486  Stellen  in  der  Periode  ebenso  wie  — ^  (siehe  Des- 
marest,  Theorie  des  nombres,  Paris  1852.  p.  295).       Glr.  (0.) 


DiTTMAR.  Zur  Theorie  der  Reste,  insbesondere  derer 
vom  dritten  Grade,  nebst  einer  Tafel  der  cubiscLen 
Reste  aller  Primzahlen  von  der  Form  6«  + 1  zwischen 
den  Grenzen  l  bis  100.     Fr.  Berlin. 

Im  ersten  Abschnitt  werden  einige  allgemeine  Sätze  über 
Potenzreste,  im  zweiten  über  solche  dritten  Grades,  im  dritten 
allgemeinere  zahlentheoretische  Sätze  mitgetheilt.  Neu  ist  nichts. 

No. 

P.  Pepin.     Snr  Ics  residus  de  cinqnjfeme  puissancc. 

C.  R.  LXXVI.  151-15G. 

Sei  p  =  5t+l  ©i^iö  Primzahl,  l  relative  Primzahl  zu  iV, 
5A^1  raod5;  «  eine  primitive  Wurzel  von  p;  a'*^g,  a'^^=f 
(modp).  Dann  gehört  jede  nicht  durch  p  theilbare  Zahl  zu 
einer  Klasse  (•)...  f\  f%  ^9%-  f'g^-K 

Sei  ferner  g*  =  1,  und  q  eine  primitive  Wurzel, 

9(?)=«o+«i  e+--+fl4e* 

der  bekannte  Factor  von  p,  für  den  y(p)  •  (p{Q*)  =  p.    Sei  endlich 

v(?)=9(?')-y(e)*:p'- 

Für  p,  =5/, +  1  mögen  a^,  3,,  A^,  f^  die  entsprechende  Be- 
deutung haben , .  und  c  der  kleinste  Rest  von  l^  (mod.  5)  sein. 
Dann  bestehen  folgende  Theoreme: 

Die  Klasse ,  der  p^  unter  den  Nichtresten  von  p  angehört, 
hat  denselben  Index  «,  wie  diejenige,  welcher  V'C/')  (mod.  p,)  un- 
ter d^n  Nichtresten  von  p^  angehört. 

p,  ist  Rest  oder  Nichtrest  fünfter  Potenz  flir  p^  jenacbdem 
V(/)  (mod.  pj  es  für  pj  ist 

Die  Zahl  2  ist  Rest  oder  Nichtrest  fünfter  Potenz  ftlr  p,  je- 
nacbdem Og  ungrade  oder  grade  ist.  Im  zweiten  Falle  ist  einer 
der  andern  Coefficienten  a^  ungrade  und  die  andern  sind  grade. 
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Dann  gehört  2   zur   Klasse   (i),    welche   durch   die  Congruenz 
i  =  2e  (mod.  5)  bestimmt  ist. 

Die  Zahl   3   ist  Best  oder  Nichtrest   nach  p,  jenachdem 

a,(a^— ö|— 03)  + (öl— flj)(aa--öj +  ^1^3 — 1   durch  3  theilbar  ist 
oder  nicht. 

Es  folgen  einige  Sätz^  über  Zahlentheorie  folgender  Art: 

Kein  Kubus  kann  von  der  Form 

r(r+  1)+  3,5,  7, 11, 17,41,61,  77,85, 115 
sein.  No. 

S.  Bealis.     Scolies  pour  un  th^or^me  d'arithm^tique. 

Nonv.  Ann.  (2)  XII.  212-223. 
Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  werden  die  Besultate  des 
ersten  erweitert.  Bef.  giebt  daher  nur  die  allgemeinere  Form. 
Jede  Zahl  8n-}-2^  8fi-}-3,  Sn  +  A  ist  als  Summe  dreier  Quadrate 
darstellbar.  Jede  Zahl  4n+2  ist  die  Summe  von  vier  Quadraten, 
deren  eins  unter  den  der  Grösse  nach  möglichen  beliebig  gewählt 
werden  kann.  Auf  diese  beiden  Lemmata  gründen  sich  folgende 
Sätze:  Jede  Zahl  4n+2  ist  die  Summe  von  vier  Quadraten,  deren 
Wurzeln  mit  passenden  Zeichen  versehen  eine  der  Zahlen 
0,  2,  4,"-2jM.  als  vorgeschriebene  Summe  haben,  wobei  fi^  das 
grösste  Quadrat  unterhalb  4n+2  ist  Jede  ungrade  Zahl  ist  als 
Summe  von  vier  Quadraten  darstellbar,  bei  denen  die  Differenz 
zweier  als  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,--fi  bestimmt  werden  kann. 
Jede  ungrade  Zahl  ist  die  Summe  von  vier  Quadraten,  deren 
Wurzeln  als  Summe  eine  vorgeschriebene  der  Zahlen  1  ^  3, 5,  •  •  •  2/i + 1 
haben.  Die  Bedeutung  von  fi  in  den  beiden  letzten  Sätzen  ist 
ersichtlicb.  No. 

0.  Callandreaü.     Solution  de  la  question  1001. 

Nouv.  Ann.  (2)  XIL  450-451. 

Wenn  a  und  m  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  der  Ausdruck: 
(o'  +  o)  [(g  +  1 Y^^  —  g^*-^] 
m— 1 
niemals  die  m*""  Potenz  einer  ganzen  Zahl  und  der  Ausdruck: 
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m(a'  +  a)  [ja  +  lY'"^  —  a"'-^) 

niemals  eine  ganze  Zahl.  Pr. 


J.  W.  L.  Glaisher.    Mathematical  notes.     1)  An  arith- 

metical  proposition.     Mesaenger.  (2)  II.  188-19Q. 
Der  Satz  sagt:  In  dem  Zahlensystem  mit  der  Basis  r  sei 

^^^-liya  =0,0123. ..(r--3)(r--.l). 

Die  Periode  besteht  aus  allen  Zahlen  der  Reihe  nach,  r — 2 
ausgenommen,  welches  übergangen  wird;  z.  B.  ist  in  der  gewöhn- 
lichen    Zahlenreihe     ^  =  0,012345679.  Glr  (O) 


H.  V.  Pessl.     Ueber  eine  besondere  Art  magischer  Qua- 
drate.   Pr.  Amberg. 

Unter  einem  magischen  Quadrat  versteht  der  Verfasser  ein 
schachbrettartig  eingetheiltes  Quadrat,  in  dessen  einzelne  Zellen 
die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  so  einzuordnen  sind,  da»s 
die  Summen  aller  horizontalen  und  vertikalen,  sowie  der  beiden 
Diagonalreihen  die  nämliche  Zahl  ergeben.  Es  wird  dann  ge- 
zeigt, dass  diese  Festsetzung  mit  der  gewöhnlichen  Definition 
identisch  ist. 

Der  Umstand,  dass  hiebei  gewisse  Felder,  nämlich  die  von 
den  Diagonalen  durchkreuzten,  vor  den  übrigen  einen  gewissen 
Vorrang  behaupten,  insofern  sie  bei  der  algebraischen  Auffassung 
der  Aufgabe  in  ;i  bezüglich  4,  letztere  dagegen  nur  in  zwei  Be- 
dingungsgleichungen auftreten,  hat  nun  den  Herrn  Verfasser  be- 
wogen, eine  neue,  alle  Felder  gleichmässig  treffende  Bedingung 
hinzutreten  zu  lassen.     Zu  diesem  Zwecke  betrachtet  er  einen 

Kreiscylinder  von  der  Höhe  a  und  vom  Radius  — ,   —  unter  a 

die  Seite  eines  gewöhnlichen  magischen  Quadrates  verstanden  — 
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und  denkt  sich  dies  letztere  hierauf  um  die  Mantelfläehe  des 
Cylinders  gewickelt.  Auf  dem  Cylinder  entstehen  dann  vier- 
eckige bezüglich  von  Kreisbogen  und  Geraden  begrenzte  Felder, 
durch  deren  jedes  zwei  schraubenförmig  um  den  Cylinder  laufende 
Curven  als  Diagonalen  gehen.  Die  Aufgabe,  welche  gelöst  wird, 
läset  sich  dann  so  formuliren: 

„In  ein  —  als  in  sich  zurückkehrende  Cylinderfläche  auf- 
zufagsendes  —  durch  Horizontal-  und  Vertikallinien  in  je  n  Zeilen 
oder  in  n^  quadratische  Felder  getheiltes  Quadrat  die  natürlichen 
Zahlen  von  0  bis  (n — 1)  so  einzuschreiben,  dass  man,  von  irgend 
einenoi  Felde  ausgehend  und  irgend  eine  der  von  ihm  zu  den 
acht  Feldern  gezogenen  Zeilen  verfolgend,  stets  dieselbe  Summe 

^_   (n-l)>i(n+l) 
*~  2 

der  eingetragenen  Zahlen  erhält^'.  Die  Auflösung  dieses  Problems 
ist  in  mehrfacher  Beziehung  interessant,  und  zwar  stützt  sie  sich 
auf  folgende  Ueberlegung,  zunächst  nur  gültig  für  n  =  5. 

Unterscheidet  man  zwischen  bestrichenen  und  nicht  bestriche; 
nen  Feldern,  so  gehören  zu  den  ersteren  alle  mit  einem  be- 
stimmten Felde  in  derselben  orthogonalen  oder  diagonalen  Rich- 
tung gelegenen,  zu  den  letzteren  die  übrigen.  Dann  lässt  sich 
zeigen,  dass  zwei  beliebige  orthogonal  oder  diagonal  zusammen- 
hängende Felder  zwei  nicht  bestrichene  Felder   gemein  haben. 

Nun  besteht  der  für  die  folgende  Untersuchung  grundlegende 
Satz,  dass  die  Summe  zweier  in  zusammenhängenden  Feldern 
stehender  Zahlen  der  Summe  der  jenen  beiden  nicht  bestrichenen 
Feldern  oinbeschriebenen  Zahlen  gleich  sein  muss.  Den  Beweis 
liefert  eine  einfache  Rechnung. 

Bezeichnet  man  jetzt  irgend  ein  Feld  des  magischen  Cylin- 
ders mit  0,  so  bilden  die  mit  0  nicht  zusammenhängenden  Felder 
zwei  Ketten  von  je  4  Feldern,  so  dass  zwar  die  Felder  jeder 
Kategorie  nicht  unter  einander  zusammenhängen,  wohl  aber  jedes 
Feld  der  einen  mit  jedem  Felde  der  andren  entweder  diagonal 
oder  orthogonal  verbunden  ist.    Für  irgend  zwei  Felder  aus  bei- 
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deu  Serien  ist  das  eine  unbestrichene  Feld  0,  das  andre  somit 
gleich  der  Summe  jener.  Ganz  allgemein  aufgefasst  können 
8  Plätze  durch  die  zwei  Kategorien  von  Zahlen 

a,  b,  c,  d;  i,  k,  l,  m 
so  besetzt  werden,  dass,  in  der  Sprache  des  Schachspiels  aus- 
gedrückt, sämmtliche  Zahlen  ein  und  derselben  Kategorie  das 
Feld  0  nur  durch  eine  Springerbewegung  zu  erreichen  vermögeD, 
die  übrigen  Felder  werden  dadurch  ausgefüllt,  dass  man  zwei 
Zahlen  aus  beiden  Kategorieen  zu  einer  Summe  vereinigt 
Dab^  muss 

sein.  Dann  ergiebt  sich  für  den  magischen  Cylinder  von  25  Fel- 
dern folgende  Regel  (§  11):  „Man  trage  in  ein  beliebiges  Feld 
die  Null  ein,  so  bilden  die  8  durch  Null  nicht  bestrichenen  Fel- 
der 2  Ketten  von  je  vier  sich  gegenseitig  nicht  bestreichenden 
oder  durch  einen  Rösselsprung  zusammenhängenden  Feldern. 
Von  diesen  zwei  Ketten  besetze  man  die  eine  in  beliebiger  Per- 
mutation mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  4,  die  andere  mit  den  Zahlen 
5,  10,  15,  20.  Um  die  Anwendung  zu  vollenden,  trage  man 
jede  aus  je  einem  Felde  der  einen  und  der  anderen  Kette  com- 
binirte  Summe  in  dasjenige  der  noch  übrigen  16  Felder  ein^ 
welches  mit  den  beiden  ersteren  durch  einen  Rösselsprung  zu- 
sammenhängt'^ 

Schliesslich  erweitert  Herr  v.  Pessl  die  für  25  Felder  ge- 
fundene Methode  auf  den  allgemeinen  Fall  und  zeigt  (§  13),  dass 
für  jeden  beliebigen  magischen  Cylinder  mindestens  eine  Lösung 
möglich  sei.  Dieselbe  wird  für  die  Primzahl  n  wirklich  gegeben, 
für  andere  Zahlen  wenigstens  angedeutet  und  einer  weiteren  Ab- 
handlung vorbehalten. 

Interessant  wäre  es  noch  zu  wissen,  auf  welche  Thatsachen 
gestützt  der  Verfasser  mit  De  la  Hire  den  Indern  die  erste  Con- 
stmction  der  magischen  Quadrate  zuschreibt;  gewöhnlich  wird 
sonst  der  Byzantiner  Moschopulos  als  erster  Autor  über  diesen 
Gegenstand  genannt. 

Literatur:  Stifel,  Arithmetioa  integra,  Nürnberg  1544  S.  24ff, 
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Fremde,  De  la  Hire,  Poignard,  8auvear  in :  M6m.  de  Tacad. 
royale  1693—1710. 

Mollweide,  De  qaadratis  magicis  commentaiio,  Leipzig  1816. 

Hogel,  Die  magischen  Quadrate,  mathematisch  behandelt, 
Ansbach  1859.   (Manch  neues,  aber  in  ungefälliger  Darstellung). 

Thompson,  On  magic  Squares,  Quarterly  Journal,  X.  S.  186. 

Homer,  On  the  algebra  of  magic  Squares,  Ibid.  XI.  S.  57, 
8.  123.     (F.  d.  M.  IL  p.  99).  Gr. 

S.  M.  Drach.     An   easy  general  rule  for  fiUiiig  up  all 

magic   Squares.     Meseenger  (2)  U.  169-174. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Methode,  ein  magisches  Quadrat 
von  (4fi-f  2)*  Zellen  zu  bilden,  nachdem  er  früher  eine  Methode 
veröffentlicht  hatte,  ein  solches  aus  {Anf  zu  bilden. 

Glr.  (0.) 

C.  MiKNiGEROD£.     Ucber  eine  neue  Methode,  die  Pell'- 

sche  Gleichung  aufzulösen.    Gott.  Nachr.  1873.  619-652. 

Es  werden  Kettenbrtlche  mit  negativen  ganzen  Zahlen  als 
Tbeilnenner  benutzt. 

Alle  a  von  a^  ab  sind  grösser  als  1.  Ist  jedes  oi  grösser  als  2, 
80  heisst  der  Eettenbruch  regelmässig;  dann  sind  alle  a  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  ^  2  und  das  auf  ein  a  =  +2  folgende 
hat  +  als  Vorzeichen.     Eine   quadratische  Form  (a,  6,  c)  heisse 

redadrt,    wenn     "^   "^  —  > 2  und  c^a  ist 
c  — 

Entwickelt  man  nun  ftlr  (a,  6,  a,)  von  der  (;*•'"  Art  der  po- 
sitiven   nichtquadratischen   Determinante   D  die    erste    Wurzel 

— ,  indem  man  setzt 

80  sieht  man  aus  der  Theorie  benachbarter  Formen,  dass  den 
•  die  ersten  Wurzeln  von  (a,Ä,  aj,  (aj,6,a,)---  entsprechen,  bei 
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denen  ft  +  fr,  =— a^J^,  6,  +  fe,  =  —  ö^i,,  •••  ist  -^Alle  »  sind 
>  2,  die  a  ganze  Zahlen,  so  dass  fllr  eine  Form  a^^x  ^  a^  ißt 
Hier  hat  man  also  eine  redncirte  Form.  Unter  den  folgenden 
giebt  es  wieder  eine  solche,  und  da  leicht  bewiesen  werden 
kann,  dass  itlr  D  nur  eine  endliehe  Zahl  redacirter  Formen  vor- 
banden  ist,  so  folgt  die  Periodicität  der  Entwickelung.  Mit  Hülfe 
derselben  wird  in  bekannter  Weise  das  Problem  der  Transfor- 
mation einer  Form  in  sich  selbst  und  die  Lösung  von  i^—Du*^o^ 
behandelt.  Entwickelt  man  eine  reducirte  Form,  so  erhält  man 
eine  Lösung  des  obigen  Problems;  umgekehrt  wird  gezeigt,  dass 
die  Entwickelung  einer  Lösung  jedesmal  eine  regelmässige  ist 
und  also  von  einer  reducirten  Form  herstammt.  Die  reducirten 
Formen  liefern  also  sämmtliche  Lösungen.  No. 

C.  MoREAU.     Solution  de  la  question  1055.     Nouv.Ann.® 

XII.  330-331. 
Die  unbestimmte  Gleichung  C  —  Du*  =  4,  in  welcher 
D  =  (4«  4- 2)'+  1  ist  (wobei  n  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl 
bedeutet),  hat  keine  Lösung,  welche  aus  2  nngraden  Zahlen 
gebildet  ist;  und  die  Lösung,  welche  aus  den  2  kleinsten  posi- 
tiven ganzen  Zahlen  besteht,  ist: 

t=  16(2«+!)' +  2;     M  =  8(2«+l). 

Pr. 

J.  SobicKA.     Ueber  rationale  Dreiecke.    Caeopis  ii.  191-192. 

(Böhmisch). 

w. 

A.  Wangerin.     Geometrische  Darstellung  der  Wurzeln 
der  Gleichungen :  1)  w'  +  c'+ «>'  =  0  und  2)  »H  f?'  =  0, 

Grunert  Arch.  LV.  215-217. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  u^ +  ©'+«>*  =  0  sind  3  complexe 
Zahlen,  welche  als  Endpuncte  der  Projectionen  dreier  zusammen- 
stossender  Wtirfelkanten  dargestellt  werden. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  «'  +  c'  =  0  sind  2  complexe 
Zahlen  +(a?j+tyj)  und  ±(i»?ji +«yu);  a?|  und  y,  sind  die  Coor- 
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dinaten  eines  beliebig  gewählten  Panctes  und  x^^  und  j^^^  sind  die 
Coordinaien  des  Durchscbnittspunctes  zweier  gleichseitigen  Hy- 
perbeln, welche  zu  den  beiden  durch  den  Punct  x^  y,  gehenden 
Hyperbeln  correspondirend  sind.  Pr. 

C,  Arzela?  Sviluppo,  in  serie  ordiiiate  secoiido  le  po- 
tenze  decrescenti  della  variabile,  di  n  funzioni  alge- 
briche  definite  da  altrettante  equazioni  a  coefficienti 
determinati.      Battaglini  G.  XI.  368-376. 

Der  Verfasser   sucht  n   algebraische  Gleichungen  zwischen 
«rl  Grössen  a;,,  a?,,--a?„4i  durch  Reihen  von  der  Form 

a?3      =  «A,       x^  '*»      +  ÄA'3        o;,  A' ,     -I-  •  •  . 

die  nach  absteigenden  Potenzen  von  x^  geordnet  sind,  zu  befrie- 
digen. Er  lehrt  die  Anfangsglieder  dieser  Entwickelungen  finden, 
setzt  dann 

a?,  =  tiA,  X, *»  +  «„...  a:„+i  =tfÄ„^.,   a?/*+^+»„H» 
bestimmt  aus  den  transformirten  Gleichungen  die  Anfangsglieder 
der  analogen  Entwickelungen  von  ä,,--  Zn^i,  also  di^  zweiten 
Glieder  von  a:^,---  Xn^iy  und  findet  auf  ähnlicte  Weise  alle  fol- 
genden Glieder.  Fs. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 

J.  A.  Serret.  Determination  des  fonctious  entiferCvS  irr^- 
ductibles  suivant  un  module  premier,  dans  le  cas  oü 
le  degre  est  ^gal  au  module.  LiouvilleJ.  (2)  xviii.  301-305. 

Ist  p  eine  Primzahl  und  ist 

x,sy-f  «p'-'+efc!'^'-'-... 

+  (—  l)-"-^  -y-    «P^  +  C—  1  r  « (mod.  p), 


Digitized  by 


Google 


]08  m*  AbBchnitt.    Zablentheoiie. 

80  ist  Xu  —  g  ig==  1,2,- -p—l)  da«  Produot  von  p''-^  Factoren 
pten  Grades  9  welche  in  Bezug  auf  den  Primsahlmodttl  p  irre- 
ductibel  sind.  Diese  FunctioEen  p*"*"  Grades,  also  die  sämmt- 
lichen  Factoren  von  X/~*  —  1  (mod.  p),  nennt  der  VerfasBer 
Functionen  des  fi^^"  Geschlechtes  (genre).  Ist  i  eine  Wurzel  der 
irreductibeln  Congruenz 

t^  —  i—  1^0  mod.  p, 
so  sind  die  Wurzeln  der  Functionen  des  /u*«"  Gesehlechtes  ganie 
Functionen  jte**"  Grades  von  i.     Sind  a^,,  aj,--*  Op-i  Zahlen  von 
0  bis  p— 1,  ist  a'j^  =  aj,  +  ak^i  (a\  =a. +ap-.i),  so  ist: 


r.(r.)  =  - 


der  allgemeine  Ausdruck  der  irreductibeln  Functionen  p*^"  Graies 
mod.  p.  Damit  er  die  Functionen  des  /a««*"  Geschlechtes  darstelle, 
ist  Op-i,  ap-2,--  ö^+i  uiid  a^_i  gleich  0,  au  aber  von  0  verschieden 
anzunehmen.  Fs. 

J.  A.  Serret.  Sur  les  fonctions  eiitiferes  irr6ductibles, 
siiivant  uii  vnodule  premier,  dans  le  cas  oü  le  degre 
est  une  puissance  du  modide.   LiouvjlleJ.  (2)XVIIl.43745i 

Ist 

-^i" — ^         1  '       1*2 

+  (-  l>*-i  (-^)  a?P  +  (-  ly  a?  (mod.  p). 
so  ist 

das  Product  von  pP     +^—»  —  1   irreductibeln   Factoren  vom 


o„— »,  a, 

.«, 

1" 

•0^-3,    öp-2»    «p-1 

Op-l    ,o',- 

-»,0, 

1" 

•«P-4J    «p-3,    ap_2 

<*p-2    ,  a^_ 

..  ,<- 

-a?,. 

•  Op-s,  ap-4,  ap-3 

o,       ,< 

.< 

7" 

•<-a?,a,     ,a. 

o.      .  «i 

,< 

» ** 

•Vi   ,<— a?,a, 

a,       ,  o'. 

,«'3 

)" 

•a;^2  »«;^iX-^ 
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Grade  p*".  Alle  die,  welehe  demselben  Werthe  von  A  entsprecheo, 
gehören  zu  demselben  Geschlechte,  dem  A'^".  Das  letzte  Ge- 
schlecht (A  =  (p— 1)  p"""^)  heisst  das  Hanptgeschlecht  (genre 
principal). 

Mit  Httlfe  Ton  Wnrzeln  irrednctibler  Oongrnenzen  lassen  sich 
zunächst  die  Functionen  des  ersten  Geschlechtes  und  alsdann 
ans  diesen  die  aller  übrigen  Geschlechter  bes^mmen.  Fs. 

A.  KoRKTNE    et  G.  ZoLOTARKFP.     Suv  les  formes   qua- 

dratiques.      Olebsch  Ann.  IL  366-390 

Sind  die  Coefficienten  einer  positiven  quadratischen  Form 
beliebige  reelle  Grössen,  die  Variabein  aber  ganze  Zahlen,  so 
kann  man  den  Yariabeln  solche  Wei-the  ertheilen,  dass  der  Werth 
der  Form  ein  Minimum  ist.  Das  Minimum  ändert  sich,  wenn  die 
Coefficienten  sich  ändern  und  kann  unter  jeden  angebbaren  Werth 
herabsinken,  aber,  wenn  die  Determinante  —  Z>,  und  die  Anzahl 
der  Yariabeln  n  gegeben  ist,  eine  gewisse  Grenze  nicht  über- 
steigen. Um  dies  Maximum  für  die  Minima  aller  positiven  For- 
men von  n  Variabein  und  der  Determinante  —D  zu  finden,  ver- 
wandeln die  Verfasser  die  eine  gegebene  Form  in  eine  äquivalente 
von  der  Gestalt: 

+  i4(«'^)  (a?n-i  +  <fXny+  A^i  xi, 
wo  A  das  Minimum  der  Form  f,  A'  das  Minimum  der  Form 

A\x,+  Sx,+  -'  +  CXny+-'  +  A(--^K^n^l  +  <fXny+An^lXl 

u.  s.  w.,  schliesslich  AC"-^)  das  Minimum  der  binären  Form 

i4(«-')  CXn^i  +  aXny+  ilC-^)  Xi 

ist,  und  Ä ,  ß,  '"  a  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  | 
sind.  Diese  Darstellung  der  Form  nennen  sie  ihre  Entwickelung 
nach  den  Minimis.    Ist 

f  =  Kx  +  kyy+ly^ 
die  Entwicklung  einer  binären  Form  nach  den  Minimis,  so  ist 
/>|Jr.    Daraus  ergiebt  sich  für  die  Minima  A  der  Formen  von 
n  Yariabeln  und  der  Determinante  —  D  die  (Hermite'sehe)  Grenze 


n—l 


^^(#)  '  VD. 
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Ist  ferner 

die  Entwicklung  einer  ternären  Form  nach  den  Hininiis,  so  ist 
A  =  I  und  /  ^  I ,  und  es  giebt  wirklich  zwei  Klassen,  fttr  wekhe 
{ =  I  ist.  Daraus  ergiebt  sich  für  die  Minima  A  der  Formen 
von  fi  Yariabeln  die  Grenze 

Q     2         » 


m—l 

2  ^ 


wenn  n  =  2m  und 


wenn  «==  2m  + 1  ist. 

Diese  Grenze  wird  aber  nur  bei  den  ternären  und  quater- 
nären  Formen  erreicht,  ist  dagegen  bei  Formen  von  mehr  als 
4  Yariabeln  zu  gross. 

Ist  bei  einer  quaternären  Form 
f==A(x  +  ay  +  ßz  +  ytyj^Ak(^y  +  8z  +  6ty  +  AlCz-{'Cty+Amf 
die  Entwicklung  nach  den  Minimis,  so  ist  A^f,  ^  =  ii  ^^i 
und  die  Grenze  m  =  ^  wird  von  einer  bestimmten  Klasse  wirk- 
lich erreicht.  Fs. 

J.  LioüviLLE.  Sur  quelques  fonnules  g^n^rales  qui  se 
rattachent  a  ceitaines  formes  quadratiques.  (Premier 
article).     Liouville  J.  (2)  XVIII.  142-145. 

Ist  m  eine  ungrade  Zahl,  und  bildet  man  alle  Zerlegungen 
tn  =  a*+S/y,  Am  =  t*+3i'*,  so  ist  iür  eine  nach  x  und  y  grade 
Function  F(x,  y)  stets  HF^a  +  3Ä  a  -  /?)  =  2I!F(i, «')-      No. 

0.  Minnigerode,  Ueber  die  Vertheihing  der  quadrati- 
schen Formen  mit  complexen  Coefficienten  und  Ver- 
änderlichen in  Geschlechter.    Gott.  Nachr.  1873.  160-180. 

Diese  von  Dirichlet  in  Aussicht  gestellte,  aber  nicht  veröffent- 
lichte Untersuchung  wird   hier  durchgeführt;   sie   liefert  genau 
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entsprechende  Resultate,  wie  die  UntersochuDg  bei  reellen  Coeffici- 
enten.  Zuerst  wird  der  Begriff  der  Charaktere  festgestellt.  Ist 
A  =  il-fyt  eine  ungrade  durch  eine  quadratische  Form  der  De- 
terminante D  darstellbare  2^hl  und  v  die  grade  Zahl;  p,  p',  •  •  • 
die  ongraden  in  D  aufgehenden  Primzahlen,  so  hat  für  alle  Zahlen 

n  der  obigen  Beschaffenheit  I  — J ,  I  —  J ,  •  •  •  und  in  besondem 

Fällen  haben  auch  einer  oder  zwei  der  Ausdrücke 

l*^y*^l  (A+y)»-l  ;.^-t-y«-l  (;..fy)«— 1 

(-1)      *      ,  (-1)      '      ,  (-1)      *  ' 

denselben  Werth.  Ist  nun  g  die  Anzahl  dieser  Charaktere,  so 
kannten  höchstens  2^  verschiedene  Geschlechter  vorhanden  sein. 
Es  wird  nun  nachgewiesen,  dass  die  Gesammt- Charaktere  noch 
Bedingungen  unterworfen  sind,  denen  nur  2q—1  Geschlechter 
genttgen;  dann  wird  gezeigt,  dass  diese  auch  wirklich  bestehen, 
ond  dass  alle  gleichviel  Formenklassen  enthalten.  No. 


Capitel  3. 

Kettenbrüche. 

8.  Günther.     Beiträge  zur  Theorie  der  Kettciibrttche. 

Grunert  Arch.  LV.  392-404. 

Im  ersten  Abschnitte  werden  die  Käherungswerthe  eines 
zweigliedrig-periodischen  Eettenbrachs  in  geschlossener  Form  als 
Functionen  des  Stellenwerthes  aus  der  voir  Clausen  fUr  eingliedrig- 
periodische Kettenbrüche  gegebenen  Formel  abgeleitet.  Es  dient 
hierzu  die  Umwandlung  eines  Bruches  der  ersteren  Art  in  einen 
der  zweiten.  Im  zweiten  Abschnitte  wird  eine  vom  Fürsten  Bon- 
compagni  gestellte,  auf  Vergleichung  zweier  Näherungs- Rech- 
nungen ftlr  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  gerichtete  Frage  be- 
antwortet; im  dritten  wird  folgender  Lehrsatz  bewiesen:     „Die 

Transformation  eines  Quotienten  zweier  Determinanten  ^  in  einen 
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dN 
Kettenbruch  ist  möglich,   wenn  M  —  -^  ist,  wobei  A  eine  be- 
liebige der  vier  Eckzahien  von  iV  ist.    Im  letzten  Abschnitt  end- 
lich wird  eine  frühere  Bemerkung  berichtigt.  No. 

S.  Günther.  Darstellung  derNäherungswerthe  von  Ketten- 
brüchen in  independenter  Form.     Erlangen.  Beeoid. 

Im  ersten  Capitel  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  eingehende 
Uebersicht  der  seit  Schwenter  und  Wallis  unternommenen,  durch 
die  combinatorische  Analysis  gegangenen«  und  endlich  durch  Ra- 
mus  und  Heine  zur  Benutzung  der  Determinanten  geleiteten  Ver- 
suche, die  Näherungswerthe  der  Kettenbrücbe  unabhängig  von 
den  früheren  Näherungswerthen  darzustellen.  Im  zweiten  Kapitel 
wird  diese  „  Kettenbruch-Determinante^  hergestellt  und  auf  man- 
nigfache Weise  umgeformt;  unter  anderen  derart ,  dass  die  Dia- 
gonalglieder einander  gleich  werden  und  so  eine  Entwickelung 
nach  Potenzen  derselben  möglich  ist.  In  gleicher  Weise  werden 
dann  die  aufsteigenden  KettenbrQche  behandelt,  und  endlich  wird 
als  Beispiel  ftlr  den  Nutzen  dieser  Darstellungsweise  gezeigt,  wie 
die  Summe  der  Glieder  bestimmt  werden  kann,  welche  den  n*'° 
Theilzähler  oder  Theilnenner  eines  beliebigen  Näherungswerthes 
ausmachen.  Im  dritten  Kapitel  folgen  die  Anwendungen  der  ge- 
wonnenen Resultate  auf  Analysis,  Algebra  und  Physik.  Zuerst 
werden  die  bekannten  Lehrsätze  über  Kettenbrttche  abgeleitet, 
über  Transformation  derselben,  dann  die  Recursionsformel  fllr  die 
Sinus  der  vielfachen  Winkel,  die  Umwandlung  ganzer  Zahlen 
in  Kettenbrücbe  von  gegebener  Gliederzahl,  die  Entwickelung  der 
Wurzeln  quadratischer  Gleichungen,  einige  Lehrsätze  über  n-fach 
periodische  Kettenbrücbe  und  über  solche  mit  unendlicher  Glieder- 
zabl.  No. 

V.  Nachreiner,     Beziehungen  zwischen  Determinanten 

und  Kettenbrüchen.      München.  Dies. 

Diese  Schrift  —  von  der  Münchener  philosophischen  Fakultät 
mit  dem  Preise  geehrt  —  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Dai'stellung 
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der  Näherangsbrttcbe  von  Eettenbrttohen  in  Determinantenformen 
fflr  die  Wissenschaft  nutzbringend  zu  machen  und  weist  in  die- 
sem Sinne  mit  der  ähnlich  betitelten  Arbeit  des  Referenten  mehr- 
fache Bertihrungspunkte  auf.  Dieselbe  muss  in  der  That  in  viel* 
facher  Beziehung  als  eine  namhafte  Leistung  bezeichnet  werden, 
leidet  dagegen  an  dem  Gebrechen,  in  einer  etwas  ungeniessbaren 
Form  abgefasst  zu  sein  und  die  Literatur  so  gut  wie  gänzlich 
zo  ignoriren. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  der  durch  Spottiswoode  (Crelle's 
Journal  Band  LI)  bekannter  gewordenen  Relation: 


1 


0| 

1    0-0 

0 

1 

o,  1  -.0 

0 

0 

1    o, ...  0 

0 

0 

0   0  •••0,. 

-ll 

0 

0   0-1 

On 

). 


O, ' —     1 

On 

liefert  fflr  dieselbe  einen  kurzen  Beweis  und  erweitert  dieselbe 
sodann  auf  den  Fall,  wo  als  Theilzähler  beliebige  positive  oder 
negative  Grössen  auftreten.  Die  naturgemässe  Ableitung  dieser 
Beziehungen  durch  Auflösung  eines  Systeroes  trinomischer  Glei- 
chungen tritt  hiebei  zurück. 

Im  zweiten  Paragraphen  erledigt  Herr  Nachreiner  auf  ein- 
fache Weise  den  Fundamentalsatz  der  Kettenbruchlehre  und  be- 
stimmt hierauf  die  Anzahl  der  bei  der  wirklichen  Berechnung 
eines  Kettenbruches  vorkommenden  Aggregat-Glieder.  Die  hie- 
bei verwendete  Methode  ist  einfach  und  elegant;  es  wird  die 
Anzahl  der  Glieder  im  Nenner  gleich  a"  gesetzt  und  a  durch 
Auflösung  der  endlichen  Differenzengleichung 

a^-^a=:  1 
bestimmt.    Die  totale  Auflösung  ist  dann 

«  =  -|-(V5+l)-  +  tl^C/ft-,)«; 
die  Constanten  0,  und  C,  sind  bezüglich 


und  - 


FoTttclir.  d.  Math.  V.  1. 
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Dies  Verfahren  hat  nur  den  einen  Nachtheil,  dass  es  vom  Deler- 
minantenealcul  gar  keinen  Gebrauch  macht  und  also  mit  den 
Titelworten  nicht  harmonirt.*  Auch  ist  dasselbe  nicht  neu,  son- 
dern bereits  1 855  von  Ramus  in  den  Denkschriften  der  däniad)^ 
Akademie  publicirt  worden,  was  natürlich  Herr  Nachreiner  nicht 
wusste. 

Bekanntlich  war  Möbius  (Crelle's  Journal,  Band  VI)  der  erste, 
welcher  einen  Kettenbruch  in  einen  andern  verwandeln  lehrte, 
der  eine  willkürliche  Anzahl  von  TheilbrUchen  weniger  besitzt. 
Eine  solche  Contraktion  erreicht  der  Verfasser  unserer  Schrift 
sehr  einfach  dadurch,  dass  er  auf  die  Kettenbruchdeterminanten 
die  bekannten  Laplace'schen  Zerlegungsformeln  anwendet  uud 
so  auf  einen  Schlag  die  wichtigen  Relationen 

ah 

am  =  ^A,p  =  -Dm*  '  An-f  lj> &m+l  D^^m—l  ^m+Jj»» 

gewinnt.    Die  Division  dieser  Gleichungen  liefert  den  Kettenbruch 


D,^ 

D^h  +  t,m 

/>*,+! 

bmil 

I^h-i-l.m-l 

Dm+lj) 

A+I,TO 

Dm+l,p4  1 

und  dies  ist  die  gesuchte  Formel. 

In  weitern  Paragraphen  weist  Herr  Nachreiner  nach,  durch 
wie  einfache  Determinanten-Transformationen  man  die  Beziehun- 
gen zwischen  Reihen  und  Kettenbrüchen  entwickelt,  welche  von 
Euler,  Stern  und  anderen  Mathematikern  gegeben  worden  sind. 
Von  besonderem  Interesse  werden  seine  Entwickelungen  da,  wo 
er  die  bekannten  schönen  Methoden  von  Heine  und  Hankel 
(Crelle's  Journal,  Band  XXXIV  und  Leipziger  Sitzungsberichte 
1862)  sozusagen  umkehrt  und  KettenbrUche  von  den  Formen 

1-2^  und  4-  ■ 

1—a^x  x+a^—     1 


1  (Xf+On 
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in  Reihen  yerwandelt,  welche  bezüglich  nach  positiven  und  nega- 
tiren  Potenzen  von  x  fortschreiten,  jedoch  scheint  dem  Verfasser 
die  Analogie  seiner  Methode  mit  den  genannten  nicht  aufgefallen 
za  sein.  All  die  gegebenen  Entwickelungen  gelten  nur  für  end- 
liche Kettenbrüche  und  Reihen,  lassen  sich  aber  selbstverständlich 
darch  einen  Inductionsschluss  auch  auf  unendliche  Ausdrücke 
(Yorbebaltlich  der  Convergenz)  anwenden. 

Zum  Schluss  wird  noch  für  das  bestimmte  Integral 

Ü 

eine  Reihenentwickelung  hergeleitet.  Der  Nerv  dieser  Umformung 
liegt  in  der  Verwandlung  der  Determinante 

a:+a+l,-(a+l),         0      ,.-  0         ,  0 

— «p    ,  x+a+2,  — (a+2),...  0         ,  0 

0      ,      —J?     ,  a?+a+3,-'-  0         ,  0 

0,0,0      ,•••  i»+Ä+n— 1,  — (a+n— -1) 
0,0,0      ,•••  —X       ,     x+ai-n 

in  die  andere  um  einen  Grad  höhere: 


X  ,  X     ,x  ,.• 
-»,0-1-1,0  ,- 
0  ,-«,o+2," 

X         ,  X 

■        0       ,0 
0      ,0 

= 

1,1     ,1  ,• 

-x,a+l,0  ,• 

0  ,—x,a+2,- 

•        1,1 
0,0 
0,0 

0,0,0,- 
0  ,   0  ,  0  ,- 

a-fn— 1,  0 
•      -X   ,0-fn 

0,0,    0  ,• 
0,0,    0  ,• 

•  «+»— 1,  0 
— X  ,a-\-n 

welch  letztere  Determinante,  nach  den  Elementen  der  ersten  Ho- 
rizontalreihe in  Minoren  zerlegt,  sofort  in  das  Aggregat 

(a+l)(a+2)-(a+i»)  +  (a+2)-(a+n)a?+(a+3)-(a+n)a;' 

-| ^-(a+n)a?""* +^ 

fibergeht.    Es  findet  sich  schliesslich 
.x^er» 


r  = 


ÜX 

a ; — pr      (a+l)a? 

a?+o+l—  \'    { ^ 


Or. 
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M.  Moret-Blanc.     Solution  de  la  question  Uli. 
Nonv.  Ann.  (2^  XII.  477-480. 

.Wenn  a,  ein  Näheningflwerth  von  /w  ist,  so  sind  die  Aus- 
drücke: 

weitere  Näherungswerthe  von  ^n.     Bezeichnet  man  ferner  die 
successiven  Partialbrüche  des  Kettenbruchs: 


^J  +  r=  a,  +  — ^ 


2a, 


r 


'^^.-^ 


2a, +. 


P  P  P  P 

mit  j~- ,  ^ ,  ^ ,  y^  u.  8.  f. ,  80  ergeben  sich  folgende  Gleich- 

VO  ^1         y«  ^8 


heiten: 


im  Allgemeinen: 


J.  W.  L.  Gl  AISHER.     Arithmetic  iiTationality.     Phil.  Mag. 

1873. 
Der  bekannteste  Schriftsteller,  welcher  sich  mit  dem  Beweise 
der  Irrationalitäten  der  Kreis-  und  logarithmischen  Functionen 
beschäftigt  hat,  ist  Lambert.  Die  Methode  dieses  Beweises  ist 
von  Legendre  in  folgender  Art  dargestellt.  Wenn  man  die  Grösse, 
deren  Irrationalität  zu  beweisen  ist,  in  der  Form  eines  Ketten- 
bruches 

Ä 

„  1 Ä 


(bis  in  die  Unendlichkeit  ausgedehnt)  darstellt  und  -^,  -^.  •" 
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als  Brüche  ansieht  (<»i »,  *" /?i  z^,'*'  ^^^^  ^^'^  ganze  Zahlen),  die 
kleiner  sind  als  1,  ferner  ß^  ß^"'  entweder  alle  positiv  oder  alle 
neg^ativ  sind,  oder  einige  positiv  und  einige  negativ,  so  i^t  der 
Wertb  des  Kettenbruchs  irrational.  DaSi  Princip  des  Beweises, 
der  in  dieser  Arbeit  angewendet  wird,  ist  eine  Erweiterung  der 
folgenden  Methode,  deren  Erfinder  Herr  Olaisher  ist.  Betrachtet 
naan  die  Reihe  l  +  q  +  g*+q*+q^^'",  welche  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  vorkommt,  so  folgt,  dass  der  Werth  dieser 
Reihe  irrational  ist,  wenn  nur  q  der  reciproke  Werth  einer  ganzen 

Zahl,  grösser  als  1  ist;  denn  wenn  a  =  — ,  wird  der  Werth  der 

r 

Reihe   in    dem    Zahlensystem    r   folgendermassen    geschrieben 

werden 

1,1001000010000001000000001  ..., 

viras,  da  die  Intervalle  zwischen  den  Einzen  aus  2,  4,  6,  8,  10 

Ziffern  bestehen,  nicht  in  geschlossener  Form  gegeben  werden 

kann.    Im  Zahlensystem  von  r  kann   also   die  Reihe   nicht  in 

M 
der  Form  -^  ausgedrückt  werden,   wenn  M  und  N  bestimmte 

Grössen  sind.    Folglieh  ist  der  Werth  der  Reihe  irrational. 

Csy.  (0.) 


Digitized  by 


Google 


Vierter  Abschnitt 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Combinations- 

lehre. 

H.  Laurent.     Traitö  du  calcul  des  probabilit^s.      Pane, 

öauthier- Villars.  S\ 

D.  Andre.     Th^orfemes  sur  les  combiuaisons.    Nouv.  adq. 

(2)  XII.  84. 
Die  Grundlagen  dieser  hübschen  Untersuchungen  über  einen 
gewöhnlich   etwas   stiefmütterlich    behandelten  Gegenstand    sind 
folgende.   Werden  m  Elemente  zur  n*"»  Klasse  combinirt,  so  giebt 
es  bezüglich 

Kl    und    C 

Gombinationen  mit  und  ohne  Wiederholungen.   Das  Symbol  (—J 

hat  die  bekannte  Bedeutung  der  bei  der  Division  von  9  in  p  sich 
ergebenden  ganzen  Zahl.  Die  Zahl  x,  welche  angiebt,  wie  oft 
die  Primzahl  p  in  n!  enthalten  ist,  wird  durch  die  Relation 

'  =  (7)+(^)+(f)+- 

gegeben.    Dann  folgen  7  Sätze. 

1)  Sind  (m— 1)  und  (n+1)  relative  Primzahlen,  so  geht 
(fi  4-1)  iR  Km  ohne  Rest  auf.  Dies  erhellt,  wenn  man  zeigt, 
dass  der  Quotient 

'  («  +  1)5 
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in  diesem  Falle  eine  ganze  Zahl  ist.  Nun  ist  die  Primzahl  p 
im  Z&hler  dieses  Bruches  so  oft  mal  enthalten,  als  die  Zahl 

angiebt,  im  Nenner  so  oftmal,  als  die  Zahl 

o+(^)+(^)+- 

angiebt.  Ferner  besteht  die  sehr  leicht  zu  verificirende  Unglei- 
chung resp.  Gleichung 

daraus  folgt;  dass  jede  Primzahl  mindestens  eben  so  oftmal  im 
Zähler,  wie  im  Nenner  aufgeht,  also  ist  letzterer  in  ersterem 
selbst  ohne  Rest  enthalten. 

Die  nun  folgenden  Sätze  sind  einfache  Consequenzen  des 
bewiesenen;  es  sind  diese: 

2)  Sind  tn  und  n  relative  Primzahlen,  so  ist  KZ  durch  n 
tbcilbar. 

3)  Sind  (w— 1)  und  n  relative  Primzahlen,  so  ist  KZ  durch 
(w  +  n—l)  theilbar, 

4)  Sind  (m+l)  und  (n+l)  relative  Primzahlen,  so  ist  CZ 
durch  (n+l)  theilbar. 

5)  Sind  m  und  n  relative  Primzahlen,  so  ist  CZ  durch  m 
theilbar. 

6)  Sind  (m-f  1)  und  n  relative  Primzahlen,  so  ist  CZ  durch 
{m—n+l)  theilbar. 

Diese  Sätze  werden  dann  noch  speciell  bewiesen,  bez.  ihre 
Beweise  angedeutet 

Schliesslich  ist  noch  folgender  Satz  aufgeftlhrt: 

7)  Entwickelt  man  (a+by*  nach  dem  binomischen  Lehrsatz, 
so  wird,  wofern  nur  (w+l)  eine  Primzahl  ist,  jedes  Glied  der 
Entwickelung  (ausgenommen  das  letzte)  durch  seinen  Exponenten 
theilbar  sein. 

Denn  nach  dem  ersten  Satze  ist  CZ  durch  (n  + 1)  theilbar, 
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(ausgenommen,  wenn  m  =  n),  und  Cm  ist  gleich  dem  Binomial- 

coefficienten  r^Y     Es  möge   noch  darauf^  hingewiesen  werden, 

dass  zur  Verificirung  des  gewöhnlich  nur  logisch  bewiesenen 
Satzes  von  dem  ganzzahligen  Charakter  der  BinomialcoefScienten 
ein  dem  oben  beschriebenen  analoges  Verfahren  sich  beim  ele- 
mentaren  Unterricht  mit  Vortheii  anwenden  Hesse.  6r. 

J.  W.  L.  Glaisher.  Note  on  a  question  in  probabilities 
connected    with    the  Performance    of    calculations  in 

duplicate.      Messenger  (2)  III.  106-108. 

Das  in  Frage  stehende  Problem  (in  Folge  der  Vorschläge 
Mr.  Hanlon's  zur  Berechnung  von  Tafeln  aufgenommen)  ist  die 
Bestimmung  der  wahrscheinlichen  Anzahl  von  Uebereinstimmuogen 
in  einer  Reihe  von  doppelten  Rechnungen.  Vorausgesetzt,  A  be- 
rechne 100  Resultate  und  B  berechne  dieselben  100,  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  genauen  Resultats  sei  bei  A  p  und  bei  B  p\ 
was  ist  die  wahrscheinliche  Zahl  der  Abweichungen?  Die  Frage 
ist  durchgearbeitet,  und  eine  kleine  Tabelle  für  den  Fall  von 
p  =  p'  =  7  gegeben.  Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.  On  the  probability  of  erroi-s  of 
diiSerent  amounts  in  calculations,  attributable  to  the 
uncertainty  of  the  last  figure  through  contraction. 

Messenger  (2)  III.  59-61. 

Bei  Durchflihrung  von  Rechnungen  werden  die  Data  bis  zu 
einer  gegebenen  Anzahl  von  n  Decimalen  als  richtig  angenom- 
men, so  dass  die  letzte  Stelle  wohl  mit  einem  Fehler  behaftet 
sein  kann,  der  zwischen  +  5  Einheiten  der  letzten  (n**")  Stelle  liegt. 
Die  gestellte  Aufgabe  ist  die  Betrachtung  des  Falles  eines  Fehlers 
im  Resultat,  das  durch  Rechnung  aus  solchen  Daten  hergeleitet 
ist,  wo  der  Fehler  eine  gegebene  Grösse  übertriffl  oder  nicht 
erreicht.  Dies  Problem  ist  in  einigen  einfachen  Fällen  gelöst, 
und  finden  sich  Bemerkungen  itber  hieher  gehörige  Fragen. 

Glr.  (0.) 
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J.  W.  L.  Gl  AISHER.     On  the  rejection  of  discordant  ob- 

servatioDS.     Monthl.  Not.  XXXIII.  391-402. 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass  die  Verwerfung  von 
Beobachtungen  besten  Falls  ein  plumpes  Verfahren  ist,  und  dass 
schlechte  Beobachtungen  nur  ein  geringes  Gewicht  haben  sollten, 
welches  durch  die  Beobachtungen  selbst  bestimmt  wird,  d.  h.  das 
Resultat,  welches  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
wonnen, soll  nur  angesehen  werden  als  erster  Versuch,  welcher, 
wenn  auch  noch  nicht  genügend  ftir  ein  schliessliches  Resultat, 
doch  immer  gentigt,  die  Beobaöhtungen  abzuwägen^  und  so  eine 
zweite  Annäherung  herbeizuführen.  Dieses  ist  De  Morgan's  Ver- 
fahren, welches  er  so  beschreibt:  „Man  nehme  das  Gewicht  so 
genau  an^  als  es  gefunden  werden  kann,  Verslehre  sich  des  wahr- 
scheinlichen Resultates,  aus  welchem  man  die  Gewichte  der  Glei- 
chungen finden  kann.  Wenn  diese  mit  dem  angenommenen  Ge- 
wichte stimmen,  dann  ist  das  Verfahren  beendet;  wenn  nicht,  wieder- 
hole man  den  Process  mit  dem  neuen  Gewicht,  und  so  weiter, 
bis  ein  Resultat  gewonnen  ist,  fttr  welches  das  angenommene  und 
gefolgerte  Gewicht  der  Gleichungen  der  Gleichheit  nahe  genug 
kommt^.  Diese  Methode  ist  bis  zu  einer  gewissen  Ausdehnung 
entwickelt.  Der  Schluss  der  Arbeit  ist  einer  Kritik  tlber  eine 
Kritik  der  Verwerfung  von  Beobachtungen  von  H.  Stone  1868 
gewidmet,  welche  der  Verfasser  fttr  falsch  erklärt. 

Glr.  (0.) 

U.  Se£LI6£R.      Ueber  die  Jacobi'sche  Auflösung   eines 
Systems  von  Normalgleichungen  mit  drei  Unbekannten. 

Aatr.  Nachr.  LXXXII.  249-252. 
Jaeobi  hat  fttr  den  Fall,  dass  man  es  bei  der  Anwendung 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  drei  Unbekannten  zu 
thun  hat,  fttr  die  Unbekannten  und  deren  Gewichte  höchst  ele- 
gante und  symmetrische  Ausdrücke  aufgestellt,  welche  von  Bessel 
in  Astr.  Nachr.  404  ohne  Beweis  roitgetheilt  worden  sind.  Vor- 
liegender Aufsatz  enthält  eine  Verification  dieser  Formeln/  ohne 
Jedoch  näher  auf  den  Zweck  einzugehen,   den  Jaeobi  bei  der 
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Wahl  dieser  eben  nicht  sehr  nahe  liegenden  Fonn  im  Äuge  hatte, 
nämlich  die  Benutzung  der  Logarithmentafel  auf  ein  Minimum 
zu  reduciren.  •  B. 

E.  J-  Stone.   On  the  rejection  of  discordaut  observations. 

Monthl.  Not.  XXXIV.  9-13. 
Antwort   auf  Herrn  Glaisher's  Bemerkungen   Monthl.   Not 
XXXIII.  391—402,  siehe  oben.  Glr.  (0.) 

E.  J.  Stone.  On  the  most  probable  result  which  cau 
be  derived  from  a  number  of  direct  determinations  of 
assumed  equal  values.  Monthl.  Not.  xxxüi.  570-572.. 

^  Glr. 

H.  Laurent.  Note  sur  un  passage  de  la  throne  ana- 
lytique  des  probabilit^s.    Nouv.  Ann.  (2)  XIL  176-179. 

Der  Verfasser  bestreitet  die  Richtigkeit  eines,  in  Laplace's 
Theorie  analytique  des  probabilitös  p.  181  aufgestellten  Satzes 
ttber  die  Wahrscheinlichkeit  combinirter  Ereignisse,  und  will  ihn 
nur  unter  hinzugefügter  Beschränkung  gelten  lassen.  Er  zeigt 
an  einem  Beispiele,  dass  der  Satz  ein  anderes  Resultat  ergiebt, 
als  wenn  man  die  *Zahl  der  günstigen  Fälle  durch  die  Zahl  aller 
Fälle  dividirt.  Nun  ist  aber  gerade  das  erstere  Resultat  das 
richtige,  sein  eignes  hingegen  geht  aus  dem  Fehler  hervor,  dass 
er  alle  Fälle  fttr  gleich  wahrscheinlich  angesehen  hat,  eine  An- 
nahme, die  mit  der  anfänglichen  Bestimmung  in  Widerspmob 
steht.    Der  Satz  von  Laplace  möchte  wohl  unanfechtbar  sein. 

a 

F.  J.  Studnicka.     Directer  Beweis  der  Lagrange'schen 

Interpolationsformel.     Casopis  IL  83-85.  (Böhmisch). 
Wenn  die  ganze  Function 

so  bestimmt  werden  soll,  dass  für: 
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rcflpective 

wäre,  80  hat  man  nur  die  x  GoefScienten  A^A^'^'  Ä^-x  aus  den 

Gleichungen 

yn  ==  A^+A^n  -\ h  A^^i  «»-* 

Va,  =  ^0  +  A«t  H h  -^x-i  «l""* 

yax  =  ^0  +  -^i^xH h  ^x-1  «x'"* 

ZU  eliminiren,   woraus  man  sofort  eine  y^  liefernde  Gleichung 
erhalt.  W. 

A.  KrCger.  Ueber  die  Berechnung  der  Coefficienten 
einer  periodischen  Function  aus  gegebenen  Mittel- 
werthen  der  Function.     Aetr.  Nachr.  LXXXIL  333, 

Wenn  bei  der  Entwickelung  einer  periodischen  Function  in 
eine  trigonometrische  Beihe  mit  Hülfe  der  Functionswerthe,  welche 
zu  gpeciellen  äquidistanten  Argumenten  gehören,  die  Anzahl  der 
Functionswerthe  beträchtlich  grösser  ist,  als  die  Anzahl  der  Coef- 
ficienten ^  welche  man  mitnehmen  will,  so  kann  man,  wie  der 
Verfasser  zeigt,  die  Rechnung  dadurch  erheblich  abkürzen,  dass 
man  nur  so  viel  Intervalle  bildet,  als  man  Coefficienten  bestim- 
men will,  und  die  Functionswerthe  innerhalb  jeden  Intervalls  zu 
Mitteln  vereinigt.  Aus  den  Coefficienten  der  diesen  Mittelwerthen 
genügenden  trigonometrischen  Reihe  ergeben  sich  dann  die  ge- 
suchten Coefficienten  auf  höchst  einfache  Weise.  B. 

T.  N.  Thiele.      Om  en  Tilnarmelses   formel.      Zeuthen 

Tidsskr.  (3)  III.  22. 
Gewisse  Berechnungen,  solche  Functionen  betreffend,  welche, 
wie  die  Fehlergesetze,  nicht  blos  selbst  nebst  ihrem  Differential- 
qnotienten  verschwinden,  sowohl  wenn  a?  =  oo,  als  wenn  aj=  —  oo, 
sondern  die^i^  Eigenschaft  auch  nicht  verlieren,  wenn  sie  mit  al- 
gebraischen ganzen  Functionen  von  noch  so  hohem  Grade  mul- 
tiplicirt  werden,   stossen  auf  grosse  praktische  Schwierigkeiten 
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aus  Mangel  an  bequemen  Approximationsformeln  für  die 
Werihe  der  Functionen.  Herr  Oppermann  hat  mündlich  dem 
Verfasser  eine  Approximationsformel  fttr  das  Integral  von  —  x; 
bis  +00  empfohlen.  Dieselbe  besteht  darin,  dass  man  das  In- 
tegral der  Summe  von  äquidistanten  Functionswerthen  zwischen 
denselben  Grenzen,  mit  dem  Intervalle  multiplicirt,  gleich  setzt. 
Der  Verfasser  giebt  Mittel  fllr  die  Correction  einer  solchen  Ap- 
proximation und  zeigt,  dass  die  Ursache  der  grossen  Genauigkeit 
derselben  in  diesen  Fällen  dieselbe  ist,  welche  der  Reihe  der 
Thetafunction  ihre  starke  Convergenz  giebt.  Hn. 

A.  Cayley.     Two  „Sinith's  Prize"  dissertatioiis.  Megsenger 

(2)  IL  145-149. 
1)  Die  Theorie  der  Interpolation  mit  Bestimmung  der  Grenze 
des  Fehlers  in  dem  Werthe  einer  Function,  die  durch  Interpo- 
lation erhalten  ist.  Glr.  (0.) 

J.  Wrede.   Nagra  anniärkningar  rörande  minste  qvadrat- 

methoden.     öfv.  af  Porh.  Stockh.  1873.  3-34.  21-26. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  der  wahrscheinliche  Fehler,  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmt,  nicht  immer  |  des 
mittleren  Fehlers  ist,  dass  er  vielmehr  von  der  Anzahl  der  in  die 
Untersuchung  eingehenden  unbekannten  Grössen  abh&ngt  Die 
Wahrscheinlichkeit  P„„  dass  ein  Fehler  zwischen  irgend  welchen 
Grenzen  +u  vorkommt,  während  die  Anzahl  der  Unbekannten  m 
ist,  wird  durch  die  Gleichung  bestimmt 

i'„=l-e-(l+^  +  -^  +  -^  +  .-), 
wenn  m  eine  grade  Zahl,  und  durch  die  Gleichung. 

'-=^[A'^-«-(t+S+It+-)]. 

wenn  m  eine  ungrade  Zahl  ist  Der  Exponent  zu  u  im  letzten, 
in  die  Rechnung  eingeführten  Reihenterm  muss  sein  m  — 2. 

Wenn  man  aus  diesem  Ausdruck  für  verschiedene  Werthe 
von  m,  die  ihnen  ontsprecbenden  Werthe  von  11  berechne^;  welche 
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Fm  =  {  machen,  so  erhält  man  för  i»  =  2,  3,  4,  5,6,  7  und  8 
n  =  0,83255;  1,08766;  1,29911;  1,4750;  1,63626;  1,7812;  1,92458. 
Der  für  eine  Unbekannte  erhaltene  Werth  von  u  ist  0,47693,  und 
es  erhellt  hieraus,  wie  bedeutend  die  Fehlergrenzen  fttr  dieselbe 
Wahrscheinlichkeit  sich  mit  der  Anzahl  der  Unbekannten  ver- 
ändern. 

Schliesslich  nimmt  der  Verfasser  BesseFs  Versuch  wieder 
auf,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  zu  bestimmen,  welche  aus 
mehreren  bekannten  Fehlerquellen  hervorgehen.  Er  findet  ebenso 
^ie  Bessel,  dass  diese  Wahrscheinlichkeit  sich  desto  mehr  der 
jenigen  nähert,  welche  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  au- 
giebt,  je  grösser  die  Anzahl  der  zusammenwirkenden  Ursachen 
ist.  Schon  fftr  3  Fehlerursachen  stimmt  die  Feblervertheilungs- 
ennre  ganz  nahe,  und  fttr  4  fast  vollkommen  mit  der  Gauss'scben 
Hberein.  Bg.  (H.) 

S.  Nkwcomb.     Note  on  a  mechanical  representation  of 
some  cases  in  the  method  of  least  Squares.  Monthi.  Not. 

XXXIII.  574. 
Es  seien  die  Unbekannten  drei  an  der  Zahl,  und  es  ziehe 
jede  Ebene  aa;4-by4-cs-)-n  =  0  (Gewicht  to)  ein  Theilchen  an 
mit  einer  Kraft  proportional  (a'+ft'+c')«  und  direct  der  Ent- 
fernung von  der  Ebene.  Die  Coofdinaten  der  Gleichgewichtslage 
der  Theilchen  werden  dann  die  Wertbe  sein,  welche  durch  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  gegeben  sind.        Glr.  (0.) 

S.  Nkwcomb.     A  mechanical  representation  of  a  familiär 

proWem.    Monthi.  Not.  XXXIII.  573. 

Dies  Problem  heisst:  „Gegeben  sind  zu  verschiedenen  Zeiten 
beobachtete  Werthe  einer  Grösse,  welche  sich  gleichförmig  mit 
der  Zeit  verändert;  dnrch  kleinste  Quadrate  die  wahrscheinlich- 
sten Werthe  der  beiden  Gonstanten  zu  finden,  welche  ihren  Werth 
fttr  jede  Zeit  feststellen."  Man  zeichne  die  beobachteten  Werthe 
der  gesuchten  Grösse  auf  einer  Ebene,  wo  die  Abscissen  die 
Zeiten  darstellen  sollen  und  die  Ordinalen  (gemessen  auf  sehr 


Digitized  by 


Google 


126  IV.  AbachniU.  Wahrscheinlicbkeif srechnoDg  n.  GambinatioBBlehN. 

kleiner  Seala)  die  beobachteten  Werthe. '  Dann  besieht  die  m^ 
chanisehe  Darstellung  in  der  Betrachtung  der  Gleichgewichtslage 
eines  festen  Stabes,  der  yon  jedem  dieser  Punkte  mit  einer  Kraft 
angezogen  wird,  die  proportional  ist  dem  Gewicht  der  betr. 
Beobachtung,  multiplicirt  mit  der  Entfernung  dieses  Punktes  tod 
Stabe.  Glr.  (0.) 

W.  Jordan.  Verallgemeinerung  eines  Satzes  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate.    Schlömiich  z.  xvni.  116-120. 

Bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird  bekanDtlich 
das  Gewicht  P  einer  linearen  Function  px  +  qy-\ der  Unbe- 
kannten gegeben  durch  die  Gleichung 

+  qg<ißß)+2qr(ßr)+- 

wenn  man  die  Bezeichnung  yon  Encke  (Berl.  Jahrb.  1835)  an- 
wendet. Die  Coefficienten  (aa),  (ßß),  (yy),  •••  liefern  die  Ge- 
wichte der  Unbekannten  selbst;  man  erhält  sie  bei  dem  allgemeiu 
ablieben  Eliminationsverfahren  direet  als  die  Coefficienten  der 
letzten  Unbekannten  in  der  letzten  Gleichung,  wenn  man  die 
Reihenfolge  der  Elimination  auf  bestimmte  Weise  abändert.  In 
dem  vorliegenden  Aufsatz  ist  nun  dieser  Satz  dahin  verallge- 
meinert, dass  man  nicht  blos  die  {ccd)j  (/?/?),  •••,  sondern  aucb 
die  (a/9),  (ay),  •  •  •  auf  ganz  analoge  Weise  erhält,  wenn  man  den 
bekannten  Gauss'schen  Algorithmus  der  Elimination  in  Bezug  auf 
die  Reihenfolge  der  Unbekannten  und  der  Gleichungen  ein  wenig 
abändert.  B. 

F.  B.  Helmbrt.  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der 
Längenmessungen  aus^  den  Differenzen  von  Doppel- 
messungen.   Astr.  Nachr.  LXXXI.  49. 

W.  Jordan,  üeber  die  Berechnung  des  mittleren  Feh- 
lers einer  Basismessung.    Aatr.  Nachr.  LXXxi.  51. 
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G.  Zachariae.     Uefcer  die   Bestimmung    des   mittleren 
Fehlers  einer  in  mehreren  Theilen  doppelt  gemessenen 

Grundlinie.      Astr.  Nachr.  LXXXI.  225-228. 

In  diesen  drei  Aufsätzen  wird  die  Genauigkeit  der  beiden 
Formeln 

diflcutirt.  Es  bedeuten  dabei:  d  die  Beobachtungsdifferenzen  der 
Doppelmessungen,  n  die  Längen  der  doppelt  gemessenen  Theile, 
p  die  Anzahl  dieser  Tbeile,  f«'  das  Quadrat  des  mittleren  zufäl- 
ligen Fehlers  fllr  die  Längeneinheit. 

Die  erste  Formel  giebt  ein  genaueres  Resultat ,  wenn  man 
voraussetzt,  dass  die  Genauigkeit  der  Messung  fUr  alle  Theile 
einer  Grundlinie  die  gleiche  sei,  andernfalls  ist  die  zweite  Formel 
zuYerlässiger.  B. 

E.  Liouville.     Sur  la  statistique  judiciaire.     Liouviiie  J.  (2) 

XVIII.  145-164. 

Der  Inhalt  der  Festrede  ist  die  Darlegung  des  Nutzens  der 

gerichtlichen  Statistik,  besonders  hinsichtlich  der  Volksmoral. 
Mathematische  Elemente  bietet  sie  nicht  dar.  H. 
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K  e  i  h  e  n. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

P.  DU  Bois-Reymond.    Eine  neue  Theorie  der  Convergenz 
und  Divergenz  von  Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

Borchapdt  J.  LXXVI.  61-91. 
Im  r^"  Kapitel  dieser  Abhandlung  wird  gezeigt,  dass  säromt- 
liche  Kriterien  der  Convergenz  oder  Divergenz  von  unendlichen 
Reihen  aus  positiven  Gliedern,  welche  auf  Untersuchung  des  all- 
gemeinen Gliedes  Un  oder  des  Quotienten  -^   gegründet   sind, 

aus  einem  Satze  abgeleitet  werden  können.  Dieser  ist  einfach 
folgender:  ^Angenommen,  die  Reihe  der  Grössen  Vo»  V'i?"  ^^^^ 
die  Eigenschaft,  entweder  nirgends  ab-  oder  nirgends  zuzunehmen, 
ferner  die  Grössen  A^,  A,  ••  seien  stets  gleichbezeichnet;  so  ist 
die  Reihe 

sicher  convergent,  falls  für  n  =  oo  Lim  tpn  nicht  oc  und  Lim  K, 
nicht  0;  dagegen  sicher  divergent,  falls  Lim  ipn  ^  und  Lim  K 
nicht  oc'\ 

Denkt  man  sich  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  Su^  auf 
die  Form 

Un—  T 

gebracht ,  so  erhält  man  Convergenz-  oder  Divergenz  -  Kriterien^ 
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je  nachdem  man  ftlr  tpn  Functionen  setzt,  die  für  n  =  oo  endlich 
oder  unendlich  sind.    Im  ersten  Falle  wird  man  nehmen 

...  c-i"»,  fl-^  {ln)-f  (//n)-''.-  ((i>0), 
i^odarch  für  1  :X„  erhalten  wird: 

ef^Un,  n^-^fun,  n(lny-^fUn,  «Zn(Z/n)»+^fi,-... 
Bleibt  einer  dieser  Ausdrücke  für  n  =  oc  endlich,  so  ist  die 
Reihe  £un  sicher  convergent.  Diese  Kriterien,  hier  ^yon  erster 
Art^  genannt,  sind  identisch  mit  der  ersten  Reihe  der  Kriterien 
von  J.  Bertrand  (Liouville  J.  VII.  p.  37)  und  bereits  von  0.  Bonnet 
(ebenda  VIII.  p.  78)  in  vorstehender  Form  gegeben. 

Setzt  man  in  (1)  V'a  =  Ui»<]Pm,  wo  q>n  positiv  sein  soll,  so  er- 
hält man  die  Kriterien  2*"^'  Art:    „Ist 


l^S  U»--^^ir(«+i)!>o, 


8o  convergirt  die  Reihe  £un-  Dagegen  divergirt  diese  Reihe, 
falls  dieser  Grenzwerth  negativ  und  (pn  so  gewählt  ist,  das9  die 

Reihe  £ divergent  isf*.    Dieses  Convergenz-Kriterium  ist  im 

(pn 

Wesentlichen  mit  dem  Kummer'schen  (Grelle  J.  XIII)  ttbereinstim- 
mend;  nur  hat  es  hier  einen  absoluten  Ausdruck  gefunden,  in- 
dem die  Wahl  der  Function  (pn  von  dem  Gliede  t/«  unabhängig 
erscheint.  Bei  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes  lässt  sich 
die  Function  (pn  durchaus  so  beschränken,  dass  Lim^p»  nicht  0  und 

£  —   divergent  ist.     Denn  es  folgt  leicht,   dass  bei  positiven 

Lira  ^  erstens  Lim  rp»  nicht  0  sein  kann  und  zweitens  die  Con- 

vergenz  von  £ —  auf  eine  von  0  und  oo  verschiedene  Lim  t//„ 

führt  y  was  mit  Rücksicht  auf  (1)  ausgeschlossen  werden  kann. 

Setzt  man  demgemäss  der  Reihe  nach  (pn  gleich 
1,  n,  nln,  nlnlln^  •-• 
so  gelangt  man  zu  den  logaritbmischen  Kriterien  zweiter  Art  von 
J.  Bertrand  (cf.  a.  a.  0 ).     Zum  Nachweise   der  Divergenz  der 

entsprechenden  Reihen  £—   kann  das  Kunimcr'sche  Divergenz- 

Kriterium  dienen. 

Fortschr.  U.  Math.  V.  1.  D 
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Herr  du  Bois-Reyraond  zeigt  dann  allgemein,  wie  die  Ber- 
trund'schen  Kriterien  2**'^  Art  auf  die  1  *'^'  Art  zurttckgeflihrt  wer- 
den können. 

Das  2*^  Kapitel  enthält  Sätze  über  Reihen  aus  Gliedern  vod 
der  Form  X(«){(»„  — «„.,.|},  wo  Lim-X(n)  =  0,  Lim  cün  =  öo,  wel- 
che zu  einer  Verallgemeinerung  des  bekannten  AbeVschen  Satzes 
fuhren,  dass  die  Divergenz  der  Reihe  Sun  die  Divergenz  der  Reibe 


bedinge  (Grelle  J.  III.  p.  79). 

Im  Anhange  wird  eine  so  schwache  Divergenz  und  Con- 
vergenz  nachgewiesen,  dass  die  logarithmischen  Kriterien  vod 
J.  Bertrand  völlig  versagen  —  gegen  die  Ansicht  von  0.  Bonnet 
(a-  a.  0.  p.  79).  St. 

J.  Petersen.     Ora  Raekkens  Konvergens.    Zeuthen  Tidsskr. 

(3)  IIL  49. 
Die  Abhandlung  zeigt  den  Zusammenhang  zwischen  den  bis- 
her bekannten  Convergenzkriterien  und  fügt  neue  hinzu,  durch 
welche  die  ganze  Theorie  vollständig  wird.  Hn. 

L.  Opp ERMANN.    Et  Par  elementare  Saetninger  om  Eaek- 

kens   Konvergens.     Zeuthen  Tidsskr.  (3)  III.  148. 

Neue  Convergenzkriterien.  Hn. 

0.  ScHLöMiLCH.     Ueber  bedingt-cönvergirende  Reihen. 

Leipz.  Ber.  XXIV.  307-331.  Schlomilch  Z.  XVIII.  520-522. 
Nach  einem  Satze  von  Biemann  kann  aus  jeder  bedingtcon- 
vergirenden  Reihe  durch  geeignete  Anordnung  der  Glieder  eiue 
Reihe  abgeleitet  werden,  deren  Summe  gleich  ist  einer  beliebigen 
gegebenen  Zahl.  Diese  Aenderung  der  Reihensumme  lässt  sich 
unmittelbar  nachweisen  an  gewissen  alternirenden  Reihen,  deren 
Glieder  sich  beständig  abnehmend  der  Null  nähern,  indem  man 
dieselben  so  umstellt,  dass  auf  je  p  positive  Glieder  q  negative 
folgen.     In  den  vorliegenden  Aufsätzen  ist  allgemein  gezeigt, 
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dasB  „die  Summe  dieser  neuen  Reihe  gleich  ist  der  der  ursprüng- 
lichen Reihe 

(I  n=(l  ^  ?  ^ 

Wenn  also  ftlr  eine  bedingt- convergirende  Reihe  von  genannter 
Art  Limntin  =  0  wie  z.  B.  für 

JL_J_.  J 

2/2       3/3  "^4(4      ■"' 
80  bleibt  durch  diese  besondere  Umstellung  der  Glieder  die  Reiben- 
somme  ungeändert.  St 

O,  ScHLöMiLCH.  üeber  die  gleichzeitige  Convergenz  oder 
Divergenz  zweier  Reihen.     Schiömiich  z.  xviil.  425-426. 

Analog  einem  bekannten  Satze  von  Gauchy  besteht  der  fol- 
gende: „Die  Reihen 

lii,+2ti,+  3u,  +  4tt»6  +  - 
sind  gleichzeitig  convergent  und  divergent.^    Die  Glieder  u»  sind 
positiv  und  nehmen  beständig  ab.  St 

L.  F.  Menabrka.  Note  sur  Tidentit^  des  fonnules  don- 
nöes  par  Oauchy*)  pour  d^terminer  les  conditions  de 
convergence  de  la  sörie  de  Lagrange,  avec  Celles  qui 
ont  ^t6  ^tablies  par  Lagrange  lui  mSme**).     C.  R.  LXXVii. 

*   1358-1361. 

A.  Genocchi.  Observations  relatives  k  une  Note  prÄJÖ- 
dente  de  M.  M^nabr^a  concernant  la  s^rie  de  Lagrange. 

C.  R.  LXXVII.  1541-1544. 

Die  von  Herrn  Menabrea  behauptete  Identität  der  Formeln 
von  Gauchy  und  Lagrange,  um  die  Convergenz  der  bekannten 
Reihe  zu  beurtheilen,  besteht  nicht  allgemein;  vielmehr  kann  die 
Regel  von  Lagrange  fehlerhafte  Resultate  geben.     Nach  Herrn 


*)  M6m.  aar  divera  pointa  d' Analyse  (Mem.   de  TAcad.  d.  aciencea  de 
Paris.  T.  VII. 
*«)  Acad.  de  Berlin  1768. 


Digitized  by 


Google 


132  V.  Abschnitt.    Reihen. 

Genocchi  ist  das  Verhältniss  beider  bereits  von  Chiö  genauer  un- 
tersucht worden  (Savants  Strang.  T.  XII).  St 

M.  Marie.  Determination  du  point  critique  oü  est  linii- 
t^e  la  convergence  de  la  s^rie  de  Taylor.     Liouviiie  J. 

(2)  XVIII.  53-67. 

M.  Marie.  Determination  du  pärimfetre  de  la  rögion 
de  convergence  de  la  s^rie  de  Taylor  et  des  portions 
des  diflF^rentes  conjugu^es  comprises  dans  cette  rögion, 
ou  construction  du  tableau  g^n^ral  des  valeurs  d'une 
fbnction  que  peut  fournir  le  d^veloppement  de  cette 
fonction  suivant  la  s^rie  de  Taylor.   Liouviiie  J.  (2)  XVIIL 

68-100. 

V.  PüiSEUX.  Rapport  sur  deux  mömoires  etc.  (d.  i.  vor- 
stehende Abhandlungen).  C  R.  LXXVI.  618-622.  Liouviiie 
J.  (2)  XVm.  180-184. 

M.  Marie.     Note  au  sujet  du  rapport  pr^c^dent. 

Liouviiie  J.  (2)  XVIII.  185-201. 
In  einer  Reihe  von  Abhandlungen  (Liouviiie  J.  (2)  III— VlI) 
hat  Herr  Marie  eine  „neue  Theorie"  der  Functionen  complexer 
Veränderlicher  entwickelt  und  mehrere  Anwendungen  derselben 
gegeben.  Dieselbe  ist  auf  eine  neue  Darstellung  der  Functionen 
complexer  Veränderlicher  gegründet,  welche  etwa  in  folgender 
Art  abgeleitet  werden  kann.     Der  complexe  Punkt 

x  =  a  +  ßi  y  =  a'-\-ß'i 

werde  durch  einen  reellen  Punkt  |,  tj  repräsentirt,  der  bei  allen 
reellen  linearen  Transformationen  der  x,  y  ungeändert  bleiben 
soll.  Denkt  man  sich  £  als  lineare  Function  der  a,  ß,  ri  als 
solche  der  a\  ß',  so  findet  man  unter  dieser  Bedingung  noth- 
wendig 

l  =  «  +  M  n^(^+kß^, 

wo  k  eine  beliebige  reelle  Gonstante  bezeichnet.  Man  setzt  ft=  1, 
damit  ein  Punkt  a,  ßi  durch  a,  ß  dargestellt  werde.  Dieses 
entspricht  der  Darstellung  rein  imaginärer  Curvenzweige  (bei 
reeller  Abscisse)  durch  die  Supplementar-Curven  Poncelefs. 
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Die  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  ^  17»  welche  einer  Glei- 
chung f(x,  y)  =•  0  entsprechen,  werden  ferner  so  angeordnet,  dass 
die  Systeme  aus  reellen  x  und  complexen  y,  speciell  die  genann- 
ten Supplementar-Gurven  bei  jeder  reellen  Coordinaten-Transfor- 
mation  x  y  zusammenhängend  bleiben.  Dieses  vorausgesetzt  wird 
der  allgemeine  Ort  f{xy  y)  =  0  durch  folgende  Gurvenschaar  re« 
präsentirt: 

il^a  +  ß        fi  =  a^+Cft, 

\     /•(«+/«,  «'+C/K)=0, 

wo  C  einen  unbestimmten  reellen  Parameter  bedeutet.   Die  zweite 

Gleichung  zerfällt  bei  der  Trennung  von  Reellem  und  Imaginärem 

in  zwei,  deren  letztere  den  Factor  ß  enthält,  welcher  wegfällt. 

Diese  Curven  heissen  conjugirte  zur  reellen  Curve  /*(|,  17)  =  0; 

C  die  Characteristik  derselben.     C  =  00  giebt  die  Curve,  welche 

den  Punkten  xy  entspricht,  deren  x  reell,  y  complex  ist.    Die 

CoDJugirten    haben  zur  Enveloppe  die  reelle  Curve  und  ausser- 

dx 
dem  die  Curve  ^,  %  welche  dadurch  definirt  ist,  dass  -r-  einen 

uy 

reellen  Werth  besitzt,  ohne  dass  x,  y  selbst  beide  reell  sind.  Die 
Conjugirten  einer  Ellipse  sind  z.  B.  die  Hyperbeln,  welche  damit 
je  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  gemein  haben.  —  Eine  ähn- 
liche geometrische  Darstellung  lassen  auch  die  Gleichungen 
zwischen  drei  Veränderlichen  zu. 

Die  Untersuchungen  Ober  die  Entwickelung  einer  algebrai- 
schen Function  in  der  Umgebung  einer  nicht  singulären  Stelle 
«0  Vq  (vgl.  Liouville  J.  (2)  V.  p.  457)  haben  Herrn  Marie  zur  rich- 
tigen Definition  der  singulären  Stellen  geführt.  In  den  ^points 
eritiques*  verliert  die  algebraische  Function  den  Character  einer 
ganzen  Function,  indem  entweder  sie  selbst  oder  ihre  Ableitungen 
von  einer  bestimmten  Ordnung  an  unendlich  werden.  Der  Con- 
vergenzkreis  der  Entwickelung  geht  immer  durch  einen  solchen 
Punkt,  welcher  grade  nicht  —  nach  der  gewöhnlichen  Aus- 
drueksweise  —  der  nächste  unter  den  singulären  Punkten 
X  =:  a  4-  6t  zu  sein  braucht.  Mit  der  Ermittelung  dieses  singulären 
Panktes  beschäftigt  sich  die  erste  der  anfgefbhrten  Abhandlungen. 
Bs  werden  clrei  Fälle  unterschieden.   Hat  die  Gleichung  /(avy)=:0 
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nur  reelle  GoefficicDlen  und  sind  alle  singulären  Abscissen  sowie 
x^  selbst  reell,  so  ist  es  derjenige  singul&re  Punkt  auf  der  zq 
rTg,  yo  gehörigen  Gonjugirten,  dessen  Abscisse  sieh  am  wenigsten 
von  x^  unterscheidet.  Wäre  aber  x^  complex,  so  bestimme  man 
die  Ordinate  y,,  welche  zu  x  ==a^  gehört  und  die  stetige  Fort- 
setzung zu  y^  bildet,  während  x  den  Weg  a^-f /%  beschreibt  von 
ß  =  ß^  bis  /9  =  0.  Dann  hat  man  auf  dem  Zweige  von  /'=0, 
^0  (^o'^i)  B^^^  befindet,  denjenigen  singulären  Punkt  zunehmen, 
dessen  Abscisse  sich  von  a^  am  wenigsten  unterscheidet 
Dieses  möge  hier  gentlgen,  indem  die  allgemeine  Lösuiig  der 
Aufgabe  bereits  im  4'''"  Bd.  d.  F.  d.  M.  p.  107  angeführt  ist. 

Ist  der  singulare  Punkt  x^  =  a  +  bi,  y^  =  a!-\-Vi  gefunden, 
durch  welchen  der  Convergenzkreis  der  Entwickelung  bestimmt 
ist,  so  kann  man  die  Punkte  desselben  durch  die  entsprechenden 
I  fi  darstellen.  Diese  Gurve  nennt  Herr  Marie  „P^rimötre  de  la 
r^gion  de  convergence.^'  Ueber  die  Gestalt  derselben  im  Allge- 
meinen, sowie  iür  einige  specielle  Beispiele  handelt  der  zweite 
Aufsatz. 

Der  Bericht  des  Herrn  Puiseux  über  diese  beiden  Abhand- 
lungen erkennt  zwar  die  Kichtigkeit  der  darin  enthaltenen  Be- 
merkungen über  die  singulären  Punkte  an;  den  besonderen  Me- 
thoden des  Verfassers  wird  jedoch  ein  wesentlicher  Wertb  nicht 
zugestanden.  Eine  Begründung  dieser  Ansicht  wird,  wie  aueh 
Herr  Marie  in  seiner  Erwiderung  hervorhebt,  eigentlich  nicht 
gegeben.  Denn,  wie  complicirt  auch  immer  die  neue  Theorie 
sein  möge,  so  leistet  sie  immerhin  die  Lösung  eines  Problemes, 
welches  bisher  nicht  allgemein  behandelt  worden  ist.  Uebrigens 
zeigt  die  „Note"  Herrn  Marie  in  einem  Eifer,  der  weit  über  sein 
Ziel  hinansschiesst.  Die  Ausfälle  gegen  Gauchy's  Theorie  der 
Functionen  complexer  Veränderlicher  werden  wohl  von  Nieman- 
dem als  zulässig  erklärt  werden  können.  St 

W.  W.  Johnson.     Note   on   demonstratioDs  of  Taylors 

theorem.     MeseeDger  ,2)  II.  180-184. 

Der  Verfasser  bezieht  sich  auf  die  beiden  Methoden,  durch 
welche  der  Taylor'sche  Satz  gewöhnlich  bewiesen  wird,  und  be- 
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merkt,  dass  die  Methode  Lagrauge's,  Goeffidenten  anzunehmen, 
<]ie  erst  hinterher  bestimmt  werden,  den  Vortheil  habe,  das  Ge- 
setz von  der  Reihe  der  Coefficieuten  abzuleiten,  während  andrer- 
seits die  Beweise  der  Herren  Cox,  Rouch^  und  anderer  auf 
eine  vorhergehende  Eenntniss  des  Gesetzes  gegründet  sind,  wel- 
ches nur  ungenau  durch  das  Verfahren,  auf  analytischem  Wege 
einen  Ausdruck  für  den  Rest  zu  finden,  bewiesen  wird.  Der  Ver- 
fasser giebt  einen  Beweis,  der  sich  die  Vortheile  beider  Metho- 
den aneignet,  indem  er  nämlich  die  Coefficieuten  nach  dem  Gesetz 
ihrer  Folge  ableitet,  und  doch  zeigt,  dass  die  gefundene  Reihe 
die  einzige  ist,  welche  die  erforderlichen  Bedingungen  erfüllt. 

Glr.  (0.) 


Capitel  2. 
Besondere  Reihen. 

W,  Batschinsky.  Theorie  der  arithmetischen  und  an- 
derer verwandten  Beihen.  Zweites  Heft.  Leipzig.  Schmaler 
n.  Pech. 

Dieses  Heft  (s.  F.  d.  M.  IV.  108)  enthält  die  Summirung  von 
Binomialcoeffieienten-Reihen,  neue  Beihen  fttr  die  Zahl  ;r^  Bestim- 
mung der  Grösse  (-ö;r)'  ^°*  Formeln  fttr  die  Rectificirung  der 
Ellipse.  Hr. 

C.  Sardi.     SuUe  progressioni  per  diflferenza.    Battagiini  G. 

XI.  123-152.  M. 

A.  HocHH£iM.     Ueber  figurirte  Zahlen.     Gmoert  Arch.  LV. 

189-193. 
Der  Verfasser  giebt  zunächst  einige  allgemeine  Sätze  Über 
die  Addition  und  Subtraction  der  Glieder  arithmetischer  Beihen 
höherer  Ordnung  und  stellt  dann  einige  interessante  Beadebungen 
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zwischen  den  Tetraedralzahlen,  Pyramidalzahlen,  Octoedralzahlen, 
Hexaedralzahlen,  Dodecaedral-  und  Ikosaedralzahlen  auf. 

Pr. 


\2 


J.  W.  L,  Olaisher.     Geometrical  proof  that 

P  +  2H3\..+»'  =  (1+2  +  3. ..  +  »)' 

Messenger  (2)  III.  5.  61r. 

V,  Retali.     Sülle  progressioni  geometriche  d'ordine  su- 

periore.      Battaglinl  G.  XL  349-356. 

Der  Verfasser  versucht  die  Theorie  der  geometrischen  Reiben 
n**""  Ordnung  zu  entwickeln,  d.  h.  derjenigen  Reihen,  in  denen  die 
Quotienten  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  eine  geometrische 
Reihe  {n  —  1 Y''^  Ordnung  bilden.  Es  wird  dabei  derselbe  Gang 
verfolgt,  wie  bei  der  Theorie  der  arithmetischen  Progressionen 
höherer  Ordnung,  und  es  ergeben  sich  für  die  geometrischen 
Reihen  höherer  Ordnung  ganz  analoge  Sätze  wie  die  f&r  arith- 
metische Reihen  längst  bekannten.  M. 

J.  DE  ViRiEü.     Solution  de  la  questiou  1102.    Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  189. 
Es  ist: 

^       IN    /  I  IN       lOj   wenn  n  ungrade  ist, 

p=ü  l*2--(p  +  l)  ("TirT'  w^°^  ^  grade  ist. 

Pr. 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  certain  series  for  n.     Quart  J. 

XIL  232-233. 

Der  Verfasser  macht  aufmerksam  auf  die  grosse  Anzahl 
Reihen  ftlr  n,  welche  in  der  gewöhnlichen  Formel  für  dieCotangentc 
und  die  Cosecante  liegen,  als  Reihe  für  die  reciproken  Werthc. 

Cly.  (0.) 

Ch.  Hermite.  Sur  Tirrationalitä  de  la  base  des  loga- 
rithmes  hyperboliques.  Bep.  Britt.  Ass.  1873.  MeBsenger  :2) 
IIL  98-100. 
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Eb  sei 


und  ferner 


80  ist 

a?«+*  ^ü    (»  +  *  +  !)!' 
Dureb  n  malig^  Differentiation  beider  Seiten  der  Gleichung  folgt 
dann,  dass 

wo  ^(x)  und  9](x)  Polynome  mit  ganzen  Coefficienten  sind.  Durch 
Haltiplication  mit  x"*+*  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  klei- 
ner, als  irgend  eine  gegebene  Grösse,  da  n  unendlich  gross  wird 
und  die  linke  Seite,   nämlich  e'yCx)— i]P,(a?)   würde,   wenn  es 

möglich  wäre,   e'  durch  eine  commensurable  Grösse  —  auszu- 

drtteken,  nicht  kleiner  sein  können,  als  —  Folglich  ist  —  in- 
commensurabel.  Gsy.  (0.) 

Ch.  JHekmite*    Extrait  d'une  lettre  de  Mr.  Ch.  Hennite 

\  Mr.   Borchardt.    Burchardt  J.  tXXVI.  342-344. 
Aus  deni  Ausdrucke 
^=  t/^sinoj  +  Kcosx^-— --^  /   (1  — a')'»co8a?».rf», 

0 

in  dem  V  und  V  Polynome  von  x  sind,  wird  fRr  a?  =  -^  gefol- 
gert,  dass  —  keinen  rationalen  Werth  haben  könne.  Aus  dem- 
wlben  Integral  folgt  die  Bestimmung  eines  Polynoms  ie."'Ö„,(«)j 

in  welchem  die  ü  ganze  Functionen  der  Grade  m  sind,  derart, 
daes  die  Entwicklung  der  Summe  mit  der  möglichst  hohen  Po- 


Digitized  by 


Google 


138  V.  AbMhuU.    BmlMii. 

tenz  ronx,  oämlich  der  (m,  4- m,4- •••-{- ifi«4-')*'"  beginnt.  End- 
lich folgt  eine  Yermathung  bezttglich  der  Kettenbmch-Entwieke 
lung  von  (e'^—  1)  :  (e'+  1).  No. 

F.  Unperdinger.  Ueber  die  merkwürdigen  Eigenschaften 
des  Ausdrucks 

und  die  Anwendung  derselben,    Wien. B«r.  LXVII.  363-370 
Es  ist 

wenn  it< m  ist,  und 

=  £.+(»-'»)£^.+(v>..,+-..+Gi;>.. 

wenn  n^m  ist,  wobei 

E,  =  *--(5)(*-l)-  +  (|)C*-2)-— .  +  (-!)»(*)(*-*)' 

bedeutet    Aehnlicbe  Formeln  ergeben  sieb  fltr  den  Ausdrock 

Sodann  giebt  der  Verfasser  die  Umwandlung  der  Ausdrfloke: 

^XT)^*~'*^'~'*'"~'^°*'^"''  ^"^  »(*")(»-»)'»"•"••*  in— • 
Schliesslich  zeigt  er,  dass: 

ist.  Pr. 

A.  BoNOLis.    Ricerca  de'  valopi  delle  formole 

lier)(V)+-+ati)CT')! 
•  i;i('t')(V)+-at!)("7')i<-*'' 


BalU^Di  Q.  XI.  283-34a 
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J.  HoRNER.     On   W,   G.  Horner's  method  of  factorials. 

Quart  J.  XII.  258-265. 
Giebt  die  numeriscbQ  Berechnung  der  Entwiekelang  einer  po- 
sitiven ganzen  Potenz  von  x  in  eine  Reihe  von  Faktoriellen. 

Cly.  (O.) 

J.  WoLSTENHOLMB.     On  the  summation  of  certain  series. 

Proc.  of  L.  M.  8.  IV.  283-287. 
Die  Reihen  sind  factorieller  Art,  da  die  Summen  aus  der 
Betrachtung  eines  Problems  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
wonnen sind.    Es  wird  bemerkt,   dass  die  Reihen,   welche  sich 
unter  die  gefundene  Formel  bringen  lassen,  von  der  Form 

g?  x{x+ay  x(x-\'a)(x+b) 

"*"  y  4-a  '*'  (y+a)(»+fr)  '^  (Sf+a){y+b){y+c)  "^  "' 
bis  zn  r  Gliedern,  sind,  und  ihre  Summen  gleich 

y     i^        x{X'\' a)(x+b) » "  (r  factors)  ) 
»  —  «  *  »(»+ö)(y+ft) • "  {r  factors)  i  * 

Dieselben  sind  sämmtUch  in  der  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung 
ttber  hypergeometrische  Reihen  gegebenen  Formel  enthalten. 

Cly.  (0.) 

J.  Oraindorge.  Sur  la  sommation  de  quelques  söries 
et  sur  quelques  integrales  döfinies  nouvelles. 

Liouville  J.  (2)  XVIII.  129^39. 
Der  Verfasser  summirt  einige  Reihen,  die  nach  Quadraten^ 
Guben  od^r  Biquadraten  der  Sinus  oder  Cosinus  der  Vielfachen 
eines  Bogens  fortschreiten  und  gründet  darauf  die  Ermittelung 
der  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale.  Fs. 

SiMOMY.  Summation  einiger  endliehen  Reihen  und  deren 
Anwendung  zur  Darstellung  der  «**"  Potenzen  von 
cos  X  und  sin  x  als  Aggregate  gleichartiger  Func- 
tionen ganzer  Multipla  des  Bogens  x.   GroneptArchivLV. 

64-72. 

Fs. 
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G.  AscoLi.     üeber  trigonometrische  Reihen,   cicbach  Ann. 

VI.  231-240. 
Herr  Heine  hat  (Borchardt  J.  LXX,  8.  F.  d.  M.  D,  217)  den 
Satz  bewiesen:    ^Eine  im  Allgemeinen  stetige,  nicht  noth wendig 
endliche  Function  f(x')  Iftsst  sich  höchstens  auf  eine  Art  in  eine 
trigonometrische  Reihe  von  der  Form 

JS  (Oh  siniid;  +  b,|C0Sfid;) 

(j 

entwickeln,  wenn  die  Reihe  der  Bedingung  unterworfen  ist,  im 
Allgemeinen  in  gleichem  Grade  zu  convergiren.^  Wenn  man 
hiermit  den  Cantor'schen  Satz  (Borchardt  J.  LXXII,  F.  d.  M.  III, 
105)  vergleicht,  ^dass  eine  Function,  die  durch  eine  trigonome- 
trische, für  jeden  Werth  von  j?,  allgemein  zu  reden,  convergente 
Reihe  gegeben  ist,  sich  nicht  durch  eine  andere  Reihe  derselben 
Form  darstellen  lässf",  so  scheinen  die  von  Herrn  Heine  Aber 
die  Stetigkeit  und  die  Art  der  Gonvergenz  gemachten  Voraos- 
setzungen  unnöthig.  Herr  Ascoli  zeigt  nun,  dass,  „wenn  eine  nach 
dem  Intervall  2n  periodisch  sich  wiederholende  Function,  die  im 
aligemeinen  continuirlich  und  so  beschaffen  ist,  dasi»  die  2t  Haupt- 
integrale 

(a=l,2,...T), 

wo  die  Punkte  ap^(=ü),  a?,,  •••  a^r-i  nicht  nothwendigerweise 
alle  singulare  Punkte  der  gegebenen  Function  sind,  bei  unend- 
lichem Abnehmen  der  Grösse  «  convergiren,  allgemein  zu  reden, 
d.  h.  ohne  eine  Ausnahme  für  einzelne  Punkte  auszuschliessen, 
durch  eine  trigonometrische  Reihe  der  Form  (1)  darstellbar  ist, 
die  Entwicklung  nicht  nur  einzig,  sondern  gerade  die  Fourier'- 
sehe  sein  muss.  Der  Beweis  geschieht  nach  der  Biemann'schen 
Methode  („lieber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine 
trigonometrische  Reihe,«  Gott.  Abh.  1868,  s,  F.  d.  M.  I,  131). 

H. 
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J.    MouRGUBS.      Expression s    de    sin  ma   et    cos  ma    en 
fonction    de  sin  a  ou  cos  a  seuleraent.      Nouv.  Ann.  (2) 

XII.  408-418. 
Beweis   des  Theorems,   dass,   wenn  zwischen  den  Grössen 
A^A^^" An* '^,  die  Recursionsformel  besteht: 

An  =  KAn^i  —  ^n-2    (K  constaut) 
das  allgemeine  Glied  den  Wertb  hat: 

(m-4)(m-5)(m-6)    ^„_.,  .      "1. 

Tal  *      +-J^. 

(m-6)(m-6)Cm-7)  ^„_8        1 

nnd  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  Formeln: 

sin  ma  =  2co8osiu(»»  — l)o  — sin(m  — 2)a, 
cosma  =  2co8aco8(m— l)o  — co8(»i — 2)o, 

^'*+^ = (^+  -~)(^'"-^ + ^)"-(-'''"^ + "j^y 

Hr. 

Le  Bksgu£.     Snr  les  d^veloppements  de   sin  na,    cos«« 
suivant  les  puissances  de  2  cos  a  et  2  sin  a. 

Nouv.  Ann.  (2)  XII.  425-432. 
Die  Note  ist  als  ein  Gommentar  zu  den  in  art.  337  der  Disq. 
Arithm.  von  Ganss  gegebenen  Formeln  zu  betrachten. 

In  §  1  werden  die  in  Rede  stehenden  Entwickelungen  ver- 
niittelst  der  recurrirenden  Formeln 

sin(«4-l)fl  =  sintia«2cösa  — sin(w  — J)(i, 
cos(ii-{-1)a  =  co8iia.2cosa— co8(ii— 1)a 
abgeleitet. 


Digitized  by 


Google 


]43  T.  Abschnitt.    Reihen. 

§2  giebt,  wenn  ii  =  2m  +  l,  die  Oleichung^n  «•*•■  Gfad» 

2k  n 

deren  Wurzeln  die  doppelten  Sinus  und  Cosinus  von  sind 

In  §3  wird  die  Entwickelung  von  r»+—  nach  Potenzen 

von  r-| gegeben,  femer  die  Gaussische  Gleichung  III  deaer- 

wähnten  Artikels  f&r  tg abgeleitet,  und  zonoi  Schlüsse  Gele^ 

genheit  genommen,  die  Werthe  von 

2coste',    2cos2io,    •  •  •    2cos8tc, 

wo  IT  =  yy  ist,  welche  der  Verfasser  in  den  Nouv.  Ann.  V  mit 

2  Fehlern   im   Vorzeichen   gegeben   bat,  in  berichtigter  Form 
zu  reproduciren.  Hr. 


J.  W,  L.  Glaisher.     On  the  deduction  of  series  from 

infinite  products.     Meseenger  (2>  II.  138-142. 

Die  Arbeit  soll  eine  Ergänzung  sein  zu  Schellbach's  Arbeit: 
„Die  einfachsten  periodischen  Functionen'*  (Grelle  J.  XI.  VIII. 
1854)  und  enthält  die  Formen  gewisser  Ausdrücke,  welche  m 
der  Transformation  vermittelst  gewisser  algebraischer  Identitäten 
entstehen,  wie  z.  B. 


I 


(l-a)'(l-6)*(l-c)»...   -'-^     (l_fl).     -r(i_o)«(i_6)' 

I  l-(l-c)'  I  ■■ 

+  (i_a)»(l_6)'(i_c)'  ^ 

80  dass  z.  B. 

"°^     2    ~     d-x')'     "♦'    (l-a.')'(3»-ar*)*    ■*"     ' 

Dies  wird  auf  verschiedene  Reihen  angewandt.     Namentlich  i 

die  Reihe 

«^ 1  1  p        1-2  1.2-3 


18       1-2   '     1-2. 3-4    '     3-4-5-6  ^    4-5-"8 


,     1-2-3-4  -■ 
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hervorgehoben,   die  sehr  schnell  convergirt  und  daher  ein   be- 
quemes Mittel  zar  Berechnung  von  n*  giebt.  61r.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     Kemarks  on   certaiii   series  occu- 
ring  in    a  paper:     „On  the  deduction  of  series  from 

infinite   products^^    Messenger  (2)  II.  163-157. 

Die    betreffenden    Reihen    lassen    sich    herleiten    aus   der 
Formel 

cos  «ö  =  1— ^sin'ÖH — ^-j — ^sin^ö 

und  der  entsprechenden  Formel  fBr  sin  nO,  z.  B. 

cos|«x=l^^+^i^^--i '^ i^+..., 

oder  Identitäten,  wie 
sin  n«  _  ii(')  itW  nW 

—   1         11       +      ti    o«  1«   o«    o*  "T 


n/i      ~  ^    1».2'        1V2'.3*^   1*.2*.3'4'   ^"'' 

wo 

n^'^z:=n\  nW  =  n^(n''~r),  etc. 

Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     Values  of  certain  infinite  products. 

Meseenger  (2)  U.  189-190. 
Enthält  die  Werthe  von  acht  Producten,  wie 

Auch  wird  die  Identität 

cosec (f  +  cosecSqp  +  etc.  =  e-^  coty  +  e-^9  cotSy  +  etc. 
gegeben.    .  Glr.  (0.) 

J-  W.  L.  Glaisher.     Arithmetical  identities.     Mesgenger 

(2)  IL  177-179. 
Die  Arbeit  besteht  aus  13  arithmetischen  Identitäten,  welche 
WS  Formeln  in  Jakobi's  „Fundamenta  Nova**  (Regiomonti,  1829) 
abgelertet  sind;  z.  B.  von 


Digitized  by 


Google 


]44  'V'.  AbBohnitt.    Reiben. 

-^        »     + J :_..__!_+     1 

•^    oonnn  nnnaa  in  i     ' 


9,9         999,999    ^   99999,99999  10,1    '      1000,001 

.  1  ■         ,     (0.11)(0,1111)(0.111111)-- 

'*'    100000,00001     "^  ■""'■      (0,1)    (0,111)  (0.11111)- 

=  1,101001000100001- 

1 

(0.9)(0,99X0.999)(0,9999)...  =  l-i-  +  g^-^^^+ ...     | 

Schliesslich  wird  bemerkt,  dass 
See'  <)p  +  4  sec'  2(jp  +  9  sec*  3<ip  H —  =  cosec'  qp  +  9  cosec*  3(f 

-}-  cosec*  59  +  " 
sei.  Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaisher.     Simple  pröof  of  a  knownproperty 

of   Bernoulli's   numbers.      Messenger  (2)  IL  190-191. 

Beweis,  dass  jeder  Factor  in  dem  Nenner  der  n*"""  BernouIIi- 
schen  Zahlen  entweder  2  oder  ein  Theiler  von  2***~'  ist,  welcher 
Beweis  einen  Theil  des  Satzes  von  Staudt  in  Grelle  J.  XXI. 
p.  372  ausmacht.  Glr.  (0.) 

J.  W.  Tj.  Glaisher.     Tables  of  the  first  250  Beriioulirs 
imnibers   (to  nine  figures)    and   their   logarithmos  (to 

ton    figarcs).      'JVans.  of  Cambridge.  XII.  I.  384-391. 

Enthalt  zwei  Tafeln:  die  erste  für  die  Logarithmen  der  250 
ersten  Bemoulli'schen  Zahlen  zu  zehn  Stellen,  die  alle,  mit  Aus- 
nahme der  sieben  ersten,  berechnet  sind  aus  der  Formel: 

_   2(l-2»-n)  /  1     .  _L  .      ^ 

**  ~       (2«)'«      V   "^'  2^"  "^  32«  -r-'V* 

Die  zweite  Tafel  enthält  die  ersten  neun  Stellen  der  betreffenden 
Bernoulli'schen  Zahlen,  hergeleitet  aus  der  ersten  Tafel,  (ausge- 
nommen die  ersten  achtzehn,  welche  aus  den  genauen  von  Ohm, 
Grelle  J.  XII,  gegebenen  Werthen  hergeleitet  sind).  Der  Ver- 
fasser bemerkt,  dass  die  kleine  Tafel  in  Orunert's  Supplement 
zu  Klägers  Wörterbuch  sehr  ungenau  ist,  indem  sieben  von  den 
achtzehn  Resultaten  mit  Fehlern  behaftet  sind.  Glr.  •^.) 
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P.  DU  Bois-Rkymond.     üeber  die  Fourier'schen  Reihen. 

Gott.  Nachr.  1873.  571-582. 

£b  handelt  sich  um  die  Erweiterung  der  Ottltigkeit  der 
Fourier'Bchen  Entwickelung  Über  die  Beschränkungen  hinaus, 
welche  Dirichlet  in  seinem  berühmten  Beweise  (^ur  la  conver- 
gence  des  söries  trigonomfetriques  etc.  Grelle  J.  IV,  157)  fftr 
die  darzustellende  Function  dahin  festgestellt  hat,  dass  die- 
selbe im  betrachteten  Intervalle  endlich  sein  muss  und  nur  eine 
endliehe  Anzahl  Maxima  haben  darf.  Dirichlet  selbst  hat  einen 
weitergehenden  Satz  (L  c.  p.  169)  in  Aussicht  gestellt^  ohne  je- 
doch später  darauf  zurückzukommen.  Der  Herr  Verfasser  ist 
nun  nach  vergeblichen  auf  diese  Erweiterung  gerichteten  Ver- 
suchen zur  Ueberzeugung  gelangt,  dass  der  von  Dirichlet  ange- 
deutete allgemeinste  Satz  nicht  existire,  und  sucht  vielmehr  die 
Bedingungen  auf,  unter  welchen  die  Fourier'sche  Beihe  bei  durch- 
gängiger Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Function  für  einzelne 
Argumente  keine  bestimmte  Summe  hat.  In  der  einfachsten  Ge- 
stalt ist 

f(x)  =  p(a?).sin(tp(aj)) 
eine  solche  nicht  darstellbare  stetige  Function,  wenn  q(x)  mit  x 
ohne  Maxima  verschwindet  und  V'(^)  ^^  verschwindendem  x 
mit  unendlich  vielen  Maximis  stetig  unendlich  wird.  Andrerseits 
giebt  der  Herr  Verfasser  eine  neue  Bedingung  ftlr  die  Gültigkeit 
der  Fourier'schen  Reihe,  welche  sowohl  die  Dirichlet'sche  als  die 
von  Herrn  Lipschitz  (Borchardt  J.  LXIII,  p.  286)  angegebene  Be- 
dingung einschliesst  und  noch  weitere  Fälle  umfasst.  Sie  besagt, 
dass  die  Fourier'sche  Entwickelung  gilt,  wenn  das  Integral 

ü  u 

absolut  convergent  ist.  Diese  Bedingung  ist  jedoch,  wie  der  Herr 
Verfasser  durch  Beispiele  festgestellt  hat,  noch  nicht  die  noth- 
wendige.  Hr. 

6.  AscoLi.   Sulla  serie  di  Fourier.  BrioBchi  Ann.  (2)  vi.  21-71. 
Siehe  Abschnitt  VII,  Cap.  1. 

FortMhr.  d.  Math.  V.  1.  IQ 
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Giro  Sardi.     SuUe  progressioni  per  diflferenza.    Battagiini 

G.  XI.  123152. 

Herr  Gambardella  hat  in  Battagiini  G.  IX.  262  die  Anzahl 
der  Lösungen  der  Gleichung  ax'\-by+csi=tn,  wo  a,  b,  c,  m  ganze 
positive  Zahlen  sind,  ohne  Beweis  angegeben  (s.  F.  d.  M.  III.  73). 
Herr  Sardi  zeigt,  dass  sich  der  Beweis  fuhren  lasse  mit  Hfllfe 
von  Sätzen  über  Differenzenreihen,  deren  Herleitung  Gegenstand 
vorliegender  Arbeit  ist.  Diese  Sätze  lassen  sich  anwenden  auf 
die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichnngen 
ax+by=n,aX'\-by'\'Cz=n  und  der  Gleichung  ax-}'by-\-Ci-\'du=nf 
wenn  a,  6,  c,  d  relativ  prim  sind.  M. 

F.  Gambardella.   Sui  coefficienti  delle  facoltä  analitiche. 

Battagiini  G.  XL  49-61,  86-97. 

Siehe  Abschnitt  VIL  Cap.  2. 

H.  A,  Schwarz*  Ueber  diejenigen  Fälle,  in  welchen 
die  Gaussische  hypergeometrische  Reihe  eine  alge- 
braische Function  ihres  vierten  Elementes  darstellt. 

Borchardt  J.  LXXV.  292-835. 
Siehe  Abschnitt  VII.  Gap.  2. 
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Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  L 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

Ch.  Sturm.     Cours  d'analyse  de  TJficole  Polytechnique. 

4m«  «d.  Paris.    Gauthier-Yillars.  8^. 

0.  ScHLöMiLCH.     Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der 
höheren  Analysis.     (2.  Thl.:     Das  Compendium   der 

höheren  Analysis).      2.  Aufl     Braunechweig.    Vieweg.  8'. 

0.  ScHLöMiLCH.    Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren 

Analysis.     l.  Thl.  2.  Aufl.    Leipzig.  Teubner.  8°. 

Bkasseur.     Exposition  nouvelle  des  prineipes  du  calcul 
diflKrentiel  et  du  calcul  integrale.    M6m.  de  Li^ge.  (2)  in. 

131-192. 
Eine  ausführliche  Kritik  dieser  Schrift  findet  sich  in  der 
Kevue  de  rinstmetion  Publique  de  Belgique,  tome  XII.  p.  56. 
Der  Hauptfehler  dieser  neuen  Auseinandersetzung  besteht  darin, 
dass  sie  die  Differentialrechnung  begründet  bat  auf  die  Taylor'- 
Bche  Reihe,  wie  Lagrange  in  der  „Theorie  des  fonctions  analy- 
tiques".  Der  übrige  Theil  des  Buches,  unterscheidet  sich  nicht 
von  den  gewöhnlichen  Büchern  dieser  Art.  Mn.  (0.) 

M.  Stegemann.   Grundriss  der  Diflferential-  und  Integral- 
rechnung.    Hannover.  Helwing. 
Eine  für  Anfänger  berechnete  leicht  &ssliche  Darstellung  der 

10* 
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Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  und  ihrer  An- 
wendung auf  die  Geometrie  mit  zahlreichen  ausgeillhrten  Uebungs- 
beispielen.  Hr. 

Ch.  Hermite.   Cours  d'analyse  de  l'^cole  Polytechiiique  I. 

Paris.  Gauthier -Villars.  S«. 

P.  Mansion,     Analyse  d^taill^e  de  cet  ouVrage. 

Boncompagni  Bull  VI.  337-434  nnd  Gand.  Hoste. 
Das  Werk  von  Hermite  setzt  beim  Leser  die  Kenntnisa  der 
Elemente  der  Theorie  der  Ableitungen  und  der  unbestimmten  Inte- 
grale voraus.  Systematische  Anordnung  und  Einheit  fehlen  ihm, 
aber  der  grösste  Theil  der  Gegenstände  ist  in  origineller  Weise 
behandelt.  Die  im  Boncompagni  Bull,  enthaltene  Analyse  giebt 
eine  Uebersicht  über  die  interessantesten  Beweise  und  eine  grosse 
Zahl  bibliographischer  Notizen. 

Die  Einleitung  (p.  1  bis  46)  enthält  die  Definition  der  Höheren 
Analysis  (allgemeine  Theorie  der  Functionen,  die  in  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  ihren  Ursprung  haben,)  die  fundamentale 
Eigenschaft  eines  rationalen  Bruches  Fx  hinsichtlich  des  Bestes  von 

^^"^  {  für  A=0,  die  Eigenschaften  der  algebraischen  Punc- 
X — a — A 

tionen,   welche  die  Grundlage  der  Untersuchungen  yon  Jacobi 

und  Abel  über  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen 

bilden,   endlich  Notizen   über   einfach   und   doppelt  periodische 

Functionen. 

Die  ersten  Principien  der  Differentialrechnung  (p.  47—89) 

sind  dem  Taylor'schen  Satze  und  seinen  Folgerungen  gewidmet, 

ferner  der  Theorie  der  Differentiale,  der  Vertauschung  der  nnab- 

hängigen  Variablen,  speciell  in  wichtigen  Differentialgleichungen 

der  Theorie  der  elliptischen   Functionen.     Wir  heben  hier  den 

Beweis  der  Gleichung: 

Aa^        da?* 
und  die  Aufstellung  der  interessanten  Reihenentwickelungen  hervor. 
Es  fehlen  dagegen  allgemeine  Bemerkungen  über  das  Differential 
einer  Fonetion  vqu  mehreren  Variabein. 
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In  den  geometrischen  Anwendungen  (p.  90 — 198)  wird  die 
Theorie  der  Berührung  von  Curven  und  Flächen  sorgfältig  be- 
handelt und  mit  guten  Beispielen  versehen.  Ebenso  wird  die 
Theorie  der  Krümmung  ebener  und  räumlicher  Curven  sowie  die  der 
Linien  auf  Oberflächen  in  trefflicher  Weise  auseinandergesetzt.  Es 
fehlen  dagegen  die  Formeln  von  Serret  und  Freuet;  die  Theorie 
der  Enveloppen  wird  verkürzt. 

Die  analytischen  Anwendungen  (p.  199—230)  enthalten  nur 
wenig  über  unbestimmte  Ausdrücke  und  über  Maxima  und  Minima; 
indessen  finden  sich  interessante  Notizen  über  Differentialglei- 
chungen. Es  ist  zu  bedauern,  dass  der  Verfasser  nichts  über  den 
Operationscalcul  sagt,  der  durch  Brisson  erdacht,  von  Cauchy^ 
Boole  und  englischen  Geometern  häufig  angewandt  ist. 

Die  Integralrechnung  wird  in  etwas  schulmeisterlicher  Art 
behandelt.  Referent  kann  nicht  umbin  3  Fehler  zu  bezeichnen. 
1)  Die  Theorie  ist  fragmentarisch  in  verschiedenen  Theilen  ver- 
streut (die  geometrische  Interpretation  der  bestimmten  Integrale 
p.  91,  232,  386;  unicursale  Curven  vom  Geschlecht  0  p.  242,  383, 
401).  2)  Die  Bezeichnung  „bestimmtes  IntegraP'  ist  nicht  hin- 
reichend klar  gestellt.  Man  muss,  mit  Cauchy,  beweisen,  dass 
die  Grenze  einer  Summe  von  Grössen  der  Form  Fx  Ax  eine  be- 
stimmte Grösse  ist.  8)  In  der  Theorie  der  Integration  von  Reihen 
sind  die  Bemerkungen  von  Weierstrass  (publicirt  von  Heine, 
Borchardt  J.  LXXI.  p.  353  siehe  F.  d.  M.II.  p.217)  nicht  berück- 
sichtigt. Davon  abgesehen  verdient  der  ganze  zweite  Theil  Lob 
nnd  enthält  eine  grosse  Menge  interessanter  Resultate,  von  denen 
ein  grosser  Theil  Herrn  Hermite  zu  danken  ist.  Er  enthält  ausser 
den  elementaren  Principien  mit  den  gewöhnlichen  Anwendungen : 

1)  Die  Integration  rationaler  Brüche  und  der  einfachsten  irratio- 
nalen Ausdrücke  zweiten  Grades  mit  Anwendung  auf  die  Kugel- 
functionen  von  Legendre  und  Laplace  und  auf  bestimmte  Inte- 
grale (261—297).  In  den  meisten  Fällen  werden  der  transcen- 
dente  und  der  adgebraische  Theil  des  Integrals  getrennt  bestimmt. 

2)  Die  Integration  der  folgenden  transcendenten  Ausdrücke,  wo  f 
eine  rationale  Function  ist, 

f(flmx,ci>Bx)dXy  e^^fxdx,  e^'f(ßmx,C0Bx)dx, 
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vermittelst  einer  wirklichen  oder  virtuellen  directen  Zerlegung  in 
einfache  Elemente  (320 — 380).  Dieses  Capitel,  dem  vorhergehenden 
durch  die  befolgte  Methode  und  speciell  durch  Anwendung  der 
Restbezeichnung  sehr  ähnlich,  enthält  viele  theils  neue  theils  neu 
bewiesene  Resultate.  3)  Die  Theorie  der  unicursalen  Curven, 
d.  h.  derjenigen  Curven,  deren  Goordinaten  x,y  sich  als  ratio- 
nale Functionen  einer  Htllfsvariable  darstellen  lassen,  die  Be- 
stimmung des  Flächeninhalts  unicursaler  oder  beliebiger  Cur- 
ven  dritten  Grades,  und  die  der  unicursalen  Curven  vierten 
Grades.  4)  Eine  elegante  Darstellung  der  Untersuchungen  Yon 
Serret  über  die  Curven,  deren  Bogen  sich  durch  das  erste  ellip- 
tische Integral  darstellen  lassen,  die  Sätze  von  Lambert,  Mac- 
Gullagh,  Graves,  Ghasles  etc.  Über  Kegelschnitte  und  die  Methode 
von  Gatalan  zur  Bestimmung  der  Oberfläche  von  EUipsoiden. 
ö)  Endlich  die  Methode  von  Gauss  zur  näherungsweisen  Aus- 
werthung  bestimmter  Integrale.    Speciell  behandelt  Herr  Hermite 

in  einer  ihm  eigenthttmlichen  Art  die  näherungsweise  Bestimmung 

+1 

von  /-^ Diese  Theorie  stützt  sich  nur  auf  Resultate,  die 

*/  vi— a;' 
-1 

elementar  gefunden  sind. 

Wie  man  sieht,  enthält  das  Werk  des  Interessanten  genug, 
nur  hätte  sein  Titel  sein  müssen:  Le^ons  sur  des  sujets  choisis 
de  calcul  diflfiörentiel  et  de  calcul  integral.  Mn.  (0.) 

F.  Frbnet.   Eecueil  cVexercices  sur  le  calcul  infini.  3"*''^d. 

Paris,  Gau thier -Villars.  S^. 


Capitel  2. 

Differentialrechnung  (Differentiale,  Functionen  von 
Differentialen,  Maxima  und  Minima). 

F.  Bessell.     Ueber  die  Entwickelung  der  höheren  Diffe- 
rentiale zusamuiengesetzter  und  impliciter  Functionen. 
Jena  1872. 
Der  Weg,  auf  welchem  hier  independente  Formeln  für  die 


Digitized  by 


Google 


Capitel  3.    Integralrechnung.  15  t 

genannten  Differentialquotienten  abgeleitet  werden,  ist  bereits 
u.  A.  von  Schlömiloh  zu  ähnlichen  Zwecken  gebraucht.  Die 
Formeln  selbst;  die  übrigens  weit  einfacher  hergestellt  werden 
können,  sind  wohl  sonst  nicht  zu  finden.  St. 

A.  Cayley.      Note  on   the  maxima  of  certain  factorial 

fnnctions.      Messenger  (3)  II.  129-180. 

Die  Functionen,  die  betrachtet  werden,  sind: 

Vx  =  a<aj— 1) 

y,  =  x{X'-\){x—\){x—i) 


yn  =  xix — --)(i»-— )...(aj— .^— -)(aj-l). 

\         n/\         n/     V  11     /  Glr.(0.) 


Capitel  3. 
Integralrechnung. 

E.  Oatalan.     Sur  rint^gration  des  diflß^rentielles  ration- 

nelles.      Nouv.  Ann.  (2)  XII.  423-424. 
Das  Integral 

^P-J   (l  +  »> 
wird  bekanntlich  durch  die  Beductionsformel 

<(T:^1^)^         2m  1 

d»  -  (1+0*"+'      ^         ^(1+»T     « 

auf  Z^  =  arctgs  zurückgeführt.  Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass 
dieselbe  Formel  dazu  dienen  kann,  den  Werth  von  Zp  ohne  Re- 
duktionsverfahren  zu  erhalten.  Z,  muss  nämlich  schliesslich 
offenbar  die  Form  erhalten: 

Zp  =  a.arctg»+!5  ^»»(ij,»)».' 
Diese  differentiirt,  giebt 
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1  a         P^^  1 


(i+Ä>  ~  1+»'  ^  1  (i+«T-^* 

woraus  durch  Gleichsetzung  der  einzelnen  Glieder  die  a  wie  folgt 

bestimmt  werden: 

_       1 2p-3 

''''-*  ^  IjriY '  "^-^  ^  C2p~2)(2p-4) ' 

^ (2p^3)(2p-^6) 

'"'  ~  (2p-2)(2p-4)(2p~6)  ^    •  •  • 
3.5...(2p-3) 
••  ^""2.4.6...(2p-2)'  Hr. 

ß.  V.  ScHLEüSiNG.      Beitrag   zur  Integralrechnung,   ent- 
haltend die  Integration  einiger  algebraischen  und  trans- 
cendenten  Functionen.     Berlin.  Weidmann.  4P. 
Das   Buch    enthält  eine   sehr   sorgrältige   Ausführung    von 
Quadraturen  an  solchen  Functionen,  welche  sich  durch  bekannte 
Reduktionsforroeln  vermittelst  theilweiser  Integration  in  geschlosse- 
ner Form  integriren  lassen.    Die  durchweg  angewandte  Methode, 
welche  „die  Methode  der  zu  bestimmenden  Goefficienten'^  genannt 
wird,  ist  im  Principe  dieselbe,  welche  in  der  oben  besprochenen 
Note  des  Herrn  Gatalan  für  einen  speciellen  Fall  auseinanderge- 
setzt ist.    Viele  der  berechneten  Integrale,  wie 


und  die  meisten  des  zweiten  AbschnittSi  lassen  sich  auf  kürzerem 
Wege  erhalten.  Hr. 

F.  DmoN.     Note  sur  une  formule  de  calcul  integral. 

Ann.  de  Vto.  Norm.  (2)  IL  31-49. 
I.    Der  Gauchy'scbe  Satz 


/ 


reo 


dt  =  2n^—l.p. 


m 

wo  das  Integral  sich  Hber  eine  geschlossene  Curve  erstreckt,  in 
welcher  f(()  weddr  Null  noch  unendlich  wird  und  p  eine  ganze 
Zahl  ist,  wird  auf  mehrere  Variable  in  folgender  Fassung  erweitert: 
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Bezeichnet  J  die  Functionaldeterminante  der  n  Functionen 
^(/iif?..,),  qp(<ttt?..0>  V('"*''*Oi  •••  von  n  Variabein  /mi?..., 
so  ist 


///■ 


wo  in  dem  links  befindlichen  n-fachen  Integral  i  einen  geschlosse- 
nen Umfang  T,  u  einen  geschlossenen  Umfang  U  u.  s.  f.  durch- 
läuft und  die  Voraussetzung  gemacht  ist,  dass  durch  kein  System 
der  Werthe  tue,,,  auf  ihren  bezüglichen  Bahnen  eine  der  Func- 
tionen f,  (p,  tff,  . . .  Null  oder  unendlich  wird,  p  bedeutet  wieder 
eine  ganze  Zahl. 

Der  Beweis  wird  ftlr  » =  2  ausgeftthrt  unä  fttr  grössere 
Werthe  von  n  durch  die  Schlussreihe  von  n  auf  «+1  geliefert. 

IL  Für  den  Fall,  dass  f,  g>,  ^,  ...  ganze  rittionale  Poly- 
nome bezeichnen,  wird  bewiesen,  dass  p  zwischen  — S  und  +8 
liegt,  wo  S  die  Anzahl  derjenigen  gemeinschaftlichen  Lösungen 
des  Systems  ^=0,  qp  ===  0,  rp  =  0,  ...  bedeutet,  welche  sich  im 
Innern  der  resp.  Contoure  T,  t/,  F,  . . .  befinden.  Bei  dem  Be- 
weise, welcher  sich  der  Kürze  wegen  auf  2  Functionen  zweier 
Variablen  beschränkt,  dient  die  bekannte  Jacobi^'Bche  Formel 

2 — 7^ —     ^  :^ — r^-  =  0  (F  ein  beliebiges  Polynom  von 
-^•■^ — n^-  -^  niederem  Grade  als  der  Nenner) 

zum  Ausgangspunkt. 

III.  Die  Anzahl  der  gemeinsamen  Lösungen  von  f{iu)  =  0, 
(f{tu)  =  0,  welche  innerhalb  gegebener  Contouren  T  und  V  ent- 
halten sind,  wird  mit  Hülfe  der  in  den  vorhergehenden  Abschnitten 
entwickelten  Formeln  durch  ein  Doppelintegral  ausgedrückt,  wo- 
ran einige  Folgerungen  geknüpft  werden.  c     Hr. 

H.  J.  S.  Smith.     Arithmetical  notes.     Free,  of  L.  M.  s.  iv. 

.236*253. 

III.  Ueber  einen  arithmetischen  Beweis  eines  Satzes  in  der 
Integralrechnung.  Der  angezogene  Satz  ist  der,  welcher  gewöhn- 
lich zur  Transformation  eines  mehrfachen  Integrals  durch  ein 
System  neuer  Variabein  benutzt  wird.  Cly.  (0.) 
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K.  Hoppe.     Beweis  für  das  Crofton'sche  Theorem  durch 
directe  Areahechimng.     Grunert  Arch.  LV.  426-428. 

Das  Ciofton'sche  Theorem  (C.  R.  LV,  994)  lautet:  „Bezeich- 
net Sl  den  Flächeninhalt,  L  die  Länge  einer  geschlossenen  con- 
vexen  ebenen  Linie,  w  die  unbegrenzte  Ebene  ausserhalb,  &  den 
Winkel  zwischen  den  beiden  Tangenten,  welche  vom  Element  du 
aus  an  die  Linie  gelegt  sind,  so  ist  /(i?-— sint3')öiü  =  ^L'— «Ä." 
Es  wurde  von  seinem  Urheber  durch  Anwendung  der  Metlioden 
der  geometrischen  Wahrscheinlichkeit  bewiesen  (s.  F.  d.  M.  I,  77), 
und  Herr  Serret  gab  einen  analytischen  Beweis  (Ann.  de  l'Ec. 
Norm.  IV,  177;  s.  F.  d.  M.  II,  289),  indem  er  zunächst  statt  des 
Umfangs  L  ein  geradliniges  Polygon  setzte  und  dann  die  Gttltig- 
keit  des  Sats^s  auf  eine  beliebige  geschlossene  Gurve  übertrug. 
Diesen  Umweg  vermeidet  der  in  vorliegender  Notiz  enthaltene 
Beweis  des  Herrn  Hoppe,  indem  der  Gang  des  Crofton'schen 
Beweises  beibehalten,  dieser  aber  in  Form  gewöhnlicher  Areal- 
integration wiedergegeben  ist.  M. 

D'AvoüT.     Eecherche  d'une  mdthode  facile  pour  mesurer 
la  capacitd  des  navires.    0.  R.  LXXVII.  872-878, 

Das  Innere  des  Schiffes  wird  durch  eine  zur  Oberfläche  des 
Verdecks  normale  Ebene,  welche  durch  die  von  vom  nach  hinten 
gehende  Mittellinie  AB  des  Verdecks  (Axe  des  Schiffs)  hindurch- 
geht in  2  gleiche  Theile  getheilt.  Der  Durchschnitt  dieser  Ebene 
mit  der  inneren  Schiffsfläche  (ligne  de  fond)  besteht  aus  2  vom 
und  hinten  befindlichen  krummlinigen  Theilen,  getrennt  durch 
einen  geradlinigen  Theil  (carlingue).  Durch  die  beiden  finden 
des  letzteren  denke  man  sich  Verticalen  gezogen,  welche  die 
Schiffsaxe  vorn  in  0^  und  hinten  in  0'  treffen,  O  sei  der  Punkt 
der  Axe,  welcher  der  grössten  Schiffsbreite  entspricht  Durch  0,, 
0,  0'  werden  3  zur  Axe  perpendikuläre  Ebenen  geffthrt,  welche 
die  eine  Hälfte  des  Schiffes  in  4  Volumina  theilen,  von  A  nach 
0,,  von  0,  nach  0,  von  0  nach  (y  und  von  0'  nach  B,  Nennt 
man  dieselben  der  Reihe  nach  e,  V,  V\  f>\  so  ist  die  Gesammt- 
capacität  des  Schiffs  y  =  (©+  F-f  F-f-t>'> 
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Eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Axe  senkrecht  zu 
derselben  geführte  Ebene  schneidet  die  innere  Fläche  des  Schiffes 
in  einer  Gurve,  für  welche,  indem  man  den  Punkt  auf  der  Axe 
als  Anfangspunkt,  die  y'  als  horizontale,  die  s'  als  verticale  Goor- 
dioaten  betrachtet,  die  Gleichung  angenommen  wird: 

(1)     y  =  ye/>*'cos-^, 

wo  y  die  dem  Axenpunkt  entsprechende  halbe  Breite,  s  die  dem- 
selben entsprechende  Tiefe  des  Schiffes  bedeutet.  Bezeichnet  man 
mit  »',  den  Werth  von  »'  in  (1),  welcher  dem  Maximum  von  y' 

entspricht,  so  macht  der  Herr  Verfasser  die  Annahme,  dass  — p  =  »i 

ftir  alle  Schnitte  in  jedem  Schiffe  constaut  ist,  p  bestimmt  sich 

alsdann  durch  m  vermittelst  der  Gleichung  pa  =  —  tg  — ,  und  die 

Fläehe  des  Schnittes  wird 

k 

s  ==  2a»y«,  wo  ft>  =  — ,     ,,  ,   k  =  2p»   ist. 

Das  Volumen  zwischen  zwei  Schnitten  ist  demnach,  wenn  die  Axe 

des  Schiffes  als* 07- Axe  genommen  wird,  durch  das  Integral  jy^dx 

gegeben,  und  es  bleiben  noch  y  und  «  als  Functionen  von  x  zu 
bestimmen.  Die  Linie,  mit  den  Coordinaten  x,  y  ist  diejenige, 
in  welcher  die  durch  die  Schiffsaxe  gelegte  Horizontalebene  (das 
Verdeck)  die  Schiffsoberfläche  trifft  und  wird  courbe  de  bastin- 
gages  genannt,  die  Linie  mit  den  Goordinaten  x,  z  ist  die  schon 
erwähnte  ligne  de  fond.  Ftlr  beide  Gurven  werden  nach  den 
verschiedenen  oben  bezeichneten  Abschnitten  eben  so  viele  Glei^ 
chungsfonnen  gegeben,  auf  deren  Wiedergabe  wir  hier  verzichten 
müssen,  und  danach  werden  die  verschiedenen  Theilvolumina  und 
endlich  das  Gesammtvolumen  (f  berechnet.  Wir  begnügen  uns,  hier 
die  Gonstanten  zusammenzustellen,  welche  in  jedem  Schiffe  für  die 
Berechnung  nach  der  Methode  des  Verfassers  zu  messen  sind. 
Ausser  der  bereits  erwähnten  Grösse  m  sind  es  folgende:  Die 
Längendistanzen  AO^,  0^0,  0(y,  O^B;  die  halben  Schiffsbreiten 
in  (?„  O,  0'  und  diejenigen,  welche  den  Mitten  zwischen  Ä  und 


Digitized  by 


Google 


Iö6  ^^'  Abschnitt.    Differeotial-  und  Integralrechnung. 

0^  und  zwischen  0'  und  B  entsprechen;  endlich  die  Tiefe  des 
Schiffes  längs  der  Linie  0  &  0^. 

Zum  Schluss  wird  noch  die  Berechnung  des  Theilvolumens  (/ 
fär  solche  Schiffe  angegeben,  deren  Hintertheil  durch  eine  Ebene 
begrenzt  ist  (navires  i  arriöre,  carr6).  Hr. 


Capitel  4. 
Bestimmte  Integrale. 

SocHOCKY.     Sur  les  integrales  d^finies  et  sur  des  fonc- 
tions,  dont  on  se  sert  dans  le  ddveloppement  de«  s^ries. 

St.  Petersbourg,  1873. 
Die  Arbeit  besteht  aus  zwei  Theilen.    Im  ersten  betrachtet 

-—£ — ,  wo  der  In- 

a 

tegrationsweg  zwischen  i  =  a  und  t  ==  b  willkilrlicb,  und  f\x) 
eine  Function  ist,  deren  Werthe  auf  diesem  Wege  gegeben  sind. 
Er  studirt  die  Haupteigenschaften  dieses  Integrals.  Das  Problem, 
mit  dem  er  sich  beschäftigt,  besteht  in  der  Bestimmung  von  ^(0; 
wenn  das  Integral 

a 

ftlr  alle  reellen  und  imaginären  Werthe  von  x  bekannt  ist.  Jeden 
Punkt  X  des  Integrationsweges  lasst  der  Verfasser  auf  als  Com- 
plex  zweier  Punkte  x^  und  o;,,  von  denen  x^  zur  Linken  und 
rTj  zur  Rechten  des  Weges  liegt,  wenn  man  von  a  nach  b  gehl. 
Davon  ausgehend  leitet  der  Verfasser  ftlr  den  Fall,  wo  f{x)  in 
der  Nachbarschaft  von  x  continuirlich  ist,  den  Werth 

'^^  2nf=T 

her.  Er  giebt  noch  2  weitere  Sätze  betreffs  des  Integrals  <p(x\ 
Durch  passende  Wahl  von  q>{x)  leitet  der  Verfasser  dann  ^(0 
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her  und  erhält  auf  diese  Weise  mehrere  bekannte  bestimmte 
Integrale. 

Der.  zweite  Theil  ist  der  Untersuchung  von  Polynomen  ge- 
widmet, welche  denen  von  Legendre  und  Lama  ähnlieh  sind. 
Der  Verfasser  giebt  die  Kettenbruchentwickelung  der  Integrale: 

J  I  — a?  '  J        i  —  x    '  J  <— a?    ' 

—1  0  -  00 

and  ebenso  die  Nenner  der  Näherungsbrüche.  Für  diese  Nenner 
werden  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  denen  sie 
genügen,  aufgestellt  und  auch  die  Functionen,  aus  denen  sie  ent- 
stehen. Der  Verfasser  erhält  eine  neue  Gruppe  von  Polynomen, 
ähnlich  denen  von  Legendre,  indem  er  die  Kettenbruchentwicke- 

a 

long  des  Restes  E  \u^\t(^\\  betrachtet. 

Im  letzten  Capitel  werden  die  Eigenschaften  der  Lamä*schen 
Functionen  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  aus  dargestellt. 

Ke.  (0.) 

W.  Walton.     On   the  n*'*  differentiation  of  an  inliegral 

Jif  (Xy  a)  dx  with  regard  to  a,  supposing  a  to  be  bat- 

ween  h  and  e.    Quart.  J.  xii. 


Der  Zweck  ist,  einen  allgemeinen  Ausdruck  fttr 

b  b 

zu  erhalten,  und  zu  zeigen,  dass  der  Werth  von  Null  verschieden 
sein  kann,  nicht  nur  wenn  (f{as,  ä)  =s  00,  sondern  auch  in  anderen 
Fällen.  Cly.  (0.) 


W.   LiGOWSKi,     Ein  Beitrag  zur  näherungsweisen   Be- 
rechnung bestimmter  Integrale.     Grunert/.rch.  LV.  219-221. 

Wenn  a-f  2fiA  =  (  ist,  so  ist: 
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f"'f(a-\-x)dx  =  2Ä[/-(a+Ä)+/-(u4-3A)+r(a+5A)...+r(6-*)] 

0 

und 

3y^'^fCa-\-x^dx=h[K<0-\-4Kä+h)+2f(a+2h)-\-'-4f(b~k;)-\-f(b)] 

u 

--SCr^-^^Ct) -/•^'^-^(«))C- 1)^(4«-4)^ A^«;    « >  1. 

Dabei  bedeuten  Bsa-i  die  BernouIIi'schen  Zahlen,  a>0. 

Für  a  =  A  =  I  ergiebt  sich   auBserdeui  die  folgende  Sum- 
menfomiel: 


Kx)=^C+/^Ki+^)dx 


x=4  -y 


Pr, 

L.  Gegenbauer.     Ueber  bestimmte  Integrale,    wieo.  Ber. 

LXVII.  202-204. 

Yergleichung  zweier  Entwickelungen  der  Functionen 

in  nach  den  Functionen  X^""^^  (s.  F.  d.  M.  IV,  223)  fortschreitende 
Reihen,  worin  die  Coefficienten  einmal  durch  die  Entwiekelung 
der  einzelnen  Potenzen  von  x  gewonnen  werden,  das  andere  Mal 
in  geschlossener  Form  durch  bestimmte  Integrale  gegeben  werden. 
Es  ergeben  sich  dadurch  Relationen,-  in  welchen  u.  A.  die  Le- 
gendre'sche  Formel 

y^    (!+*«•)*••*■*  ""2fi  +  l  (1+*)»+* 

(vgl.  Heine,  Kugelfunctionen  p.  43)  als  specieller  Fall  enthal- 
ten ist.  •  Hr. 

J.  WoRPiTZKY.     Ueber  das  bestimmte  Integi^al 


•      /"^  d(p 

%  -4+Ä  cos  y+C  sin  <p  ' 
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in  welchem  -4,  Ä,  C  beliebige  (reelle  oder  complexe) 
Constanten  sind.      Grunert  Arch.  Lvr.  59-64. 

Der  Verfasser  giebt  eine  alle  denkbaren  Fälle  erschöpfende 
Attswertbung  dieses  zuerst  von  Jacob! ,  und  zwar  vermittelst 
Beihenentwickelungen,  discutirten  Integrals  auf  einem  Wege,  der 
weder  auf  diese  noch  auf  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 
eines  geschlossenen  Ausdrucks  Uecurs  nimmt.  Es  gelingt  dies 
darch  einfache  Anwendung  der  Sätze  über  die  Veränderung  der 
Integralwerthe  beim  Umlauf  um  singulare  Punkte.  Die  Wirksam- 
keit der  neueren  Methoden  der  Functionentheorie  wird  hierdurch, 
der  ausgesprochenen  Absicht  des  Verfassers  entsprechend,  auf 
das  Anschaulichste  illustrirt.  Hr. 

E.  Gatalan.     Sur  la  constante   d'Euler  et  la  fonetiori 
de  Binet.    0.  R.  Lxxvii.  198-201. 

Wird  die  Constante  C^  durch  die  Gleichung 

C^  =  lim.(— -f-i-  +-H r^ — r-lo&Cf* +«-!)) 

definirt,  wo  /tt  eine  beliebige  positive  Grösse  bedeutet,  so  ist 
^  _    dlogr^ 

Für  ft  =  1  geht  C^  in  die  Euler'sche  Constante  über. 
Die  Binefsche  Function: 

0 

die  in  der  Formel 

logFfi  =  (^— 4)log^— ft4-ilog2Ä4-»G^) 
vorkommt,  steht  mit  C^j,  in  der  Beziehung 

Ffir  C^,  ^G^)i  logiTC^)  werden  noch  Beihenentwickelungen  ge- 
geben,  aus  denen  die  merkwürdige  Productentwickelung  für  e 
-.  2/^4\i/6.8\i  /10.12.14.16\i 
^  ■"   1  V  3  /  V5.7  /   V  9.11.13.15  /  "* 
hervorgeht. 
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Zum  Schluss  wird  das  ErgäDZungsglied   der  Stirling^schen 

Formel:  ^      /— -=^  ^^  Form  eines  unendlichen  Products  dar- 

gestellt.  Hr. 

A.  Enneper.     Ueber  ein  bestimmtes  Integral.    CiebschAnn. 

VI.  360-365. 
Das  Endresultat  der  Rechnung  ist  die  Relation: 

.    ^   ^    V2.4  ■    /       -TT-i TTTT  =  *«  /       C^^"''^"(tl"— 1)"ÖM 

^ij       C-(y-''>(tl'~l)"Ötty     -^ i-(l— W«)»^!! 

1  —I 

.    -iy "  c-<y-*o«(w»— l)«^y'  cCy-»»>(i_u«)*»öii, 
1  -1 

wo  (T,  y,  n  beliebig  reell  positiv,  Iln^  r(n+\).  Zur  Herleitung 
entwickelt  der  Verfasser  die  lineare  Differentialgleichung,  welcher 
das  Integral 

für  complexe  s  genügt,  und  welche  lautet: 

(8)     '-öP^-2fi-^  +  «r»«=:«. 

Sie  wird  zunächst  durch  die  Substitution 

r  =  *(<»)^-+» 
transformirt.    Statt  der  rechten  Seite  0  gesetzt,  ergeben  sich  2 
bestimmte  Integrale  p,  9  als  besondere  LCsungen,  so  dass  das 
vollständige  Integral  der  Gleichung  (8)  die  Form  hat: 

s  =  pP+qQ. 
Es  werden  dann  P,  Q  aus  ihren  bekannten  2  Relationen  berech- 
net, die  willkürlichen  Constanten  dem  anf anglichen  Wertbe  von 
r  gemäss  bestimmt,  wobei  die  durch  Elimination  von  »  aus  den 
Differentialgleichungen  für  p  und  q  hervorgehende  Relation 
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in  Anwendung  kommt,  und  schliesslich  (=1,  z=X'{'yi  gesetzt 
wird;  dann  ergiebt  sich  das  oben  genannte  Resultat. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  darin  die  Gleichheit  der  reellen 
Theile  für  a;  =  0,  wo  die  Integralproducte  weggehen,  und  eine 
Formel  flir  die  Transformation  eines  einfachen  Integrals  in  ein  an-/ 
'  deres  übrig  bleibt.  H. 

J.  W.  L.  Glaisher.  On  the  evaluation  of  a  class  of 
definite  Integrals  involving  circular  functions  in  the 
numerator  and  powers  of  the  variables  in  the  denomi- 

nator.    Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  291-302. 

Cly. 

J.  Graindorge.     Sur  quelques  integrales  d^fin^es. 

M6m.  de  Li^ge  (2)  III.  77-83. 

Aus  den  Integralen 

1        /*»  e«*— e-«*    . 
cot« =  /     -n — = —  Au, 

leitet  der  Verfasser  andere  her,  indem  er  a  mit  a^—X  vertauscht, 
o  mit  da  multiplicirt  und  zwischen  gegebenen  Grenzen  integrirt. 

Mn.  (0.) 

A.  Enneper.     lieber  einige  bestimmte  Integrale. 

SchlömUch  Z.  XVIII.  407-415. 
Der  Aufsatz  behandelt  nach  einander  3  gesonderte  Themata. 
Zuerst  wird  eine  neue,  verhältnissmässig  einfache  Herleitung  des 
Gauss'schen  endlichen  Ausdrucks  der  Function  i//,  d.  i.  der  Ab- 
leitung d|p  Logarithmus  der  T-Function  für  rational  gebrochene 
Argumente  gegeben ,  und  eine  Reihenentwickeluug  derselben 
Function 

i/;(»)  =  log(«4-l) 

4.  V  1.2.. .(11-^1)  r  {-x){\-^x)...in-^\^x)  . 

"^  i^i(«+l)(»+2)...(»+7i)y  1.2.. .11 

Fortschr.  d.  Math.  V,  1.  \\ 
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hinzugefttgt;  im  zweiten  Theil  die  Gültigkeit  der  Formel 

r(»)r(i~»)  =  -^-^^ 

illr  complexe  z  bewiesen,  nach  einem  Verfahren  jedoch,  welches 
der  Verfasser  schwerlich  für  einfacher  als  das  in  Grunert  Arch. 
XLI,  p.  65  befolgte  erklären  würde.  Der  dritte  Theil  enthält 
erstlich  folgende  Reihenentwickelung  des  Integrallogarithmus 


r 


e—'du  1  —  «-'       ,         ,    dlogr(l  +  s) 


wo  dieB«  die  Bemonlli'schen  Zahlen  bezeichnen,  dann  die  Darstellung 
eines  bestimmten  Integrals  mittelst  des  Integrallogarithmus,  nämlich 

0  '  z  0 

und  eine  Ableitung  einer  bekannten  Reihe  fttr  denselben. 

H. 


D.  BiERENS  DE  Haan.     Sur  quelques  integrales  d^finies 
k  facteurs  e?^**,  cos(^a?^,  sin  {qof),    Arch.Neeri.Viii  135-U7. 

D.  BiERBNs  DE  Haan.     De  Tint^grale  /  ir(x)dx. 

Arch.  N6erl.  VIII.  148-152. 

D.  BiERENS  DE  Haan.     Bydragen  tot  de  theorie  der  be- 
paaldte  integralen.    Versi.  en  Meded.  (2)  vii  12-31. 

1.    Aus  dem  Integral 

(A)   J     e-^'^xP-^dx  =  —Tp 

leitet  man  zwei  andere  Integrale  (a)  und  (6)  her,  indem  man  q  durch 
g+r]/— 1  ersetzt.  Indem  man  dann  xp  =  y  setzt,  erhält  man 
aus  (2I),  (a),  (6)  andere  sehr  bemerkenswerthe  Integrale,  die  mit 
(1),  (2X  (3)  bezeichnet  werden  mögen.  Setzt  man  in  (2)  und  (3) 
g  =  0,  so  folgen  zwei  andere  Formeln  (4),  (5).  Der  Verfasser 
erhalt  aus  den  Formeln  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  eine  grosse  Zahl 
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neuer  Resultate  durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
oder  durch  äquivalente  Wege  oder  auch  durch  mehr  elementare 
Operationen.    Das  Hauptresultat  ist 

2.     Aus  der  Formel,  die  ITx  giebt,  kann  man  durch  Um- 
kehrung  der  Integration  leicht  ableiten: 

IFxdx  =  qlq'-q  +  il2n. 

Setzt  man  y  =  x  +  q,  so  bat  man 

/"*  ir(x+q)dx  =  il2n-\^  qlq—  q;     f  IFxdx  =  ll2n. 

O  0 

Daraus  ergiebt  sich  leicht: 

0 

nebst  anderen  analogen  Resultaten.  Mn.  (0.) 

Ph.  Gilbert.  Eecherches  sur  le  d^veloppement  de  la 
fonction  F  et  sur  certaines  integrales  d^finies  qui  en 
d^pendent.     Mem.  de  Belg.  XLI.    Bruxelleß.  Hayez. 

E.  Catalan.     Rapport  sur  ce  memoire.    Bull,  de  Belg.  (2) 

XXXVL  4-16. 
Der  Herr  Verfasser  macht  zunächst  (§  I)  auf  die  einfachen 
Beziehungen  aufmerksam,  welche  zwischen  der  Fundamentalglei- 
chung Fifi-i-l)  =  fi  F{ii),  der  Gudermann'schen  Reihe,  der  Stir- 
ungesehen  Formel  und  der  Gauss'schen  Productfprm  filr  r{^) 
bestehen.  Wendet  man  nämlich  die  Fundamentalgleichung  an 
auf  die  von  Cauchy  (Exercices  d'analyse,  II,  386)  und  J.  Binet 
(J.  de  VEc.  Polyt.  cah.  27,  p.  243)  gegebene  Form 

irifjL)  =  i  /(2«)+(^-i)  /^-^+c(^), 


wo 


"*. 


ll* 
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ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Function  w(jji,)  die  Relation 

und  daraus  die  von  Gudermann  (Grelle  J.  XXIX,  209)  gegebene 
Reihenentwickelung  flir  w{f4,).  Diese  Gudermann'sche  Reihe  ftihrt 
wieder  auf  die  Darstellung  von  r(fi)  als  unendliches  Product, 
welche  Darstellung  andererseits  aus  der  Stirling'schen  Formel 
sich  ableiten  lässt,  da  nach  dieser 

r(fi+n+l)  =  /2^  (^+n+l)/'+«+*  6~<A*+«+')  (1+0,    ;  Z  J". 

ist.  Im  folgenden  Paragraphen  wird  die  von  Dirichlet  (Grelle  J. 
XY)  gegebene  Formel 

8(1    ~J   \.        (\-itxyix 

benutzt,  um  die  Euler'scbe  Constante 

darzustellen  in  der  Form 

Den  Hauptgegenstand  der  Arbeit  aber  bildet  die  Umformung  und 
Entwickelung  der  Function  w(ji)  (§111 -VI).  Die  ümfornaung 
geschieht  durch  Einfahrung  trigonometrischer  Functionen  in  den 
von  Cauchy  (Exercices  II,  395)  gegebenen  Ausdruck 


«"(/«)  =  2  ^  / 

n=l  •<. 


(siehe  auch  Limbourg,  Theorie  de  la  fonction  Gamma,  Gand  1859, 
p.  46),  und  zwar  mit  Benutzung  der  Formel 

sin  a«  da 


/'*  e-/"'  dx  _  1       /•" 
J      a'  +  x'   "  a    J 


0       "     .  -  -     'n  /*  +  ^ 


(s.  Schlömilch,  Analyt.  Studien,  II,  146).    Diese  ergiebt: 
«/  \        1    *^    1      /•*sin2n^»  - 
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Diese  Darstellung  f&hrt  dann  wieder  auf  folgenden  Ausdruck 
für  ©(fi): 

woraus  sich  sofort  die  Gudermann'sche  Reihe,  die  von  Cauchy 
(Exercices,  II,  388,  öqu.  6),  die  beiden  Reihen  von  Binet  mit  dem 
Restausdruck  für  beliebige  positive  /tt  (J.  de  VEc.  Pol.  cah.  27, 
p.  226)  und  die  convergenteren  Reihen 

ö(^)  =*-|79,Tr^JITnr+i-l 


ü    (2^+2&+l)'  ^^T    {2fji+2k+iy 

1  00  1 

1       »  1  1-2       •  1 


1-2-3       ^  1 


ergeben.  Die  zweite  Binet'sehe  Reibe  ist  nur  ein  besonderer  Fall 
einer  viel  allgemeineren  Formel,  welche  unendlich  viele  convergente 
Entwickelungen  ftlr  €s(pi)  liefert.  Die  vollständige  Discussion  des 
Restgliedes  hat  der  Herr  Verfasser  nicht  durchgef&hrt  Uebrigens 
hat  Herr  A.  Enneper  (lieber  die  Function  JI  von  Gauss  mit  com- 
plexera  Argument,  Diss.  p.  15,  Göttingen  1856)  eine  Entwickelung 
fllr  complexe  Argumente  gegeben,  welche  in  vielen  Fällen  weit 
brauchbarer  ist  als  die  Binef  sehe.  Aus  der  obigen  Formel  1)  ge- 
winnt ferner  Herr  Gilbert  durch  theilweise  Integration  die  Stir- 
ling'sche  Reihe  (die  Literatur  siehe  in  Mayer,  Vorlesungen  Aber 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale,  Leipzig  1871,  p.  145): 

^    V  ß^  o,  JOj  _i    /      1  \  »—1  P     

mit  den  beiden  Ausdrücken  ftlr  das  Bestglied: 

«-  =  (-"  ^' 2  ^^/"^^ 

R   -(     IV.       2p!       »y       1        f    8in2n«» 
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Endlich  ergiebt  sieh  ans  der  Formel  1)  die  Entwickelnng  der 
Function  lI^fA)  in  eine  nach  8in2n|u«  {fi<l)  fortschreitende  Beihe, 
welche  von  Kummer  (Grelle  J.  XXXV,  1)  herrührt. 

Im  zweiten  Theil  seiner  Abhandlung  (§  VI)  benutzt  Herr 
Gilbert  das  Theorem  von  Cauchy  über  Integrale  längs  geschlos- 
sener Linien,  um  der  Function  ad^)  folgenden  Ausdruck  zu  geben: 

n—M.  j^ 

oder 

0 

wo  der  Strich  über  dem  Sinus  andeuten  soll,  dass  dessen  abso- 
luter Werth  zu  nehmen  ist.  Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  nun 
die  Auswerthung  einer  grossen  Anzahl  bestimmter  Integrale,  die 
zum  grossen  Theil  neu  sind.  Ferner  gestattet  sie  die  Entwicke- 
lnng der  Function  m^fß)  in  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen 
von  2jii;B  (0<itt<i)  fortschreitende  Reihe,  welche  weniger  ihrer 
praktischen  Brauchbarkeit  als  der  Beziehungen  wegen  interessant 
ist,  welche  sie  zwischen  der  Function  rsQEi)  und  den  als  Sinus- 
integral  und  Gosinusintegral  bekannten  Transcendenten  herstellt. 
Endlieh  Iftsst  sich  aus  der  obigen  Formel  ein  neuer  Ausdruck 
für  ir{fi)  gewinnen,  nämlich 

im^^l-^^=-  +  4/"r(2M-l)co82x-?i5fezlI^l^. 

der  wieder  ohne  grosse  Schwierigkeit  die  Fundaraentaleigen- 
schaften  der  Function  r  ergiebt.  Zum  Schluss  leitet  der  Herr 
Verfasser  aus  der  Dirichlet'schen  Formel 

(s.  Grelle  J.  XV)  einen  anderen  für  -r-  ir{pL)  her,  in  welchem  wie 

in  den  obigen  an  die  Stelle  der  Exponentialfunctionen  trigono- 
metrische Functionen  treten.  M. 
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M.  DE  TiLLY.  Note  sur  la  formule  qni  donne,  eii  s^rie 
Gonvergente,  la  somme  des  logarithmes  hyperboliques 
des  X — 1  Premiers  nombres  entiers.    Ball,   de   Beig.   (2) 

XXXV.  30-40. 

P.  Gilbert.    Rapport  sur  ce  memoire.     Bull,  de  Beig.  (2) 

XXXV.  5-11. 

A.  Genocchi.     Sur  quelques  ddveloppements  de  la  fonc- 

tion   log  r{x).      Bull,  de  Beig.  (2)  XXXVI.  546-5€5. 

M.  DE  TiLLY.     Rapport  sur  ce  memoire.    Bull,  de  Beig.  (2) 

XXXVI.  454-468. 

P.  Gilbert.  Observations  sur  deux  notes  de  M.  A.  Ge- 
nocchi   relatives   au    döveloppement    de    la   fonction 

log   l\x).     Bull,  do  Beig.  (2)  XXXVI.  541-545. 
1.  Die  Note  des  Herrn  de  Tilly  hat  ihren  Ausgangspunkt  in 
einer  Formel  des  H.  Genocchi  (Bull,  de  Beig.  XX.  2""«  p.  395) 
Dämlich: 

«(«+!)  -«(*)  =  te  -  8  (-!)•  ßi-i  Xi  -  R,(x), 


wo 


1-2-3- 


Ä.(-)  =  (-1)-  /'  "l"7\l"tTtll  ^  *». 

^  ^      ^       '    J      a;(aj-}-l)— (»-}-»+ 1)    x-\-a       ' 

Indem    man    dem    x    die    Werthe    1,  2,  •••  {y — 1)  giebt  und 
die  Resultate   addirt,   erhält  man,   wenn   man   der  Symmetrie 


wegen  X,  =  —  setzt: 

X 


lIXx)  =  «(0!)  +  A(x,n)  4-  B(x,n)  +  C{n), 


n— 1 


A{x,n)==8(-iyßiXi, 

1 
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Dies  ist  eine  Constante.    Man  findet  also 

il (00,00)  =  0,  B{(x>,(x>),  C(oo)  =  /|/2S 
A  (00,  n)  =  0y    B  (a?,  oo). 

Indem  man  in  Wx  n  allein  unendlich  macht,  findet  man  die  un- 
endliche Reihe  von  Binet.  Andernfalls  hat  man  diese  Reihe  mit 
einem  Rest,  der  in  bestimmten  Integralen  ausgedrückt  ist.  Ent- 
wickelt man  diese  Integrale  in  Reihen,  so  findet  man  die  Ent- 
Wickelung  von  Gudermann.    (Siehe  das  vorstehende  Referat). 

2.  Der  Bericht  von  H.  Gilbert  enthält  eine  historische  Notiz 
über  die  Formeln  von  Gauss  und  Legendre  ittr  die  Entwickelung 
von  IFx,  über  die  von  Stirling,  Cauchy  und  F6aux,  von  Guder- 
mann, Binet  (deren  es  zwei  giebt)  und  von  Kummer. 

Herr  Genocchi  giebt  dazu  im  2**""  Theil  seiner  Note  Berich- 
tigungen und  Vervollständigungen.  Die  Formel  von  Gauss  ist 
implicite  enthalten  in  einer  Formel  von  Euler,  die  von  Cauchy 
und  F6aux  gehört  in  Wirklichkeit  Binet;  Plana  hat  vor  Binet 
die  Function  n(x)  mit  Hülfe  eines  bestimmten  Integrals  ausge- 
drückt; Binet  hat  nicht,  wie  H.  Gilbert  sagt,  die  Frage  über  die 
Convergenz  der  nach  ihm  benannten  Reihe  vernachlässigt.  Herr 
Genocchi  giebt  dann  eine  Analyse  seiner  zahlreichen  Arbeiten 
über  die  Function  r,  die  mehrere  der  später  von  andern  Mathe- 
matikern gefundenen  Resultate  enthalten,  und  giebt  den  Inhalt 
der  Untersuchungen  von  Weierstrass  und  Hankel  über  diesen 
Gegenstand. 

3.  Der  erste  Theil  der  Note  des  Herrn  Genocchi,  der  Bericht 
des  Herrn  Tilly  und  die  Bemerkungen  von  Herrn  Gilbert  enthalten 
eine  Discussion  über  2  frühere  Noten  des  Herrn  Genocchi,  wo  es 
sich  darum  handelt  zu  wissen,  ob  diese  Schriften  einen  allgemeinen 
Beweis  der  Formel  von  Binet  enthalten  oder  nicht.  Diese  Frage 
ohne  gründliches  Studium  der  Arbeiten  selbst  zu  entscheiden  ist 
schwierig.  Wie  dem  auch  sei,  in  der  letzten,  deren  Titel  oben 
gegeben  ist,  weist  Herr  Genocchi  alle  Einwürfe  zurück,  indem  er 
in  einfacher  und  strenger  Weise  die  Convergenz  der  Reihe 
-S(-l)»  ßi  Xi  durch  die  der  Reihe  -S(— l)»-*  /S;^,  X,,  welche  im- 
mer grösser  ist,  zeigt. 
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In  Beinen  Bemerkungen  erkennt  Herr  Gilbert  die  Priorität 
Oenoeehi's  für  den  Beweis  der  Formel  von  Stirling  an,  die  er 
in  seiner  grossen  Arbeit  gegeben  hat.  Mn.  (0.) 

E.  Catalan.  Rapport  sur  le  memoire  de  Mr.  P.  Gil- 
bert, Recherches  sur  le  d^velopperaent  de  la  fonctiou 
/'  et  sur  certaines  integrales  ddfinies  qui  en  d^pendent. 

Bull,  do  Belg.  (2)  XXXVI.  4-16. 
Dieser  Bericht  enthält  neben  einer  Analyse  der  Arbeit  ver- 
schiedene Notizen  ttber  die  Euler'sche  Constante,  die  Function 
von  Binet  unter  der  Form  eines  bestimmten  Integrals,  die  Reihe 
von  Binct  und  endlich  ttber  bestimmte  Integrale,  die  in  der  Ar- 
beit des  Herrn  Gilbert  vorkommen.  Mn.  (0.) 

O.  ScHLöMiLCH.     Ueber  einige  Integrale  von  allgemeiner 

Form,      öchiömilch  Z.  XVIll.  315-319. 

Der  Verfasser  knüpft  an  zwei  Formeln,  welche  er  im 
X**""  Jahrg.  p.  152  bewiesen  hat,  und  an  zwei  andere  vonCauchy 
an;  erstere  lauten: 

r^f(iiu)+f{-iu)    udu    ^_A   r  f{x)dx      p  ((Pödx-A 
J  2  Ä'+t*'  ^\J        Ä~a?       J        h\x   r 


o 


p  f(iu)-f(^-iu)    hdu    _  _  ,  f    n  f{x)dx_      p  f{x)dx-] 

J        2       A'-i-«'~     Ly     h-x  "*"./     h+x  y 

Mittelst  einer  Transformation  derselben  geht  ein  Doppelintegral 
in  ein  einfaches  über,  und  er  gelangt  zu  folgenden  neuen  Re- 
lationen : 

f(iu)  +  f{-iu)   hlogudu 
2  ä'+m' 

Ü  0  ' 

f(in)  —  f{—%u)    wlogiiÖM 
2  Fft?" 

=  -f  «')'»»'+ t[/'^-/"^]- 


/ 


/ 
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WO  das  erste  Integral  zur  Rechten  als  der  Grenzwerth  der  Sum- 
me der  Integrale  von  0  hish—g  und  von  h  +  Q  bis  c»  zu  deuten 
ist.  Die  Function  f  ist  Bedingungen  unterworfen,  in  Betreff  wel- 
cher auf  den  früheren  Aufsatz  verwiesen  wird.  Die  Anwendung 
der  Formeln  auf  den  Werth  f(z)  =  e-^  führt  direct  zu  einem 
Resultate,  welches  der  Verfasser  in  Grunert  Arch.  IV,  104  durch 
die  Fourier'sche  Reihe  und  einige  Eigenschaften  des  Integral- 
logarithmus abgeleitet  hat.  H. 

G.  Mittag-Leffler.  Forsök  tili  ett  nytt  bevis  for  en 
sats  inom  de  definita  integralernas  teori.  Öfv.  af  Ve- 
tenak.  Förh.    Stockholm.  1873. 

Beweis  des  bekannten  Satzes  von  Gauchy  über  die  Unab- 
hängigkeit des  Werthes  eines  bestimmten  Integrals  /  f(x)dx  vom 

a 

Integrationswege,  insofern  dieser  keinen  kritischen  Punkt  der 
Function  fix)  einschliesst.  Bg. 

D.  BiERENS  DE  Haan.  Note  sur  la  quadrature  par 
approximation.     Arch.  N6erl.  vm.  113-134. 

Uebersetzung  der  holländischen  Arbeit,  über  die  F.  d.  M.  IV, 
p.  132  berichtet  worden  ist.  Mn.  (0.) 

F.  J.  Studnicka.  Ueber  den  gemeinsamen  Ursprung 
einiger  bestinmiten  Integrale.  Oajsiopiß.  IL  242-247.  (Böhmißch\ 

Der  Verfasser  weist  darauf  hin,  wie  aus  der  Minding'schen 
Formel 


r 


/i;«-j-e«/-i        n        .    m 


sin — n 
n 


sich   eine   ganze  Reihe  bestimmter  Integrale  ableiten  lasse,  die 
von  Euler,  Cauchy,  Legendre  und  Anderen  angegeben  sind. 

W. 
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Capitel  5. 

Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

S.  Challis.  On  integrating  difiFerential  equations '  by 
factors  and  differeiitiations  with  applications  to  the 
calculus  of  variations.     Phil.  Mag.  1873. 

Der  folgende  Satz,  welchen  der  Verfasser  noch  nicht  publi- 
cirt  gesehen  hat,  ist  die  Grundlage  dieser  Arbeit,  in  der  er  ver- 
schiedene Probleme  löst,  welche  sich  darauf  beziehen ,  die  Dif- 
ferentialgleichungen von  Curven  zu  finden,  die  parallel  zu  anderen 
Cnrve  sind,  wie  z.  B.  zur  Eettenlinie. 

Er  benutzt  sie  auch  zur  Lösung  zweier  Fragen  aus  der  Va- 
riationsrechnung, die  sich  jedoch  in  Todhunter^s  Untersuchungen 
über  die  Variationsrechnung  vorfinden.     Der  Satz  heisst:    Man 

bezeichne  die  Differential -Quotienten  --^,  -j^,  -pj  mit  p,qr,r 

etc.;  es  sei  F  eine  Function  von  x,  y,  p,  q,  r  etc.  von  irgend 
einer  Ordnung  und  irgend  einem  Grade,  und  vorausgesetzt,  dass  man 

hat,  wo  die  höchste  Ordnung  von  p,  q  etc.  nicht  die  höchste  der 
Differential-Quotienten  von  F  ttbertrifit;  man  setze  ferner  voraus, 
dass  dieser  Gleichung  gentlgt  wird,  wenn  F  =  0,  was,  wie  bekannt, 

dF  tPF 

einschliesst,  dass  auch  ^  =  0,  -^-j  =  0  etc.,  dann  kann  ein  In- 
tegral der  Gleichung  IP  =  0,  welches  auf  eine  Ordnung  kleiner 
als  die  von*  F  =  0  reducirbar  igt,  als  ein  Integral  der  letzten 
Gleichung  betrachtet  werden.  Solche  Integration  einer  gegebenen 
Gleichung  F  =  0  ist  im  Princip  eine  Ausdehnung  der  Methode 
des  integrirenden  Factors,  oder  der  Methode  durch  Differentiation, 
oder  eine  Combination  beider.  Gsy.  (0.) 

E.  Mathieu.     Memoire  sur  la  thdorie  des  derivdes  priu- 
cipales  et  sou  applicatiou  h,  la  mecanique  analytique. 
C.  B.  LXXVI.  1193-1197. 
Siehe  Abschnitt  X,  Cap.  4,  A. 
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L.  Fuchs,  üeber  Relationen,  welche  für  die  zwischen 
je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten  Integrale  der 
Lösungen   linearer  Diiferentialgleichungen   stattfinden. 

Borchardt  J.  LXXII.  177-214. 
Die  linearen  Differentialgleichungen 

und 

welche  der  Verfasser  adjungirte  Differentialgleichungen  nennt, 
stehen  bekanntlich  in  der  Beziehung  zu  einander,  dass 

ein  vollständiger  Differentialquotient  ist.  Ferner  ist,  wie^  Jacobi 
gezeigt  hat,  wenn  A^,  A^,  ...  An  ganze  Functionen  von  x  sind, 

[_L.f'+r_L.r  =  V 

eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  a.  Wenn  alle  Integrale 
der  Differentialgleichung  [y]  j  =  0  an  jeder  Stelle  a  endlich  bleiben, 

falls  sie  mit  einer  endlichen  Potenz  von  x—a  (oder  —  für  a  =  oo) 

multiplicii-t  werden,  so  findet  dasselbe  auch  bei  der  Differential- 
gleichung [j/]f/^  =  0  statt.  Die  Wurzeln  der  zu  einem  endlichen 
singulären  Punkte  gehörigen  determinirenden  Fundamentalglei- 
chung  sind  bei  der  einen  Differentialgleichung  die  entgegenge- 
setzten der  um  1  vermehrten  Wurzeln  der  andern.  Die  Wurzeln 
der  zu  X  =  oo  gehörigen  Gleichung  werden  bei  der  einen  Dif- 
ferentialgleichung gefunden,  indem  man  die  der  andern  der  Reihe 
nach  von  ng  +  l  abzieht,  wo  q  die  Anzahl  der  endlichen  singu- 
lären Punkte  ist.  Wenn  die  Coefficienten  von  [tfj'^  unbestimmt 
sind,  so  können  sie  immer  so  gewählt  werden,  dass  die  Wurzeln 
der  zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  gehörigen  Gleichungen 
von  einander  verschieden  und  bei  den  endlichen  singulären  Punk- 
ten negativ  und  absolut  kleiner  als  1  sind.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung ist 
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wenn  f*  von  r—1,  r  oder  r-\-  1  verschieden  ist  und  y  und  j 
Integrale  der  Differentialgleichungen  [y]\*^  =  0  und  [}];  =  0 
bedeuten. 

Als  Integrationsweg  zwischen  zwei  singulären  Punkten  a«  und 
a^^i  ist  der  innere  Rand  des  Absonderungsschnittes  /«  zu  nehmen. 
(Vergl.  d.  Abh.  d.  Verf.  BorchardtJ.  LXXV,  213).    Dagegen  hat 

einen  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Ist  r  eine 
Wurzel  der  zum  singulären  Punkte  a^+i  gehörigen  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  I>(r)  =0  und  sind  y  und  }  die- 
jenigen (bis  auf  einen  constanten  Factor  bestimmten)  Integrale 
der  Differentialgleichungen  [y]*=0  und  Q];  =  o,  welche  bei 
einem  Umlauf  von  x  um  0^4.1  in  sich  selbst  mit  e^^"*  multiplicirt 
abergehen,  so  ist  jener  Werth 

'  ^     ^  ^   sm^r  ' 
wo  f  und  g  die  Coefficienten  der  .Anfangsglieder  der  Entwicke- 
longen von  y  und  )  sind.  Fs. 

L.  Fuchs,  lieber  die  Darstellung  der  Functionen  com- 
plexer  Variablen,  insbesondere  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen.     Borchardt  J.  Lxxv.  177-223.  i.xxvi. 

175-176. 
Siehe  Abschnitt  VII,  Capitel  1. 

M.  Hamburger.  Bemerkungen  über  die  Form  der  Inte- 
grale der, linearen  Differentialgleichungen  mit  verän- 
derlichen Coefficienten.      Borchardt  J.  LXXVI.  113-126. 

Sind  $19  •  •  •  yn  ^  von  einander  unabhängige  Integrale  einer 
linearen  Differentialgleichung  n*''^  Ordnung  und  bezeichnet  (^)'  das, 
was  aus  der  Function  y  wird,  wenn  die  Variable  x  einen  ge- 
wissen singulären  Punkt  a  umkreist,  so  ist 

yi  =  «*,»!  +ö*,ya  +  -öife„yn. 

Ist  dann  a>  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung 
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Kl— «^   •  •  -1  öu 
j=\ =0, 

\ani        ,     .  .  .,   a^  — w 
80  entspricht  ihr  ein  Integral  u  =  ay^-\'ßy^-] — gyn,  welches  der 
Relation  («)'-=  iou  genügt    Ist  dagegen  w  eine  ^-fache  Wurzel 
der  Gleichung  J  =  0^  so  entsprechen  ihr,  wie  Herr  Fnchs  ge- 
zeigt hat,  ft  Integrale  u^y ...  u^,  von  der  Form  (x — ay(pj(a>  =  e^'""'\      ' 
wo  (f  im  Allgemeinen  eine  ganze  Function  (/w — 1)'«"  Grades  von      ' 
log(a?— a)  ist,  deren  Coefficienten  eindeutige  Functionen  von  x  sind. 
Der  Verfasser  weist  nach,  dass  diese  fi  Functionen  wieder 
in  Gruppen  zerfallen,  und  zwar  Gruppen  von  einem  Elemente, 
von  2  Elementen  u.  s.  w.     Die  Functionen  einer  Gruppe  von  m 
Elementen  y^y  y^,  ...  y^  genügen  den  Relationen 

(y,)'  =  «»i,     (y,y  =  ctfy,  +  y„     .  .  .,     (y„,)'  =  <öy«  +  y^^,.  j 

Ist  u  = —  i^T^       und  f(u)  eine  ganze  Function  (m— -1)*^'  Ord-      j 

nung  von  n,  deren  Coefficienten  eindeutige  Functionen  von  x  sind,      I 
so  haben  die  Functionen  einer  m-gliedrigen  Gruppe  die  Form  ' 

y„,  =  {x--ayfiu\  y.n-i={x-aya}Jf\u), . . .,  y,  ={aj-arft>'«-i^— «A«).       I 
wo  a}=e^'^'  ist,  J  f(u)  die  Differenz  /'(«+1)  — A«)  ^^^  ^fXM) 
die  Ä*^  DiflFerenz  der  Function  f(u)  bezeichnet.  Fs. 

L.  W.  Thome.     Zur  Theorie   der    linearen  DifFerential- 

gleichungen.     Borcbardt  J.  r.XXV.  265-291,    LXXVI.  273-291. 

Die  vorstehenden  Abhandlungen  enthalten  die  Fortsetzung 
der  im  74'*'"  Bande  des  Borchardfschen  J.  (vergl.  F.  d.  M.  IV, 
149)  begonnenen  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  über  die 
lineare  Differentialgleichung 

deren  Coefficienten  p  in  der  Umgebung  von  x  =  a  einwerthig 
und  so  beschaffen  sind,  dass  Pi(x  —  ä)"i'y  wo  nx  eine  positive 
ganze  Zahl  bedeutet,  für  x  =  a  endlich  wird.  Betrachtet  man  die 
Reihe  der  Zahlen 

nx  +  n  —  X    (i  =  0,  1,  ...  n), 
wo  ^0  =  0  ist,  und  nennt  den  Werth  A,  für  welchen  zuerst  die 
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grösste  dieser  Zahlen  auftritt,  den  cbarakteristisohen  Index,  so 
war  als  eine  nothwendige  Bedingung  fbr  die  Existenz  von  n—h 
„regulären'^  Integralen  der  Gleichung  (1)  gefunden  worden,  dass 
der  charakteristische  Index  gleich  h  ist.  Reguläre  Integrale  sind 
nach  einer  neuen  Bezeichnung  des  Herrn  Verfassers  solche  In- 
tegrale, welche,  mit  einer  endlichen  Potenz  von  x—a  nmltiplicirt, 
fttr  a;  =  a  endlich  werden. 

För  die  weitere  Untersuchung  dient  dem  Herrn  Verfasser  als 
Ausgangspunkt  die  Betrachtung  der  Beziehungen,  welche  zwischen 
der  gegebenen  Differentialgleichung  und  der  ihres  Multiplicators 
stattfinden,  sowie  insbesondere  der  Reduktionen,  welche  für  die 
eine  der  beiden  Gleichungen  durch  die  Integrale  der  anderen 
sich  vollziehen  lassen.  Die  Existenz  nämlich  von  n — h  regulären 
Integralen  der  Gleichung  (1)  erscheint  nach  einem  Satze  des 
Herrn  Fuchs  (Borchardt  J.  LXVIII,  Art.  3)  gleichbedeutend  mit  der 
Reduktibilität  dieser  Gleichung  in  dem  Sinne,  dass  es  eine  Glei- 
chung II— Ä***«^  Ordnung  giebt,  von  der  nämlichen  Beschaffenheit 
in  ihren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  die  Glei- 
chung (1),  mit  der  die  letztere  alle  Integrale  gemeinsam  hat 
Es  ergeben  sich  hierdurch  von  selbst  mehrfache  Berührungspunkte 
mit  den  Untersuchungen  des  Herrn  Frobenius  über  die  Redukti- 
bilität linearer  Differentialgleichungen  (Borchardt  J.  LXXVI,  siehe 
unten  p.  176),  in  welchen  ebenfalls  die  Beziehungen  zwischen 
einer  linearen  Differentialgleichung  und  derjenigen,  durch  welche 
ihr  Multiplicator  definirt  ist,  eine  Rolle  spielen.  Das  Hauptergeb- 
niss  für  die  vorliegende  Frage  ist  jm  folgenden  Satze  enthalten, 
welcher  sich  in  der  2*^''  Abhandlung  §  4  als  Folgerung  eines  etwas 
allgemeineren  Theorems  ausgesprochen  findet: 

Damit  die  Gleichung  (1)  n  —  h  reguläre  Integrale  habe,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  ihr  charakteristischer  Index 
gleich  h  sei,  und  dass  die  Differentialgleichung,  der  ihr  Multip- 
licator genügt,  mit  einer  Differentialgleichung  fe"*'^  Ordnung  von 
gleicher  Beschaffenheit  in  ihren  CoeflQcienten  in  der  Umgebuug 
von  x==a  wie  Gleichung  (1),  und  deren  charakteristischer  Index 
ebenfalls  gleich  h  ist,  sämmtliche  Integrale  gemeinsam  habe. 
(Vergl.  die  Abb.  des  Herrn  Frobenius  a.  a.  0.  §  7,  I— III,  siehe 
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unten).  Der  Index  h  der  Differentialgleichung  ä*"  Ordnung  zeigt 
nach  dem  Obigen  an,  dass  diese  selbst  durch  kein  reguläres  In- 
tegral befriedigt  wird.  Der  besondere  Fall  des  citirten  Satzeß, 
wo  A  =  1  ist,  ist  in  der  ersten  Abhandlung  bereits  behandelt.  Für 
diesen  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  DiflFerentialgleichung  des  Mul- 
tiplicators  ein  Integral  von  der  Form 

ist,  haben  muss.  Im  allgemeinen  Falle  lässt  sich  nur  soviel  fest- 
stellen, dass  wenn  die  Gleichung  des  Multiplicators  h  Integrale 
von  der  Form 

hat,  wo  f^-^^  dieselbe  Form  wie  f*  hat,  die  Gleichung  (1)  n—h 
reguläre  Integrale  hat.  Die  Untersuchung  der  Gleichungen,  deren 
Integrale  die  letzterwähnte  Beschaffenheit  haben,  bildet  den  Schluss 
der  2"*"  Abhandlung.  Hr. 

G.   Frobenius.     Ueber  den   Begriff  der  Irreduetibilität 
ih  der  Theorie   der    linearen   Differentialgleichungen. 

Borchardt  J.  LXXVI.  236-271. 
Eine  Differentialgleichung,  deren  Goefficienten  in  einem  ge- 
wissen Theile  der  Ebene  eindeutig  definirte  analytische  Func- 
tionen sind,  wird  irreduktibel*  genannt,  wenn  sie  mit  keiner  Dif- 
ferentialgleichung niedrigerer  Ordnung  oder  bei  gleicher  Ordnung 
niedrigeren  Grades,  deren  Goefficienten  in  demselben  Flächenstttck 
eindeutige  analytische  Functionen  sind,  ein  Integral  gemeinsam 
hat.  Der  Herr  Verfasser  betrachtet  in  der  vorliegenden  Arbeit 
nur  die  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  und  unter 
diesen  die  von  Herrn  Fuchs  (Borchardt  J.  LXVI,  S.  146)  untersuchte 
Klasse,  deren  Integrale  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Stellen 
haben,  und  an  jeder  derselben  a,  mit  einer  endlichen  Potenz  von 

X'-^a  Toder  —  für  a  =  oo  J  multiplicirt,   endlich  bleiben.    Eine 
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solche  Diflferentialgleichung  heisst  demnach  irreduktibel,  wenn  sie 
mit  keiner  von  derselben  BeschaflFenheit,  aber  niedrigerer  Ord- 
nung ein  Integral  gemeinsam  hat.  Die  för  die  Reduktibilität  sieh 
ergebenden  Sätze  sind  den  ftlr  algebraische  Gleichungen  gelten- 
den analog  und  lauten: 

1.  Wenn  eine  lineare  Dififerentialgleichuug  mit  einer  irreduk- 
tiblen  ein  Integral  gemeinsam  hat,  so  hat  sie  auch  alle  Integrale 
mit  ihr  gemein, 

2.  Wenn  eine  lineare  Differentialgleichung  reduktibel  ist, 
so  giebt  es  eine  oder  mehrere  lineare  Differentialgleichungen 
niedrigerer  Ordnung,  mit  denen  sie  alle  Integrale  gemeinsam  hat. 

Die  Sätze  werden  nach  2  verschiedenen  Methoden  entwickelt. 

Zufolge  der  ersten  (§  3)  untersucht  man  alle  Zweige  einer 
Function,  die  einer  linearen  Differentialgleichung  ;i»'*^  Ordnung 
genügt  und  bemerkt,  wie  viele  von  einander  linear-unabhängige 
unter  ihnen  enthalten  sind.  Ist  diese  Zahl,  die  höchstens  den 
Werth  A  erreichen  kann,  gleich  ji*  <  A,  so  genügt  die  Function 
einer  linearen  Differentialgleichung  ^»^"^  Ordnung,  die  gegebene 
Differentialgleichung  A»**"^  Ordnung  ist  also  reduktibel  und  man 
beweist  leicht,  dass  sie  mit  derjenigen  jet'**«^  Ordnung,  wenn  diese 
irreduktibel  ist,  nlje  Integrale  gemeinsam  hat.  Insbesondere  muss 
(§  4)  eines  derjenigen  Integrale  der  reduktiblen  Differentialglei- 
chung, denen  die  Eigenschaft  zukommt,  nach  |einem  Umlauf  um 
eine  singulare  Stelle  a  in  der  Umgebung  derselben  in  sich  selbst, 
mit  einer  Constanten  multiplicirt,  tiberzugehen,  einer  Differential- 
gleichung niederer  Ordnung  genügen.  Die  Anzahl  solcher  Integrale 
ist  im  Allgemeinen  eine  endliche,  die  Bedingung  dafür  lautet, 
dass  die  höchste  Potenz  von  log(a?  — a),  welche  in  den  einer 
(x-fl)  fachen  Wurzel  der  zum  Punkte  a  gehörige*  Fundamental- 
gleichung (nach  der  Fuchs'schen  Bezeichnung)  entsprechenden 
Integralen  vorkommt,  die  x*^  ist.  In  dem  besonders  einfachen 
Falle,  dass  keine  der  zu  den  singulären  Punkten  gehörigen  Fun- 
damentalgleichungen vielfache  Wurzeln  hat,  ist  zur  Entscheidung 
der  Reduktibilität  einer  gegebenen  Differentialgleichung  nur  die 
Eenntniss  der  linearen  Relationen  erforderlich,  welche  zwischen 
den  Integralen  der  verschiedenen  den  einzelnen  singulären  Punkten 

Foitiichr.  d.  Math.  V.  1.  12 
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entsprechenden  Fundanieutalflysteme  bestehen.  (Vergl.  d.  Abh. 
d;  Herrn  Fuchs,  BorchardtJ.  LXXV  p.  212).  Als  Beispiel  hierfllr 
werden  in  §  5  die  Reduktibilitätsbedingungen  fUr  die  GauBs'sche 
Differentialgleichung  2**^' Ordnung,  der  die  hypergeometrische  Reihe 
genügt,  und  auf  einem  anderen  Wege,  der  die  Kenntniss  der  er- 
wähnten Relationen  nicht  voraussetzt,  für  die  Riemann'scbe  all- 
gemeine Differentialgleichung  2**"'  Ordnung  mit  3  singulären  Pnok- 
ten  ermittelt. 

Die  zweite  Methode  (§6 ff.)  ißt  der  bei  den  algebraischen 
Gleichungen  Üblichen  nachgebildet.  SindP(y)  und  Q{y)  zweiDif- 
ferentialausdrticke  von  den  Ordnungen  resp.  X  und  (i  (i>i«), 
so  kann  man  setzen  P=  fi(OCy))  f  r^S,  wo  R  die  Operation: 

^^y^  =  (-^ +'■■  -^ +-+^0(y)' 

Tk  eine  rationale  Function  von  x  und  S  einen  Differentialausdruck 
bedeutet,  dessen  Ordnung  a  <  ft  ist,  v  =  X—pi.  Obige  Gleichung 
wird  auch  in  der  Form  P^S  mod.  0  geschrieben.  Setzt  man 
weiter  Q^T  mod.  S,  wo  die  Ordnung  von  T,  r  <  a  und  fährt 
damit  fort,  bis  die  rechte  Seite  der  Congruenz  entweder  gleich 
y  oder  gleich  Null  wird,  so  haben  die  Differentialgleichungen 
P=  0,  0  =  0  im  ersten  Falle  kein  Integral  gemeinsam,  iui  an- 
deren Falle  giebt  der  Modul  der  letzten  Congruenz  gleich  Null 
gesetzt  die  Differentialgleichung,  welche  durch  die  gemeinsamen 
Integrale  von  P  =  0,  0=0  befriedigt  wird.  Die  Bedingung  da- 
für, dass  P  =  0  mit  0  =  0  sämmtliche  Integrale  gemeinsam  hat,  ist 

P  =  0  mod.  Q  oder  P{y)  =  Ä(0  (y)). 
Ausser  den  bereits  oben  angeführten  Sätzen  ergiebt  sich  aus  vor- 
stehender Formel  unmittelbar  folgender  Satz :  Jedes  der  Integrale 
von  P(y)  =  0  .genügt  einer  Differentialgleichung  Q(y)=^fo,  wo 
to  ein  Integral  einer  bestimmten  Differentialgleichung  (A— f*)**'  Ord- 
nung (nämlich  B(y)=:0)  ist.  Es  schliessen  sich  daran  inter- 
essante Sätze  betreffend  die  Multiplicatoren  der  reduktiblen  Dif- 
ferentialgleichungen, aus  denen  wir  folgenden  hervorheben:  Ge- 
nügen die  Multiplicatoren  von 

P(y)  =  0,    (?(y)  =  0,    Ä(y)  =  0 
den  linearen  Differentialgleichungen: 
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f(y)  =  0,    (?'(y)  =  0,    Ä'(y)=0 
und  ist: 

P(y)  =  Ä«?Cy)), 
60  ist  auch: 

P'iy)  =  (?'(«'(»)). 
P{y)  (A'*' Ordnung)  hat  also  mit  W(y)  (A-zti»'' Ordnung)  alle  In- 
tegrale gemeinsam.  Zum  Scbluss  wird  dem  von  Herrn  Brassine 
bewiesenen  Satze,  dass  eine  Differentialgleichung  reduktibel  ist, 
wenn  zwischen  zweien  ihrer  Integrale  y^^  und  y^  die  Beziehung 
^1=^0  l>6Steht,  die  bemerkenswerthe  Erweiterung  gegeben,  dass 
die  Gleichung  stets  reduktibel  ist,  wenn  zwischen  zwei  Integralen 
derselben  die  Relation 

tfi  =  QiVo) 
stattfindet;  wo  0(y)  den  Ausdruck 

Q  (tf)  =  ?o»^^^ + 9i  y^^-'^ +-+q^  (y) 

und  qo,..q^  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten. 

Citirte  Literatur:  Libri,  Grelle  J.  X,  p.  193;  Brassine  im 
Anhange  von  Sturm,  Cours  d'analyse,  (tome  II  Note  III). 

Hr. 

G.  Frobeniüs.  Üeber  die  Vertauschung  von  Argument 
und  Parameter  in  den  Integralen  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen.    Pr.  Berlin. 

Abel  hat  (Oeuvres  complötes,  tome  II  p.  58),  den  Satz 
fiber  die  Yertauschung  von  Argument  und  Parameter  in  den  Abel- 
schen  Integralen  dritter  Gattung  auf  die  Integrale  von  Functionen 
aasgedehnt,  welche  homogene  lineare  Differentialgleichungen  mit 
rationalen  Functionen  als  GoefBcienten  befriedigen.  Jacobi  hat, 
Grelle  J«  XXXII,  dem  Resultate  eine  elegantere  Form  gegeben. 
Der  Herr  Verfasser  giebt  eine  äusserst  kurze  Herleitung  dieses 
Satzes. 

Bezeichnen  Pa.(y)  und  Px'(»)  die  Ausdrücke: 

12* 
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SO.  gelangt  der  Herr  Verfasser  /iiiiäclist  zu  der  Jacobi'schen  Formel 

wo  I  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt  im  positiven  Sinne  durch- 
läuft. 

Mit  Hülfe  desselben  wird  dann  der  erwähnte  Satz  in  folgen- 
der Form  abgeleitet: 

Wenn  die  Functionen: 

F{x,x'\     F{x',xl     Fa{x),     Fßix') 
die  Differentialgleichungen : 

beziehungsweise  befriedigen,  so  ist 

wo  Cuß  den  oben  bestimmten  Werth  hat  und  die  Sunimation  über 
alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  a  und  ß  sich  erstreckt, 
für  welche  Caß  nicht  verschwindet.  Hr. 

G.  Frobkniüs.     lieber  die  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen durch  Reihen.      Borchardt  J.   LXXVI. 

214-235. 
Es  wird  diejenige  von  Herrn  Fuchs  (Borchardt  J.  LXVI,  146) 
zuerst  untersuchte  Klasse  von  linearen  Differentialgleichungen  be- 
trachtet, deren  sämmtliche  Integrale  in  der  Umgebung  eines  sin- 
gulären  Punktes,  für  den  hier  x  =  0  genommen  wird,  die  Eigen- 
schaft haben,  mit  einer  gewissen  Potenz  von  x  multiplicirt,  end- 
lich zu  bleiben.  Eine  solche  Differentialgleichung  muss  bekannt- 
lich die  Gestalt  haben: 

wo  p,  Pj,  . . .  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tende Beihen  bedeuten  und  p{x)  für  x  =  0  nicht  verschwindet. 
Die  Form  ihrer  Integrale  ist  (1.  c.  p.  136) 


r=  (X 
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WO  g  eine  Wurzel  der  zu  a;  =  0  gehörigen  „determinirenden  Fun- 
damentalgleichung^' f{Q)  =  0  ist. 

Herr  Frobenius  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  die  Existenz 
dieser  Integrale,  deren  Beweis  bei  Herrn  Fuchs  auf  einer  Ver- 
gleichung  der  Gleichung  (1)  mit  einer  specielleren  Differential- 
gleichung beruht,  aus  der  ersteren  selbst  unmittelbar  darzuthun. 
Gleichzeitig  ergiebt  sich  ihm  auf  diesem  Wege  eine  direkte  Be- 
rechnung der  Coefficienten  derjenigen  Integrale,  in  deren  £nt- 
wfckelung  im  Allgemeinen  Logarithmen  vorkommen,  während 
nach  der  Vorschrift  des  Herrn  Fuchs  zu  ihrer  Ermittelung  ein 
Zurückgehen  auf  Differentialgleichungen  niederer  Ordnung  noth- 
wendig  ist. 

Vermittelst  Einfahrung  der  Function 

/(aT,e)  =  f(e-i)...(e-A+i)p(a:)+e(e-i)...((i-A+2)pX^)+... 

welche  für  a?  =  0  in  obiges  fig)  tibergebt,  erhalten  die  Recursions- 
formein  für  die  Coefficienten  der  Beihc  y  =  ^äf^aJ^+^  welche 

V 

der  Gleichung  (1)  genügen  soll,  folgende  übersichtliche  Gestalt: 

(2)  grf(e+^)+9y^^f,{Q+v-i)+-+9jy-i{e+i)+9fAe)  ^ 0, 

wovon  die  erste  (v  =  0  entsprechende):  gf(g)=:0  ist  und  g  als 
Wurzel  der  erwähnten  Fundamentalgleichung  bestimmt.  Die  Herrn 
Frobenius  eigenthümliche  Methode  besteht  nun  darin,  von  dieser 
ersten  Gleichung  zu  abstrahiren,  mithin  g  variabel  zu  lassen,  je- 
doch so,  dass  ihre  Veränderlichkeit  auf  die  Umgebungen  der 
Wurzeln  g^-.^gi  beschränkt  bleibt.  Die  Coefficienten  gy  sind  als- 
dann ebenfalls  Functionen  von  g  und  die  Reihe 
(3)  y  =  £9y(e>^^''=9ixyg) 
ist  alsdann  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

P(y)  =  f{Q)'9{Q)'X^' 
Nachdem  über  das  willkürlich  gebliebene  g{g)  passend  verfQgt 
ist,  damit  innerhalb  des  Bereiches  von  g  die  Coefficienten  gy{g) 
nicht  unendlich  werden,  wird  die  Convergenz  der  Reihe  (3)  aus 
der  Natur  dieser  Coefficienten  gy  erwiesen  und  ferner  gezeigt, 
dass  eine  Differentiation  dieser  Reihe  auch  nach  g  gestattet  ist 
(§2). 
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Fasst  man  nun  alle  die  Wurzeln  p,,  q^,  ...  in  Grappen  zu- 
sammen, die  sich  nur  um  reelle  ganze  Zahlen  von  einander  un- 
terscheiden, und  ordnet  die  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Wurzeln 
Qoj  fti  •••  Qfi  derart,  dass  wenn  a<Ä  ßa^eß,  so  findet  sich, 
dass  fttr  q  =  Qx,  gig)  höchstens  von  der  x^*""  Ordnung  und  /(9).p(p) 
wenigstens  von  der  x  +  V''  Ordnung  verachwindet.  Differentiirt 
man  nun  die  identische  Gleichung: 

xmal  nach  g  und  setzt  alsdann  q=^Qxj   so  erhält  man,  wenn 
^}^'  ^^  =  g'Cx,  ß)  gesetzt  wird,  P^g^^Cx,  g^))  =  0,  also  stellt 

aß 


y=^g''{x,e^)=:x^^2:\glig^)+xgl  *(p,)logaj 

das  zur  Wurzel  (»x  gehörige  Integral  der  Differentialgleichung 
P(y)  =  Odar,  welches,  dagf(a;,  p)  mit  einer  willkürlichen  Function 
von  Q  als  Factor  behaftet  ist,  x+l  willkürliche  Gonstanten  enthält 
und  daher  das  allgemeinste  Integral  dieser  Art  ist.  Aus  dieser 
Form  werden  mit  Leichtigkeit  eiilige  von  den  Herren  Fuchs  und 
Thomö  gefundene  Sätze,  sowie  die  Bedingungen  dafür  herge- 
leitet, dass  in  dem  zu  Qx  gehörigen  Integral  keine  Logarithmen 

vorkommen.    Wenn  g^^g)  =    .  f  l^     J  i    \   gesetzt  wird,  8o 

lauten  die  letzten  Bedingungen  einfach,  wie  folgt: 

Es  müssen  für  Q  =  Qjt  die  Gleichungen  stattfinden: 
hy  (e)  =  0  für  V  =  e^.!  -  Q^, 

C§§3,  4).  Zur  Berechnung  der  gy(Q)  wird  aus  der  Formel  (2) 
noch  eine  zweite  Recursionsformel  entwickelt: 

(4)    ng).Gy{e)  +  f^{9)'Gr^i(Q+^)  +  -  +  fy(Q)'G(Q+v), 

Aus  (4)  folgt  für  die  Function  £Gy(ß)xQ-^''  =  G(x,q)  die 

Y 

Functionalgleichung : 
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V 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Summe,'  wenn  f(xy  g)  eine  ganze 
Function  von  x  ist.  Eine  An\Yendung  dieser  Gleichung  auf  den 
Fall,  wo  f(xy  g)  vom  ersten  Grade  ist,  führt  auf  eine  Kettenbruch- 
entwickelung  der  daselbst  auftretenden  Reihe  G(x,q),  von  der 
die  hypergeoraetrische  Reihe  ^in  specieller  Fall  ist  (§  5). 

'  Schliesslich  wird  der  Convergenzbereich  der  linken  Seite 
obiger  Functionalgleichung,  falls  f{x,Q)  keine  ganze  Function 
von  X  ist,  untersucht.  Er  ergiebt  sich  als  der  Kreis,  innerhalb 
dessen  f(x,Q)  convergirt,  also  derselbe,  in  dessen  Innerem  auch 
die  Reihen  G{x,q)^  G(x^q-\^\)^  ...  einzeln  convergiren.  Damit 
die  letzteren  in  diesem  Bereiche  endlich  bleiben,  mttssen  die 
Wurzeln  der  Gleichungen  ({q)  =  0,  /*(?+!)  =  0,  . . .  vom  Gebiete 
von  Q  ausgeschlossen  werden.  Aus  der  Functionalgleichung  wird 
alsdann  der  Satz  gefolgert: 

Eine  Function,  die  durch  .t?  dividirt  in  der  Umgebung  von 
x  =  0  eindeutig  bleibt,  und  für  x  =  0  nicht  verschwindet,  also 
von  der  Form  £cyX^+''  ist,  lässt  sich  stets  in  eine  Reihe  von  der 
Form  J^ß>'ö(aj,  ß-[-v)  entwickeln,  falls  q  keine  Wurzel  der  Glei- 

y 

ehung  f(Q)  =  0  noch  um  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  eine  solche 
Wurzel  ist.  Hr. 

E.  Jürgens.     Zur  Theorie  der  linearen  Differentialglei- 
chungen mit  veränderlichen  Coefficienten. 
Heidelberg,  Winter. 

Es  sei  gegeben: 

py+p. -|-  +  -  +  p».0  =  o,  (1) 

WO  p,p^*''  eindeutige  Functionen  bedeuten,  die  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x  ==  0  eindeutig  sind  und  nur  von  einer  endlichen 
(höchstens  von  der  ^'''")  Ordnung  unendlich  werden,  und  zwar  sei : 

80  ist  bekannt,  dass,  falls  0,^+1,1  von  Null  verschieden  ist,  eine 
der  Gleichung  (1)  genügende    nach  ganzen  positiven  Potenzen 
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von  X  fortschreitende  Reihe  2!  Ca  ^^  existirt,  in  welcher c^,  c,  ..•  c„._i 
beliebige  Wcrthe  annehmen  können.     Der  Verfasser  giebt  nun 
im  ersten  Abschnitt  diesem  Satze  folgende  Verallgemeinerung: 
Man  bilde  aus  den  Coefficienten  die  Determinantenform: 

ö,,         öji     •••  flti,m+i  ••• 

öj,  öj j     •  •  •  ct2,w+i  •  •  • 


und  nenne  die  Reihe  derjenigen  a,  auf  welche  man  stösst, 
wenn  man  von  anii.i,p  aus  nach  oben  links  in  der  Diagonalrich- 
tung fortgeht,  die  p**"  Diagonale;  es  sei  ferner  die  «***  Diagonale 
die  erste,  in  welcher  nicht  sämmtliche  a  verschwinden ;  wenn  als- 
dann a;n+i,,  von  Null  verschieden  ist,  so  lässt  sich  der  Gleichung 
(1)  durch  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tende Reihe  genUgen,  in  welcher  mindestens  m-\-l — s  Coefficienten 
unbestimmt  bleiben. 

Unter  den  genannten  Bedingungen  nimmt  die  Gleichung  (1) 
die  Form  an,  welche  Herr  Fuchs  (Borchardt  J.  LXVIII)  beson- 
ders untersucht  hat.  Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegenheit,  dass 
die  von  Herrn  Pochhammer  in  seiner  Abhandlung:  „üeber  einfach 
singulare  Punkte  etc/'  (Borchardt  J.  LXXIH,  s.  F.  d.  M.  III. 
p.  154)  behandelte  Gleichung  in  die  vom  Verfasser  betrachtete 
Klasse  gehört,  und  zwar  stellt  sie  den  speciellen  Fall  «  =  2  dar. 

Im  2**'"  Abschnitt  werden  die  Bedingungen  untersucht,  unter 
welchen  mehr  als  m-t-1 — s  linear  unabhängige  syncktische  Inte- 
grale der  Gleichung  (I)  genügen,  und  insbesondere  die  Bedin- 
gungen zusammengestellt,  in  welchen  sämmtliche  Integrale  in 
der  Umgebung  von  x  =  0  synektisch  sind. 

Im  3'**"  Abschnitt  endlich  wird  gezeigt,  wie  die  Frage  nach 
der  Anzahl  der  Integrale,  welche  in  der.  Umgebung  von  a?  =  0 
die  Form  af  Scatia  (r  eine  beliebige  complexe  Zahl)  annehmen, 
sich"  durch  die  Substitution  y  =  af  -u  auf  die  in  Nr.  2  angestellte 
Untersuchung  zurückführen  lässt.  Die  Methode,  die  der  Verfasser 
durchweg  äuge  wandt  hat,  beruht  darauf,  aus  der  Differential- 
gleichung unmittelbar  die  Coefficienten  der  gesuchten  Reibenent- 
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Wickelung  zu  bestitnmei),  die  Convergenz  derselben  ergiebt  sieb 
ihm  durch  einen  Vergleich  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
mit  den  in  dem  Falle  sich  ergebenden,  wo  ^  =  1  ist,  und  die 
Convergenz  feststeht.  Hr. 

L.  Gegenbaüer.    Beiträge  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen.    Qrunert  Arch.  LV.  258-284. 

Die  lineare  Differentialgleichung  sei 

(die  p  Functionen  von  x\  so  werden  folgende  drei  Sätze  aufgestellt: 
1.  Sind  alle  particulären  Integrale  y^  y^  -"  yn  Potenzen  einer 
und  derselben  Function  von  rr,  so  dass  y^,  =  [(f^'^Y^,  dann  sind 
dieselben  durch  die  Gleichungen  gegeben 


n  .     /   -JPo    -dx. 

\fa.  a. ...  ly-      *^     r   o- 


y^  =  e  ^^»  ^»•'*^«  '  P« 


2,  Wenn  der  Quotient  aus  je  zwei  partikulären  Integralen 
eine  Potenz  von  x  ist,  dann  sind  sie  gegeben  durch: 




2    '  .d» 


nxpn 

y^^X     e      -"  ^ 


3.   Ist  der  Quotient  aus  je  2  partikulären  Integralen  eine 
Potenz  von  e^,  dann  haben  sie  die  Form 

i+(yi+y2+'-.+<7»)pn 


/Pn-l- 
' — 


.dx 

Der  Beweis  dieser  Sätze  wird  nicht  allgemein,  sondern  durch 
directe  VerilScation  derselben  fftr  »  =  1,  2,  3,  4,  5  geliefert.  Die 
hierzu  erforderlichen  Rechnungen  sind  sehr  umfangreich.    Hr. 

L.  Gegenbauer.     Studien   über  lineare  Differentialglei- 
chungen 2  **'''  Ordnung.      Grunert  Arch.  LV.  252-258. 

Der  Herr  Verfasser  setzt  im  Voraus  gewisse  Relationen  fest, 
welche  zwischen  den  zwei  partikulären  Integralen  einer  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  stattfinden  sollen,   und  sucht  die 
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Bedingang  auf,  welcher  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
genügen  müssen. 

1.  Das  Produkt  der  beiden  paHikuIären  Integrale  soll  eine 
gegebene  Function  (f'{x)  der  unabhängigen  Variablen  sein. 

2.  Das  Nämliche  soll  für  den  Quotienten  derselben  gelten. 

3.  Wenn  y^  und  y^  die  beiden  paiiiikulären  Integrale  bezeich* 

nen,  so  soll  -^  =  Const.  sein. 

Es  ergiebt  sich  für  jeden  Fall  je  eine  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Coefficienten,  welche  in  den  ersten  beiden  Fällen 
für  eine  Anzahl  specieller  Functionen  (p(x)  besonders  aufgestellt 
wird.  Hr. 

L.  Gegenbaüer.     Note  über  hypergeometrische  Reihen. 

Grunert  Arch.  LV.  284-290. 
Die  Reihe 

+  •••  in  inf. 
wird  hypergeometrische  Reihe  n^"  Ordnung  genannt  und  hat  die 
Eigenschaft,  einer  linearen  Differentialgleichung  »'«'Ordnung  zu 
genügen.  Der  Verfasser  leitet  nun  eine  einfache  Regel  ab  für 
die  Bildung  der  Differentialgleichung  einer  hypergeometrischen 
Reihe  w'*' Ordnung  aus  derjenigen  einer  Reihe  »—!**' Ordnung. 
Daran  fügt  der  Verfasser  zum  Schluss  ohne  Beweis  noch  einige 
Sätze  über  die  Convergenz  der  hypergeometrischen  Reihe  n**'  Ord- 
nung, welche  den  bekannten  ftlr  die  Reihe  2'^' Ordnung  analog 
sind.  Hr. 

A.  WiNCKLER.  Integration  der  linearen  Diflferentialglei- 
chung  zweiter  Ordnung ,  deren  Coefficienten  lineare 
Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind. 

Wien.  Her.  LXVII. 
Um  die  Gleichung 
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wo  p  und  q  rationale  Functionen  von  x  sind,  in  Form  bestimmter 
Integrale  zu  integriren,  wird  nach  dem  Vorgange  von  Euler 

gesetzt,  wo  P  und  Q  noch  zu  bestimmende  Functionen  von  x 
bedeuten  und  u^,  ti^,  a,  ß,  c  constant  sind.  Der  Ausdruck,  in 
welchen  die  linke  Seite  von  (1)  durch  die  Substitution  (2)  über- 
geht, wird  =  [Äc^tt«(c- m/]!!;  gesetzt,  wodurch  3  Relationen 
zwischen  p,  q,  r,  o,  ß,  P,  Q  erhalten  und  för  w^,  w,  Werthe 
genommen  werden,  für  welche  der  Ausdruck  in  Klammern  ver- 
schwindet.   Insbesondere  wird 

gesetzt.  Enthält  die  Gleichung  (1)  in  ihren  Coefficienten  nur 
lineare  Functionen  in  x,  so  lassen  sich  a,  ß,  y,  a,  b,  c,  m  stets 
so  bestimmen;  dass  p  und  q  die  gegebenen  Werthe  erlangen, 
wenn,  je  nach  den  Umständen,  n  die  Werthe  j^,  1,  ^i  2  beigelegt 
werden.    Der  Verfasser  behandelt  nun  die  Gleichung 

(3)    (E^x  +  H)^  +  2(K,x  +  K)-^  +  {L,x+L)y==0. 

welche  schon  mehrfach  untersucht  ist,  bei  deren  Lösung  es  aber 
dem  Verfasser  vor  Allem  darauf  ankommt,  dass  sie  den  Forde- 
rungen der  analytischen  Allgemeinheit  entspricht,  also  sowohl  für 
reelle  als  complexe  Werthe  der  darin  vorkommenden  Grössen 
gttltig  ist,  und  dass  die  Darstellung  eine  einheitliche  ist,  bei  wel- 
cher die  Zahl  der  Unterscheidungen  auf  das  durch  die  Natur  der 
Sache  bedingte  Maass  besehränkt  bleibt.   (§  1). 

Es  werden  3  Fftlle  unterschieden: 

1)  fl,  =  o,   ir,=o,   L^o. 

Dieser  Fall  wird  durch  die  Substitution  Lf^x  +  L=:  L^x'+K^  auf 
die  Gleichung: 

zurückgeführt.  Hier  ist  »=}  zu  setzen,  für  m  erhält  man  2  Auflösun- 
gen 0  und  i,  den^n  entsprechend  sich  die  beiden  Integrale  ergeben: 
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.^-*,-jxVr^;y-  e)'>j„(c_  „)|-*'  du, 

«0 
«0 

Zwischen  c  und  y  besteht  die  Relation:  cy=  JV—Z^-  E»  '»* 
M^  =  0  und  n,  =  oo  zu  setzen,  wenn  c  und  y  so  gewählt  werden, 
dass  der  reelle  Theil  von  yx^  negativ  ist.  Setzt  manx  =  1,  also 
Y  =  ii—h^  Bo  ist  Mo  =  0,  t*i  =  1  zu  setzen.   (§2,  3). 

2)    »0  =  0,    Äo^O,    L^O. 
Reduktion  auf  die  Gleichung : 

vermittelst  der  Substitution: 


SüTo 

Hier  ist  n  =  2,  die  beiden  Losungen  fhr  m,  0  und  i,  liefern  die 
beiden  Integrale: 

e-**-*^«'  y*'  er'^n^  -*  (c  —  w)/*-«  du, 

Zur  Bestimmung  der  Grenzen  u^  und  w,  werden  alle  rodglichen 
Fälle  in  die  beiden  Hauptfälle: 

1)  reeller  Theil  von  a  positiv,  ß  beliebig, 

zusammengefasst,  und  ftir  beide  als  Grenzwerthe  0  und  co  er- 
halten, wobei  jedoch  im  letzteren  Falle  in  den  betreffenden  In- 
tegralen zuvor  c  —  «I  für  M  einzusetzen  ist.   (§  4). 

3)  Alle  3  Grössen  jET^,  K^  und  L^  von  Null  verschieden.  Re- 
duktion auf  die  Form 

vermittelst  der  Substitution  B^x  +  H  =  H^x^.    Hier  ist  ii  =  1,  die 
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beiden  LosuDgen  für  m  sind  alsdann  0  und  i  —  2k  und  die  ent- 
sprechenden beiden  Integrale 

«0 

2j/*r-//   ^         2/ä;-//     ^       ^  -     "' 

zu  welchen  noch  2  andere  hinzutreten,  die  aus  den  vorstehenden 
durch  Vertauschung  von  u  mit  c  — «  hervorgehen.  Für  die 
Grenzen  u^  und  u^  können  wieder  durchgehends  0  und  oo  ge- 
nommen werden.  Die  passende  Bestimmun^^  jedoch  von  c  und 
Y  (gemäss  der  Gleichung  cy  =  |//cj— Z^)  macht  die  Unterscheidung 
von  4  Fällen  je  nach  den  Vorzeichen  der  reellen  Theile  von  a 
und  ß  nothwendig  (§  5).  Eine  besondere  Behandlung  erfordert 
der  Fall  /rj  — /o  =  0,  welcher  Gegenstand  des  §6  ist.  Zur  An- 
wendung der  allgemeinen  Formeln  sind  an  den  beti-effenden  Stel- 
len Beispiele  eingefügt. 

Der  Verfasser  bemerkt  noch,  dass,  wenn  die  in  Gleichung 
(3)  vorkonamenden  constanten  Grössen  und  die  Variable  x  reell 
sind  und  das  Imaginäre  in  den  Integralen  nur  durch  die  Ein- 
führung von  y  herrührt,  leicht  aus  jedem  einzelnen  Integral  durch 
Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  2  Integrale  abgeleitet 
werden  können,  was  für  eines  der  obigen  Formelpaare  ausge- 
führt wird. 

Endlich  zeigt  noch  der  Verfasser,  dass  die  Differentialglei- 
chung mit  nicht  linearen  Coefficienten: 

dx  dx    ^  ^ 

durch  die  Substitution  aa:*+^  =  (n  +  l)rp'  auf  die  Form  (3)  zurück-  • 
geführt  wird.    Die  Integration  derselben  wird  für  den  Fall,  dass 
0=  —  1,  fc  und  n  reell  und  positiv  und  x  reell  ist,  durchgeführt. 

Hr. 

Bksge.     Sur  une   öquatioii  diflPörentielle.     Liouvilie  J.   (2) 

XVIII.  139-142. 
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Die  Integration  der  Differentialgleicbung 

wird  auf  die  der  linearen  Differentialgleichung 

d't* 

zurückgeführt.  Fs. 

A.  Steen.   Integration  af  den  lineaere  DifFerentialligning 
af  anden  Orden  ved  Hjaelp  af  Kjaedebrök.   Kjöbenhavn. 

Man  kann  immer  das  eine    partikulare  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 

in  einen  Kettenbruch  entwickeln,  indem  man  sich  durch  fortge- 

X 
setzte  Differentiation  Mittel,  verschaffen  kann  um  /dy\    in   einen 

\dx) 
Eettenbruch  zu  entwickeln.  Aber  der  gefundene  Kettenbruch 
wird  im  Allgemeinen  unendlich  und  wird  also  nur  dann  brauch- 
bar sein,  wenn  er  konvergent  ist  Der  Verfasser  macht  von  die- 
ser Methode  eine  Reihe  directer  Anwendungen  zur  Integration 
einer  grossen  Anzahl  Differentialgleichungen  von  der  angegebenen 
Form,  wo  P  und  Q  Polynome  von  dem  ersten  oder  zweiten 
Grade  in  x  oder  Gonstante  sind.  Danach  werden  einige  indireete 
Anwendungen  gegeben,  wo  gezeigt  wird,  wie  es  oft  möglich  ist, 
gegebene  Differentialgleichungen  zu  ändern,  so  dass  ihre  Inte- 
gration auf  den  früher  gefundenen  Resultaten  beruht.         Hn. 

'  J.  CocKLE.     Exercises  in  the  integi'al  calculus.  No.  IL 

Messenger.  (2)  III.  108-110. 
Bemerkung  über  gewisse  Fälle,  in  welchen  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung 
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lösbar  ist,   wenQ   specielle   (dififerentielle)   Relationen   zwischen 
a  und  b  bestehen.  61r.  (0.) 

R.  Rawson.  On  two  general  difFerential  equations  of 
the  second  order  and  «*'*  degree  derived  from  the 
known  linear  equation.     MeBseöger.  (2)  ii.  185-187. 

Der  Verfasser  giebt  Transformationen  der  Gleichungen 

3^  +  y,  »  +  »»  <>"  =  0,      ^  +  3?»  t>  +  a:,  i)«  =  0 

an,  die  man  findet^  indem  man  entweder 

y.  ^  =  x,t.  oder  a>.r  =  y.  g 

nimmt,  wo  x^y  a?,,  a?,  Functionen  rona;  und  y,,  y„  y^  Functionen 
von  y  sind.  Glr.  (0.) 

A.  Cayley.     On   a  differential  formula  connected  with 

the   theory  of  COnfocal   COnics.     Messenger.  (2)  iL  157-158. 

Die  Transformationen,  mit  denen  sich  die  Arbeit  beschäftigt, 
stehen  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  confocalen  Kegel- 
schnitte.   Es  folgt  aus  ihnen,  dass 

}Xa  +  h){b+T)  ±  }/(a  +  &)(6  +  A)  =  const 
das  Integral  der  Differentialgleichung 

dh  dk 

±  77=f=Tr7f=r=t^  =  0  ist. 


Aa  +  h){b  +  k)  ^y(a  +  k)(b  +  h) 

Glr.  (0.) 

J.  CocKLE.     On  Singular  Solutions.    Quart.  J.  xii.  305-318. 

Cly. 

6.  Darboux.    Sur  Tint^gration  de  T^quation  dx'^+dy^'=ds^ 
et  de  quelques  Equations  analogues.  Liouviiie  J.  (2)  xviil. 

236-241. 

Es  handelt  sich  nm  die  Aufstellung  des  allgemeinen  Integrals 

solcher  Differentialgleichungen,  die  durch  das  Verschwinden  eines 

Differentialausdrucks  zweiten  Grades  mit  constanten  Coefficienten 

vorgestellt  sind.    Die  analytische  Methode,  deren  sich  der  Ver* 
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fasser  bedient  und  mit  deren  Hülfe  er  zu  eleganten  Resultaten 
geflihrt  wird,  lehnt  sieh  an  verschiedenartige  geometrische  Vor- 
stellungen an.  Ein. 

G.  Darboux.     Sur  les  Solutions  singuliferes  des  6quations 
aux  dörivdes  ordinaires  du  prämier  ordre,     inst.  (2)  i. 

49-50.    Darboux  Bull.  IV.  158-176. 

Die  Theorie  der  singulären  Lösungen  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen hat  bis  in  die  letzte  Zeit  fast  allgemein  unter 
einer  Verwechselung  gelitten  und  ist  eben  deshalb  nie  zu  einem 
befriedigenden  Abschlüsse  gebracht  worden:  mannahm  die  Form 
des  Integrals  allgemein,  während  man  doch  die  Differentialglei- 
chung, von  der  man  ausgeht,  zunächst  mit  allgemeinen  Coeffi- 
cienten  ausgestattet  zu  denken  hat.  Auf  diesen  Punkt  hat  wohl 
zuerst  Darboux  (Comptes  Rendus  1870,)  explicite  aufmerksam 
gemacht.  Aber  seine  Auseinandersetzungen  erfuhren  mannig- 
fachen Widerspruch,  und  so  giebt  er  denn  in  dem  gegenwärtigen 
Aufsatze  eine  nochmalige,  ausführliche,  und  mit  vielen  Beispielen 
illustrirte  Auseinandersetzung  des  Gegenstandes.  Es  sei  beson- 
ders hervorgehüben,  dass  der  Verfasser  (wie  dies  in  neuerer  Zeit 
von  geometrischer  Seite  wiederholt  geschab,  wie  es  sich  z.  B. 
aus  Clebsch's  Connextheorie  ergiebt)  eine  Differentialgleichnng 
ebensowohl  als  ein  Fortschreitungsgesetz  für  Punktcoordinaten 
als  für  Liniencoordinaten  betrachtet.  Ein. 


Capitel  6. 
Partielle  DifferentialgleichuDgen. 

V.    Sersawy.      Zur    Integration    partieller    Differential- 
gleichungen.   Scblömilch  Z.  XVIII.  511-517. 

Der  Herr  Verfasser  kündigt  eine  neue  Methode  zur  Lösung 
partieller  Differentialgleichungen  alier  Ordnungen  an,  welche 
nächstens  im  Druck   erscheinen   soll.     Als  Vorbereitung  hierzu 
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giebt  er  den  Weg  an,  wie  er  bei  den  partiellen  Difiereutialglei- 
cbuDgen  erster  Ordnung  verfährt. 

1)  Lineare  Gleichungen: 

Die  Auflösung  der  Gleichung 

wird  unter  Einführung  des  Index  X  nach  dem  gewöhnlichen  Ver- 
fahren auf  die  Integration  des  Systems  totaler  Differentialgleichungen 

~dX-^^'     a  ~^'     dl  -^^ 

zurackgeführt.  Hierbei  fiudet  sich  die  irrthümliche  Bemerkung, 
dass  die  willkürliche  Function  des  allgemeinen  Integrals  3  Argu- 
mente enthalten  mtlsste.  So  wird  in  einem  Beispiele  das  allge- 
meine Integral  in  der  Form  f\^ — ,  -^,  — j  =  0,  in  einem  andern 

unter  der  Form  /"(ay  — fca?,  a^e-',  »*c-'y)  =  0  gegeben.  Die  Re- 
lationen aber 

—  •—•  —  =  1,     ay  —  bx  =  61og(a''c-*)  — alog(5*c-2') 

zeigen  offenbar,  dass  in  beiden  Fällen  eines  der  3  Argumente 
überflüssig  ist.    Ebenso  wird  in  dem  Falle  von  n  unabhängigen 

Variablen  ^    J^      als  die  Zahl  der  Argumente  im  allgemeinen 

Integral  angegeben,  während  dieselbe  nur  n  beträgt. 

2)  Gleichungen  höherer  Grade: 

Von  diesen  werden  nur  die  beiden  folgenden  Formen  be- 
handelt: 

Ap'+Bpq  +  Cq'=^P, 

Ap^+  Bpq  4-  Cq^+  Dp  +  Eq=:^P 
ond  in  der  ersteren  2  Indices,  in  der  zweiten  3  Indices  eingeführt, 
ohne  dass  man  recht  einsieht,  nach  welchem  Princip  dies  ge- 
acbieht,  um  es  bei  höheren  Graden  anzuwenden.  Noch  viel  we- 
niger kann  das  Resultat  befriedigen.  Man  gelangt  nämlich  nach 
längerer  Rechnung  schliesslich  zu  einer  totalen  Differentialglei- 
cbung,  in  welcher  die  Coefficienten  der  Differentialien  eine  unbe- 
kannte Grösse  enthalten,  die  so  zu  bestimmen  ist,  dass  die  Glei- 

Portschr.  d.  Math.  V.  1.  13 
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chung  integrabel  wird.  Hierzu  bedarf  es  aber  dieses  tJmweges 
nicht,  denn  bestimmt  mau  aus  einer  beliebig  gegebenen  Glei- 
chung 1'"  Ordnung  f{p,q,x,y,z)  =  0  p  als  Function  von  g,  j, 
y,  Ä  oder  allgemeiner  p  =  ^(w,  ir,y,  »),  g  =  V;(m,  a;,y, »),  so  ist 
dz  =  (pdx-\-ttfdy  und  u  die  zu  bestimmende  Grösse,  welche  den 
Ausdruck  rechts  integrabel  macht,  wodurch  belianntlich  die  Lö- 
sung auf  die  Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chung für  u  zurllckgeführt  wird.  In  dem  Beispiel,  auf  welches  der 
Herr  Verfasser  sein  ziemlich  umständliches  Verfahren  anwendet, 

wird  als  Resultat  eine  totale  Differentialgleichung  angegeben,  auf 
die  man  jedoch  sofort  gelangt,  wenn  man 

(2)    xp+yq  =  C 
setzt  und  in  der  Gleichung 

dz  =  pdx-^-qdy 

für  p  und  q  die  aus  ( I )  und  (2)  sich  ergebenden  Ausdrücke  in 
a?,  y,  55,  f  einsetzt.  C  ist  alsdann  die  so  zu  bestimmende  Grösse, 
dasö  die  totale  Differentialgleichung  integrabel  wird.         Hr. 

A.  Mayer.  Die  Lie'sclie  Integratiousinethode  der  partiellen 
DiflFerentialgleichuiigen    l*^'  Ordnung,     Ciebsch  Ann,  vi. 

162-192. 

Diese  Arbeit,  deren  Hauptresultat  bereits  in  den  Gott.  Nachr. 
1872  (Siehe  F.  d.  M.  IV,  p.  1G2)  veröffentlicht  wurde,  leitet  auf 
rein  analytischem  Wege  die  Lie*sche  neue  Integrationsmethode 
der  partiellen  Differentialgleichungen  V""  Ordnung  (F.  d.  M.  IV, 
p.  165)  ab,  wobei,  um  dieselbe  ganz  unabhängig  von  der  Jacobi'- 
schen  Methode  darstellen  zu  können,  auch  bereits  bekannte  Sätze 
und  Betrachtungen  von  Neuem  entwickelt  werden.  Die  am  Schluss 
gegebene  Anwendung  der  Lie'schen  Methode  auf  lineare  homo- 
gene partielle  Differentialgleichungen  bezweckt  das  Verhältniss 
dieser  Methode  zu  derjenigen  klar  zu  legen,  welche  der  Ver- 
fasser selbst  in  Ciebsch  Ann.  V  (Vgl.  F.  d.  M.  IV,  p.  163)  an- 
gegeben hat.  Mr. 
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A.  Mayer.  Nachtrag.  Directe  Ableitung  des  Lie'scheu 
Fundamcntaltheorems  durch  die  Methode  von  Cauchy. 

Clebsch  Aon.  VI.  192-196. 
Veranlasst  durch  die  wichtige  Bemerkung  von  Lie,  dass  sich 
die  Cauchy'sche  Methode  zur  Integration  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung ausdehnen  lässt  auf  ein  System  solcher  Gleichun- 
gen, vorausgesetzt,  dass  dieselb"en  die  grösstmögliche  Anzahl  ge- 
meinsamer Lösungen  besitzen,  zeigt  dieser  Zusatz,  wie  man  durch 
eine  bestimmte  Art  der  Anwendung  der  Cauchy'schen  Methode 
auf  einfacherem  Wege  zu  demjenigen  allgemeinen  Satze  über  die 
Biinultane  Integration  partieller  Differentialgleichungen  mit  der- 
selben unbekannten  Function  gelangen  kann,  welcher  das  Fun- 
dament der  Lie'schen  Methode  bildet.  Mr. 

A.  Mayeb.  Zur  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen   1'"  Ordnung.      Gott.  Nachr.  1873.  299-310. 

Die  Note  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste  Theil  giebt  den 
algebraischen  Ausdruck  flir  die  Lie'sehe  Ausdehnung  der  Methode 
von  Cauchy  (vgl.  F.  d.  M.  IV,  p.  170)  in  einer  Form  an,  in 
welcher  der  Satz  als  eine  directe  Erweiterung  des  Cauchy'schen 
Integrationsverfahrens  in  seiner  einfachsten  Gestalt  erscheint. 

Im  zweiten  Theile  wird  eine  andere  fundamentale  Bemerkung 
von  Lie  begründet  und  damit  eine  UnvoUkommenheit  beseitigt, 
die  den  neueren  Integrationsmethoden  der  partiellen  Differential- 
gleichungen biisher  noch  anhaftete  und  die  am  Schärfsten  hervor- 
tritt bei  der  Jacobi*schen  Methode.  Jacobi  führt  das  Problem, 
eine  gegebene,  nicht  lineare  partielle  Differentialgleichung  l'^"^ Ord- 
nung zu  integriren,  auf  die  Aufgabe  zurück,  von  einer  Reihe 
Jacobi'scher  Systeme  von  linearen  partiellen  Differentialgleichun- 
gen successive  je  eine  Lösung  zu  finden.  In  diesen  linearen 
Systemen  treten  neben  den  Grössen  q,  welche  die  unabhängigen 
Vafiabeln  der  ursprünglichen  Gleichung  sind,  als  unabhängige 
Variable  noch  auf  die  partiellen  Differentialquotienten  p  der  un- 
bekannten Functionen  nach  den  q,  und  das  Missliche  war,  dass 
raan  nur  solche  Lösungen  zu  verwerthen  wusste,  in  denen  die 
Variabein  p  nicht  gänzlich  fehlen.    Die  Note  zeigt,  dass  diese 

13* 


Digitized  by 


Google 


196  ^I*  Abachnitt.    Differential-  und  Integralrechnang. 

Beschränkung  der  Lösungen  unnöthig  ist,  dass  man  vielmebr 
auch  aus  einer  Lösung,  welche  eine  blosse  Function  der  q  wäre, 
ohne  neue  Integrationen  den  gleichen  Nutzen  ziehen  kann.    Mr. 

S.  LiE.      üeber   eine  Verbesserung  der  Jacobi  -  Mayer'- 

sclien    Integrations-Methode.      Forh.  af  Christ.  1873.  282-283. 

Dieser  Aufsatz  verfolgt  denselben  Zweck,  wie  der  zweite 
Theil  der  eben  besprochenen  Note,  erreicht  denselben  aber  auf 
einem  ganz  anderen  Wege,  der,  an  sich  selbst  höchst  bemerkens- 
werth,  zugleich  dem  Endresultat  eine  viel  einfachere  und  be- 
quemere Form  giebt. 

Nach  der  Cauchy'schen  Methode  kann  man  die  vollständige 
Lösung  einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  ['"Ord- 
nung: 

H^{zx^  ...Xnp^  ...p„)  =  const., 
«^ 

wo  allgemein  p,-  =  ^ —  ist,  durch  bloss  algebraische  Operationen 
erhalten,  sobald  man  alle  Lüsungen  F  der  linearen  Gleichung: 

gefunden  hat. 

Wendet  man  aber  die  allgemeinen  Resultate,  welche  Clebsch 
für  das  Pfaflf'sche  Problem  gefunden  hat,  auf  den  speciellen  Fall 
dieses  Problems  an,  den  man  aus  der  linearen  Differentialgleichung 

k=n 

di—ZVhdXk  =  0 
jfc=i 

dadurch  erhält,  dass  man  für  irgend  eins  der  p  den  Werth  sub- 

stituirt,  der  sich  aus  der  Gleichung  H^  =  const.  crgiebt,  so  zeigt 

sich,  dass  man  jene  Lösungen  sämmtlich  bilden  kann,  sobald  es 

gelungen  ist,  irgend  n  von  einander  und  von  H^  unabhängige 

Functionen  H^...Hn  zu  iSnden,  welche  den  ^^^^^^  ^  Gleichungen 

[ff,ffj  =  0 
genügen. 

Dies  Besultat  ist  ganz  unabhängig  davon,  ob  die  unbekannte 
Function  «  selbst  in  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
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vorkommt  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  aber  zeigt  der  Ver- 
fasser, dass  man  n  Functionen  der  verlangten  Art  mit  Hülfe  einer 
einzigen  Quadratur  aufstellen  kann,  so  oft  man  n—l  von  einander, 
wie    von  H^,  unabhängige  Functionen  H^,.,Hn-.i   der  Variabein 

a?, . .  .iF„  p, . .  .p„  kennt,  welche  die  -^^ — -  Jacobrschen  Gleichungen 

erfüllen.  [Auch  in  den  folgenden  Lie'schen  Abhandlungen  haben 
die  Zeichen  [F  0]  und  (F  0)  die  hier  angegebene  Bedeutung.] 

Das  so  gewonnene  Mittel,  sich  von  der  Jacobi'schen  Forde- 
rung, dass  die  Functionen  H^  H^,,,Hn^i  grade  in  Bezug  auf 
Pi...pn  von  einander  unabhängig  sein  müssen,  frei  zu  machen, 
ist  der  in  der  vorangehenden  Note  angegebenen  Methode  deshalb 
vorzuziehen,  weil  hier  nicht  wie  doii;  die  successive  Aufsuchung 
der  Functionen  JJ,  ...ff«-i  eventuell  durch  algebraische  Opera- 
tionen unterbrochen  werden  muss,  vielmehr  die  eigentlichen  al- 
gebraischen Schwierigkeiten  immer  erst  eintreten,  nachdem  man 
alle  Integrationen  ausgeführt  hat.  Der  Umstand,  dass  dies  Ite- 
sultat  erhalten  wird,  indem  man  mit  Hülfe  der  Cauchy'schen 
Methode  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
l««r  Ordnung  zurückführt  auf  das  Pfaff'sche  Problem,  lässt  zugleich 
die  fundamentale  Wichtigkeit  der  alten  Pfaff'schen  Auffassung 
dieses  Integrationsproblems  deutlich  hervortreten.  Mr. 

S.     LiE.      Zur   analytischen    Theorie    der    Beröhrungs- 
Transfonnationen.     Forh.  af  Christ.  1873.  237-262. 

Nach  einigen  kurzen  Andeutungen,  wie  sich  Spuren  dieser 
Theorie  bereits  bei  Euler  und  später  ganz  besonders  bei  Jacobi 
vorfänden,  und  wie  man  durch  Erweiterung  derjenigen  geometri- 
schen Transformationen,  durch  welche  aus  Flächen,  die  sich  be- 
rühren, wiederum  sich  berührende  Flächen  hervorgehen,  ganz 
naturgemäss  auf  den  Begriff  der  Berührungs-Transformationen 
geführt  werde,  giebt  der  Verfasser  für  denselben  die  folgende 
allgemeine  Definition: 
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„Sind  Z  Xj  . . .  X„  P,  . . .  Pn  solche  Functionen  der  unabhän- 
gigen Variabein  zx^  . . .  x«  p,  . . .  p«,  dass  identisch 

dZ-!z  PidXi  =  Q  (dt—£vi,dx,) 
1=1  k=\ 

ist,  wo  Q  irgend  eine  Function  jener  Variabein  bedeutet,  so  bil- 
den die  2/i4  1  Gleichungen 

»'  =  Z,     x\  =  Xi,     pl  =  Pi 
eine  BerUhrungs- Transformation  zwischen  den  beiden  Systemen 
von  je  2rt+l  Variabein 


und 


rf  x\   ...  Xn  p\   ...  p» 


Xn    Pi    ..*   Pn""' 


Die  Aufgabe,  alle  BerUhrungs-Transformationen  zu  bestimmen, 
stellt  sich  hiernach  sogleich  als  ein  specieller  Fall  des  allge- 
meinen Pfaff'schen  Problems  dar  und  kann  so  ausgesprochen 
werden:    Man  soll  den  Diiferentialausdruck 

dz—  ^pkdxkj 

der  bereits  in  kanonischer  Form  gegeben,  in  allgemeinster  Weise 
auf  eine  neue  kanonische  Form  bringien.  Aus  der  Theorie  des 
Pfaffschen  Problems  ergeben  sich  daher  zwei  Wege,  um  diese 
Aufgabe  zu  lösen. 

Ausgehend  von  den  bekannten  Relationen,  die  zwischen  zwei 
kanonischen  Formen  eines  und  desselben  linearen  Differential- 
ausdruckes bestehen,  zeigt  der  eine,  wie  man  aus  einer  Reihe 
willkürlich  angenommener  Gleichungen  zwischen  den  2« +2 Grössen 

r      '  ' 

Z  X^    »  ,  ,    Xn    Z    X^     .  ,  ,    Xn 

durch  blosse  Differentiation  und  Elimination  zu  eiper  durch  die 
angenommenen  Gleichungen  vollständig  bestimmten  Berührungs- 
Transformation  gelangt. 

Der  andere  dagegen,  welcher  die  Glebsch'sche  Beduction  des 
Pfaff'schen  Problentes  auf  ein  System  simultaner  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen zu  Hülfe  nimmt,  lehrt  die  partiellen  Differen- 
tialgleichungen kennen,  denen  die  Functionen  Z  X^  ...  X«  ge- 
nügen müssen,  wenn  die  damit  gebildeten  n-f  1  Gleichungen: 
z'  =  Z,     a?i  =  Xi 
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einer  Berührungs- Transformation  angehören  sollen.  Hat  man 
irgend  «fl  unabhängige  Functionen  gefunden,  welche  diese 
Gleichungen  erfüllen,  so  werden  die  noch  fehlenden  n  Gleichungen 
p'i  =  Pi  der  Berührungs  -  Transformation  eindeutig  durch  Auf- 
lösung linearer  Gleichungen  erhalten. 

Diese  beiden  allgemeinen  Sätze  werden  sodann  auf  eine  be- 
sonders wichtige  specielle  Gattung  von  Berührungs- Transforma- 
tionen angewendet,  die  der  Verfasser  Berührungs-Transformationen 
zwischen  xp  nennt.    Sind 

5'  ==  Z,     x'i  =  Xi,     p'i  =  Pi 
die  Gleichungtn  einer   solchen  Berührungs  -  Transformation ,    so 
müssen    die   Functionen  X,  und  Pi  frei  von  s  sein.     Aus   dem 
ersten  Satze  ergiebt  sich  sofort,  dass  eine  Anzahl  willkürlich  ge- 
wählter Relationen  zwiechen  den  2«+l  Grössen 

x^  . . .  Xn  x\   . . .  Xn     uud     a'  —  Ai, 
wo  A  eine  Constante  ist,  immer  eine  Berührungs-Transformation 
zwischen  xp  bestimmen.     Der  zweite  lehrt,  dass  die  Functionen 
X, . . .  Xn  paarweise  den  Bedingungen 

(X,  X*)  =  0 
gentigen  müssen,  wenn  die  n  Gleichungen  x]  =  X,  einer  solchen 
Berührungs-Transformation  angehören  sollen.  Umgekehrt  wird 
gezeigt,  wie  man  immer  eine  Berührungs-Transformation  zwischen 
xp  finden  kann,  welche  diese  n  Gleichungen  enthält,  sobald  man 
n unabhängige  Functionen  X,  ...  X^  der  Variabein  a?,  ...  ir«  P,  -..p» 
kennt,  welche  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllen.  Der  Ver- 
fasser weist  überdies  nach,  dass  man  auf  jäiesen  beiden  Wegen 
eine  jede  Berührungs-Transformation  zwischen  xp  erhalten  kann, 
wobei  sich  ergiebt,   dass  die  Function  Z  die  Form  haben  muss: 

Z  =  ils  +  /7, 
wo    A    eine    Constante    und    //    eine    blosse    Function    von 
a?, ...  Xn  p,  ...pn  ist. 

Nachdem  weiter  gezeigt  worden  ist,  dass  durch  die  2«  Glei- 
chungen 

Xi     =     Xiy  Pi     =     Pi 

einer  Berührungs-Transformation  zwischen  xp  die  noch  fehlende 
Gleichung 
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»'  =  ila  +  JT 
derselben  bis  auf  eine  additive  Gonstante  vollkommen  bestimmt 
ist,  wird  die  Frage  erörtert:     Welche  Bedingungen  müssen  die 
Functionen  Xj  •••X»  Pi  •••?«  erfüllen,  wenn  die  2«  Gleichungen.. 

Xi  =  Xij    pi  =  Pi 
eine  Bertthrungs  -  Transformation  zwischen  xp  definiren  sollen? 
Die  Beantwortung  derselben  liefert  den  wichtigen  Satz: 
„Damit  die  2n  Gleichungen 

Xi  =  Xi,    Pi  =  Pi 
eine  Bertthrungs  -  Transformation  zwischen  xp  definiren,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass: 

(X,XO  =  (X,/>,)  =  (P,PO=0 

und 

(X,  PJ  .-=  (X,  />,)  =  ...  =  (X,  PO  =  const. 
sei«. 

Man  erkennt  leicht,  dass  das  Problem  der  Berührungs-Trans- 
formationen  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichangen 
V"  Ordnung  gewissermassen  als  speciellen  Fall  enthält.  Die  allge- 
meinen Bertthrungs-Transformationen  entsprechen  der  allgemeinen 
Form  der  partiellen  Differentialgleichungen  1**''^  Ordnung,  die  BerBh- 
rungs- Transformationen  zwischen  xp  denjenigen,  in  denen  die 
unbekannte  Function  »  selbst  nicht  vorkommt.  Wie  man  nun 
aber  eine  jede  partielle  Differentialgleichung 

H(ZX,  '"XnP,  •••Pn)   =  0,    \Pi  =    -^) 

dadurch,  dass  man  sich  2  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

K(sa;j  *"X^  =  const. 
definirt  denkt,  zurückfuhren  kann  auf  eine  partielle  Differential- 
gleichung, in  der  die  neue  unbekannte  Function  V  selbst  nicht 
vorkommt  und  die  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten  von 
y  homogen  von  der  nullten  Ordnung  ist,  so  kann  man  auch  in 
gewisser  Hinsicht  den  allgemeinen  Berührungs-Transformationen 
eine  besondere  Art  der  Berührungs  -  Transformationen  zwischen 
xpy  die  „homogenen"  Bertthruugs-Transformationen,  substituiren. 
Hierunter  werden  solche  Berührungs  -  Transformationen  zwischen 
xp  verstanden,  welche  homogene  Functionen  von  a?',  •"iri />',•••  p« 
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in  homogene  Functionen  derselben  Ordnung  vona;^  '«Xn  Pi  •-•?» 
überfahren.  Die  Bezeichnung  homogen  bezieht  sich  hierbei  im- 
mer nur  auf  die  Art,  wie  die  Differentialquotienten  p',  resp.  p 
in  die  betreffenden  Functionen  eingehen. 

Homogene  Berührupgs  -  Transformationen  gehen  aus  Glei- 
chungen von  der  Form: 

ä'  =  i4a  +  B,  Fk  (a?,  ...  Xn  x\''  x'n)  =  0, 
wo  Ä  und  B  Constanten  sind,  durch  Differentiation  und  Elimi- 
nation hervor  und  es  gilt  für  diese  Berührungs-Transformationen 
der  Satz: 

Wenn  die  n  Gleichungen  x]  =  X,  einer  homogenen  Berüh- 
rungs -Transformation  angehören  sollen,  so  müssen  X^^^^Xn  ho- 
mogene Functionen  nullter  Ordnung  sein,  welche  paarweise  die 
Bedingungen  erfüllen 

(X,  X*)  =  0. 
Umgekehrt,  wenn  man  irgend  n  unabhängige  Functionen  X,  •*.  X» 
dieser  Beschaffenheit   gefunden   hat,   so   bestimmen   die   n -{- l 
Gleichungen 

z'  =  Az  -}-  Bj    x'i  =  Xi 
eindeutig  eine  homogene  BerUhrungs-Transformation.         Mr. 

S.  LiE.    Ueber  partielle  Diflfereutial-Gleichungeii  T"  Ord- 
nung.   Forh.  af  Christ.  1873.  16-51. 

Uiu  einen  Ueberblick  über  die  Ziele  und  Leistungen  dieser 
Abhandlung  geben  zu  können,  müssen  wir  zunächst  die  wichtigen 
neuen  Begriffe  auseinandersetzen,  welche  der  Verfasser  hier  zum 
ersten  Male  einführt  und  denen  zur  Grundlage  der  fundamentale 
Begriff  der  „Gruppe"  dient. 

r  von  einander  unabhängige  Functionen  w,  «..w^  der  2n  Va- 
riabein x^*"XnPi"'Pn  bilden  eine  Gruppe,  so  oft  jeder  der  Aus- 
drücke (uiUk)  eine  blosse  Function  von  u^'»^Ur  ist.  Ein  beson- 
derer Fall  der  Gruppe  sind  hiernach  die  „Involutionssysteme" 
«,  •••  Wr,  bei  denen  jedes  (w,  ma)  =  0  ist. 

Eine  Function  U  gehört  der  Gruppe  u^  ..t/;.  an,  oder  ist  in 
derselben  enthalten,  wenn  sie  eine  blosse  Function  von  ii,  •••  w^  ist. 
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Sind  f)^"*Vr  unabhängige  Functionen,  welche  der  Gruppe 
u^"•Ur  angehören,  so  bilden  dieselben  wiederum  eine  Gruppe. 
Diese  letztere  ist  nach  der  Auffassungsweise  des  Verfassers  der 
ursprünglichen  Gruppe  acquivalent  oder  nur  eine  andere  Form 
derselben. 

Als  Hauptzweck  der  Arbeit  wird  die  Aufgabe  bezeichnet, 
diejenigen  Eigenschaften  einer  Gruppe  zu  finden,  die  unabhängig 
von  der  Form  derselben  sind  und  durch  keine  Bertthrungs-Trans- 
formation  zerstört  werden.  Daneben  aber  führt  die  Untersuchung 
zu  nicht  minder  wichtigen  Vereinfachungen  für  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  1'*''^  Ordnung. 

Zum  Ausgangspunkt  nimmt  der  Verfasser  den  Satz: 
Ist  w,  •••  W;.  eine  Gruppe,  so  bilden  die  r  linearen  Gleichungen 
(u,  F)  =  0,  . . .  (1/,  K)  =  0 

ein  vollständiges  System,  d.  h.  sie  besitzen  2n—r  unabhängige 

gemeinsame  Lösungen. 

Diese  Lösungen  bilden  nach  dem  Poisson-Jacobi'schen  Satze 
eine  zweite  Gruppe,  die  ,,Polargruppc"  der  erstcrcn.  Die  Polar- 
gruppe ist  der  gegebenen  Gruppe  acquivalent  und  zwei  Grup- 
pen sind  acquivalent,  wenn  sie  dieselbe  Polargruppe  besitzen. 
Ausgezeichnete  Functionen  einer  Gruppe  Wj...Wr  werden  die- 
jenigen Lösungen  des  zugehörigen  vollständigen  Systems  genannt, 
welche  blosse  Functionen  von  u^  ...Ur  sind.  Jede  ausgezeichnete 
Function  einer  Gruppe  gehört  hiernach  gleichzeitig  der  Polar- 
gruppe an  und  umgekehrt,  und  man  kann  immer  auf  algebraischem 
Wege  entscheiden,  wie  viele  ausgezeichnete  Functionen  eine  ge- 
gebene Gruppe  enthält.  Giebt  es  deren  m,  so  verlangt  ihre  Be- 
stimmung die  vollständige  Integration  eines  Systems  von  m  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen,  oder  also,  wenn  man  mit 
dem  Verfasser  unter  „einer  Operation  m"  die  Auffindung  eines 
Integrales  von  m  solchen  Differentialgleichungen  versteht,  die 
Operationen  m,  m— 1,  ...  2,  1. 

Unter  den  unendlich  vielen  Formen,  die  eine  gegebene  Gruppe 
dadurch  erhalten  kann,  dass  man  ihr  irgend  eine  aequivalente 
Gruppe  substituirt,  zeichnet  sich  eine  Form  ganz  besonders  aus, 
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die  ^canonische"  Form.  Ist  X,  ...  XyP^  ...  P^  die  canonische  Form 
einer  Gruppe,  so  finden  die  Relationen  statt: 

(Xi  X,)  =  (P,  P,)  =  (X,.  P*)  =  0,     (X,  PO  =  I. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  mittelst  successiver  Integra- 
tionen eine  jede  Gruppe  auf  diese  Form  bringen  kann.  Daraus 
fliesst  zunächst  der  wichtige  Satz,  dass  ^die  Differenz  zwischen 
der  Anzahl  der  Glieder  einer  Gruppe  und  der  Anzahl  ihrer  aus- 
gezeichneten Functionen  stets  eine  grade  Zahl  ist". 

Weiter  aber  wird  nachgewiesen,  dass,  wenn  X,  ...  X^  P,  ...  P^ 
eine  eanonische  Gruppe  ist,  sich  immer  solche  weitere  Functionen 
Xy+i...  Xn  P/i+i...  Pfi  finden  lassen,  dass  auch  X,  ...  X»  Pj  ..  P« 
eine  eanonische  Gruppe  bilden,  und  hieraus  ergiebt  sich  durch 
Anwendung  der  früher  besprochenen  Sätze  des  Verfassers  über 
BerUhruugs-Transformationen  unmittelbar  das  Haupttheorem  der 
Abhandlung :  ^ 

„Die  einzigen  Eigenschaften  einer  Gruppe,  die  von  der  Form 
derselben  unabhängig  sind  und  bei  Berührungs-Transformationen 
invariant  bleiben,  sind  die  Zahl  der  Glieder  und  die  Zahl  der 
ausgezeichneten  Functionen". 

Indem  nunmehr  die  Untersuchung  sich  zur  Bestimmung  der 
in  einer  Gruppe  enthaltenen  Involutionssysteme  wendet  und  hier- 
für den  Satz  gewinnt,  dass  aus  einer  (2  g +  m)-gliedrigen  Gruppe 
mit  m  a^usgezeichneten  Functionen  immer  Involutionssysteme  aus- 
geschieden werden  können,  die  m-{-q,  niemals  mehr,  Glieder 
besitzen,  und  dass  man  ein  solches  Involutionssystem  durch  die 
Operationen 

m,  w-1  ...  2,  1,  2g-2,  2g-4,  ...  2 
finden  kann,  bahnt  sie  sich  den  Weg  zu  den  wichtigen  Verein- 
fachungen, die  sich  bei  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen  l*"*'  Ordnung  grade  in  den  am  häufigsten  vorkom- 
menden Fällen  anbringen  lassen. 

Um  eine  gegebene  partielle  Differentialgleichung  1*^«^  Ordnung 

zu  integriren,    kommt  es  bekanntlich  zunächst  darauf  an,  eine 
Lösung  f  der  linearen  Gleichung 
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(F.  n  =  0 

ZU  finden.  Bei  den  Anwendungen,  zumal  in  der  Dynamik,  trifft 
es  sich  nun  sehr  häufig,  dass  man  nicht  bloss  eine,  sondern  meh- 
rere Lösungen  dieser  Gleichung  angeben  kann.  Die  gewöhnhciien 
Integrationsmethoden  lassen  einen  solclien  Umstand  ganz  unbe- 
nutzt. Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  aber  leicht  ein 
Weg,  solche  Fälle  nutzbar  zu  machen.  Kennt  man  nämlich  meh- 
rere Lösungen  f^  /j  . . . ,  so  bilden  diese  entweder  selbst  schon 
eine  Gruppe,  oder  aber^  indem  man  auf  dieselben  die  Operationen 
ifi  /t)»  •••  anwendet,  sie  bestimmen  eine  Gruppe  f^  /*,  ...  fr,  in 
der,  nach  dem  Poisson-Jacobi'schen  Theorem,  jedes  Glied  mit  f, 
in  Involution  liegt.  Der  oben  angefahrte  Satz  gestattet  nun  zu 
entscheiden,  wievielgliedrige  Involutionssysteme  sich  aus  den 
Functionen  dieser  Gruppe  zusammensetzen  lassen  und  wieviel 
Integrationen  zur  Auffindung  ^ines  solchen  Involutionssyatems 
erforderlich  sind.  Kann  man  also  diese  Integrationen  ausfllhren, 
so  erhält  man  eine  Reihe  von  Functionen  F,  ...F^,  die  unterein- 
ander und  mit  F^  in  Involution  liegen.  Durch  Auffindung  dieser 
Functionen  ist  aber,  nach  der  alten  Lie'schen  Methode  (siehe 
F.  d.  M.  IV.  p.  165)  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung 
mit  n  unabhängigen  Variabein  zurückgeführt  auf  eine,  die  nur 
noch  n— (g— 1)  unabhängige  Variable  enthält. 

Man  überblickt  sofort,  dass  man  auf  diese  Art  unter  Um- 
ständen durch  weit  weniger  Integrationen  zur  vollständigen  Lö- 
sung einer  gegebenen  partiellen  Diflerentialgleichung  gelangen 
kann,  als  wenn  man  gradezu  die  gewöhnlichen  Methoden  an- 
wenden wollte.  Noch  häufiger  als  in  dem  Falle  einer  einzigen 
partiellen  Difi'erentialgleichung  treten  die  für  die  Verwendung 
dieser  Vereinfachung  günstigen  Umstände  ein,  wenn  bereits  ein 
Jacobi'sches  System  zur  Integration  vorliegt. 

Um  den  Nutzeu  dieser  Methode,  welche  der  Verfasser  durch 
einige  schematisch  ausgeführte  Beispiele  sehr  glücklich  illußtrirt, 
ebenfalls  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  brauchen  wir  nur  an 
das  Problem  der  drei  KQrper  zu  erinnern.  Durch  die  bekannte 
Jacobi'sche  Transformation  ist  dasselbe  zurückgeführt  auf  eine  par- 
tielleDiflFerentialgleichungl*'''^0rdnungmit6unabhängigen  Variabein 
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//  =  h.  Von  der  Gleichung  {H  F)  =  0  aber  kennt  man  3  Lö- 
sungen, die  den  3  Flächensätzeii  entsprechen  und  eine  Gruppe 
bilden,  die  kein  Involutionssystem  ist.  Die  Anzahl  m  der  aus- 
gezeichneten Functionen  dieser  Gruppe  muss  der  Bedingung 
3  —  m  —  grade  genügen.  Daraus  folgt  m  =  1 .  Nach  dem 
Vorhergehenden  enthält  die  in  Rede  stehende  Gruppe  also  ein 
2-gliedriges  Involutionssystem,  und  dieses  kann  durch  eine  Ope- 
ration 1  gefunden  werden.  Diese  Operation  lässt  sich  ausführen, 
also  hängt  die  Lösung  des  Problems  der  drei  Körper  nur  noch 
ab  von  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 
l**"'  Ordnung  mit  4  unabhängigen  Variabein,  d.  h.  von  den  Ope- 
rationen G,  4,  2. 

Angcfllgt  ist  dem  Aufsätze  noch  eine  Note  von  wenig  Zeilen. 
Der  fundamentalen  Eigenschaft  des  Poisson-Jacobi'schen  Satzes, 
welche  hier  entwickelt  wird,  kann  man  den  folgenden  Ausdruck 
geben : 

Es  giebt  keine,  von  der  Form  der  gegebenen  Function  f 
unabhängigen,  algebraischen  Operationen,  durch  welche  man  aus 
zwei  oder  mehr  Lösungen  der  Gleichung  (f*(p)  =  0  andere  Lö- 
sungen ableiten  könnte,  als  welche  aus  denselben  Lösungen  durch 
den  Poisson-Jacobi'schen  Satz  hervorgehen.  Mr. 

S.    LiE.     Partielle  Differential-Gleichungen  T"^' Ordnung, 
in  denen  die  unbekannte  Function  explicite  vorkommt. 

Forh.  af  Christ.  1873.  52-85. 
Die  vorliegende  Abhandlung  dehnt  dieselben  Untersuchungen, 
welche  in  der  vorhergehenden  für  partielle  DifiFerentialgleichungen 
von  der  Form 

angestellt  wurden,  auf  solche  partielle  DiflTerentialgleichungen 
aus,  in  denen  die  unbekannte  Function  selbst  auftritt.  Da  sich 
die  Gleichung 

zurückführen  lässt  auf  die  folgende 


Digitized  by 


Google 


206"^             VI.  Abschnitt.     Differential-  und  Integralrechüang. 
f(x,  ...  x„.i  ar„  -  A  , P^')  =  0, 

in  der  allgemein  p,  =  -r — ist,  so  kann  man  diese  allgemeinste 

Classe  von  pai Hellen  Differentialgleichungen  l*"  Ordnung  auffassen 
als  einen  speciellen  Fall  der  früheren  und  ihnen  solche  partielle 
Differentialgleichungen  substituiren ,  welche,  frei  von  der  unbc 
kannten  Function  selbst,  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten 
derselben  homogen  von  der  nullten  Ordnung  sind.  An  die  Stelle 
der  allgemeinen  Gruppen  des  vorigen  Aufsatzes  treten  daher 
jetzt  homogene  Gruppen,  an  Stelle  der  allgemeinen  Berührungs- 
Transformationen  zwischen  xp  homogene  Berührungs  -  Transfor- 
mationen. 

Eine  Gruppe  heisst  homogen,  wenn  sie  auf  eine  Form  ge- 
bracht werden  kann,  in  der  jedes  Glied  eine  homogene  Function 
ist.  Dabei  wird  wieder  unter  einer  homogenen  Function  eine 
solche  Function  der  Variabein  a-,  •  •  •  .T;,  p,  •  •  •  p„  verstanden,  die 
homogen  ist  in  Bezug  auf  /?,•••  ;?«•  Zwei  oder  mehr  homogene 
Functionen  erzeugen  immer  eine  homogene  Gruppe,  dagegen  sind 
Functionen,  die  einer  solchen  Gruppe  angehören,  nicht  nothwen- 
dig  homogen. 

Ausgehend  von  dem  Satze,  dass,  wenn  ä,  •••  Ar  ^'ne  homo- 
gene Gruppe  ist,  die  r-f-1  Gleichungen: 

(Ä,  F)  =  0,  ...  ihr  F)  =  0,  !z  p/  U  =  0 

immer  ein  vollständiges  System  bilden,  es  sei  denn,  dass  zufällig 
die  letzte  Gleichung  eine  blosse  algebraische  Folge  der  ersten 
wäre,  wird  dann  auf  einem  ziemlich  umständlichen  und  weit- 
läufigen Wege  (den  jedoch  neuerdings  der  Verfasser  ganz  be- 
deutend vereinfacht  hat)  das  Haupttheorem  bewiesen:  «t)i6 
Polargruppe  einer  homogenen  Gruppe  ist  selbst  homogen".  Wc 
Untersuchung  der  ausgezeichneten  Functionen  einer  homogenen 
Gruppe  lehrt  weiter,  dass  dieselben  ebenfalls  wieder  eine  homo- 
gene Gruppe  bilden.  Bei  der  Bestimmung  dieser  Functionen 
zeigt  sich  jedoch  ein  Unterschied  zwischen  den  Fällen,  wo  alle 
ausgezeichneten  Functionen  von  der  nullten  Ordnung  sind,  und 
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wu  CS  ausgezeichnete  Functionen  giebt,  deren  Ordnung  von  Null 
verschieden  ist.  Die  Auffindung  der  ausgezeichneten  Functionen 
lässt  sich  im  letzteren  Falle  durch  weniger  Integrationen  erreichen 
als  nach  der  Methode  des  vorhergehenden  Aufsatzes.  Dem  ent- 
sprechend sind  auch  zwei  verschiedene  cauonische  Formen  einer 
homogenen  Gruppe  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  ausgezeich- 
neten Functionen  der  Gruppe  sämmtlich  von  der  nullten  Ordnung 
sind  oder  nicht.  Indem  nun  auf  analogem  Wege,  wie  in  der 
vorangehenden  Abhandlung  gezeigt  wird,  wie  man  eine  jede  ge- 
gebene homogene  Gruppe  auf  die  canonische  Form  bringen  kann, 
und  wie  sich  zu  einer  in  canonischer  Form  vorgelegten  homo- 
genen Gruppe  immer  eine  canonische  homogene  Gruppe  von 
2n  Gliedern  finden  lässt,  welche  die  ursprungliche  umfasst,  geht 
durch  Anwendung  der  Theorie  der  homogenen  Berlihrungs-Trans- 
formationen  als  Hauptresultat  der  Untersuchung  der  Satz  hervor: 

„Die  einzigen  Eigenschaften  einer  homogenen  Gruppe,  die 
durch  keine  homogene  Bertthrungs- Transformation  zerstört  wer- 
den können,  sind  die  Anzahl  der  Glieder,  die  Anzahl  der  aus- 
gezeichneten Functionen  und  die  Anzahl  der  ausgezeichneten 
Functionen  nullter  Ordnung". 

Am  Schluss  giebt  der  Verfasser  noch  an,  welche  Vortheile 
man  in  gewissen  Fällen  für  die  Integration  der  Gleichungen  von 
der  Form 

aus  dem  Vorhergehenden  ziehen  kann.  Mr. 

S.  LiK.     Neue  Integrations-Methode  eines  2»-gliedrigen 

PfafFsclien    Problems.     Forh.  af  Christ.  1873.  320-343. 

Wenn  im  Folgenden  von  einem  gegebenen  linearen  DiflFe- 
rentialausd  rucke 

fi—rn 

gesagt  wird,  dass  er  in  determinirter  Art  eine  ^-gliedrige  Form : 

P,  =  Ü  Fi  dfi 
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annelimcn  könne,  so  soll  dies  heissen,  dass  sich  derselbe  anl 
die  Form  Pq  bringen  lässt,  aber  nicht  auf  eine  Form  von  weniger 
als  q  Gliedern.  Unter  Integration  des  Ausdruckes  Pm  wird  in 
dieser  Voraussetzung  die  Reduction  von  Pm  auf  eine  ^-gliedrige 
Form  verstanden. 

'  Dies  vorausgeschickt,  sei  ein  2«-gliedriger  linearer  Differen- 
tialausdruck P2«  zur  Integration  vorgelegt,  der  in  determinirter 
Art  eine  w-gliedrige  Form  erhalten  kann. 

Kennt  man  irgend  ein  Integral  w  =  const.  des  zugehörigen 
ersten  PfafFschen  Systems  von  2n— 1  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen, so  geht,  wenn  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 
v>  =  const.  irgend. eine  der  2n  Variabein  eliminirt,  aus  Pin  ein 
(2w— l)-gliedriger  Ausdruck  P2n-i  hervor,  der  in  determinirter 
Art  eine  (»— l)-gliedrige  Form  erhalten  kann  und  durch  dessen 
Integration  auch  P^n  selbst  integrirt  ist. 

Die  Aufgabe  aber,  P2n-i  zu  integriren,  lässt  sich  nach  Natani 
in  zwei  Theile  zerlegen,  nämlich  zurückführen  auf  die  Bestim- 
mung der  gemeinsamen  Lösungen  zweier  linearer  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen, die  ein  vollständiges  System  bilden,  und  auf 
die  Integration  eines  gewissen  (2«— 3)-gliedrigen  linearen  Diffe- 
rentialausdruckes. 

Von  diesen  beiden  Aufgaben  lässt  sich  im  Allgemeinen  die 
zweite  nur  augreifen,  nachdem  man  die  erste  gelöst  hat  Durch 
Einführung  eines  bestimmten  und  in  seiner  Art  einzigen  Systems 
von  Lösungen  der  beiden  s  linearen  Gleichungen,  durch  Einführung 
ihrer  Ilauptlösungen,  erhält  man  aber  den  Vortheil,  beide  Auf- 
gaben unabhängig  von  einander  behandeln  zu  können. 

Nach  Erörterung  dieser  Verhältnisse  zeigt  nun  der  Verfasser 
unter  Benutzung  der  characteristischen  Eigenschaften  der  Haupt- 
lösungen, wie  man  immer  aus  Pin-\  einen  (2«— 2)-gliedrigen 
Ausdruck  Pin^i  ableiten  kann,  der  in  determinirter  Art  eine 
(/i— l)-gliedrige  Form  zulässt,  und  die  wichtige  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  nach  Integration  desselben  die  Lösung  der  ange- 
gebenen beiden  Aufgaben  nur  noch  algebraische  Operationen 
erfordert. 

Damit  ist  also  ein  Weg  gewonnen,   um   einen  gegebenen 
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2fi-gliedr]g6n  Differentialausdruck  Ps«,  der  sich  in  determinirter 
Art  auf  eine  ii-gliedrige  Form  bringen  lässt,  mittelst  einer  Ope- 
ration 2n— 1  zurückzuführen  auf  einen  (2n— 2)-gliedrigen,  der  in 
determinirter  Art  eine  (n— l)-gliedrige  Form  erhalten  kann.  In 
derselben  Weise  wird  durch  eine  Operation  2n~  3  der  letztere 
zarttckgeführt  auf  einen  (2h— 4)-gliedrigen  Ausdruck  u.  s.  w., 
so  dass  gradeso,  wie  in  derjenigen  Vereinfachung  der  Methode 
von  Clebsch,  über  die  F.  d.  M.  IV.  p.  164  referirt  wurde,  die  In- 
tegration von  Pjn  nur  die  Operationen 

2n— 1,  2»— 3,  ...  5,  3,  1 
erfordert. 

Vor  jener  Methode  aber  hat  die  Lie*sche  zweierlei  voraus. 
Einmal  nämlich  erfordert  sie  die  schwierigsten  algebraischen  Ope- 
rationen immer  erst  dann,  wenn  alle  Integrationen  absolvirt  sind. 
Dann  aber,  und  dies  ist  ihr  Hauptvorzug,  bedarf  sie  weit  weniger 
Vorbereitungen  als  jene. 

Denn  während  dort  die  ganze  Clebsch'sche  Integrations- 
methode des  Pfaff'schen  Problems  als  bekannt  vorausgesetzt  wer- 
den muss,  wird  im  Grunde  hier  der  Theorie  des  Piaff'schen 
Problems  nichts  weiter  entlehnt,  als  die  folgenden  drei  bekann- 
ten Sätze: 

1.  Ein  2n-gliednger  linearer  Differentialausdruck  lässt  sich 
immer  auf  eine  n-gliedrige  Form  bringen. 

2.  Die  oben  erwähnte.  Reduction  von  P2»  auf  P2«-i. 

3.  Der  Satz:    Wenn  der  Ausdruck 

Ä=2«— I 
P^n-l  =       ^      -Xa  dXh 

in  determinirter  Art  die  (n— l)-gliedrige  Form 

J 
erhalten  kann,  so  sind 


Pn-l    =     £     Fi  dfi 


f             f             ^1                Fn^2 
/p  •••>/«— Ij  T5        j'"i  "S 

von  einander  unabhängige  Functionen  der  Variabein  x^-^xu-i 
und  gemeinsame  Lösungen  zweier  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen, die  durch  P^n^i  vollständig  bestimmt  sind. 

FortMhr.  d.  M*t]i.  V.  l.  14 
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Die  Analogie,  welche  zwischen  dieser  Lie'schen  Integrations- 
methode des  PfafiTfichen  Problems  und  der  Lie'schen  Integraüons- 
methode  der  partiellen  Differentialgleichungen  1*^^  Ordnung  (siele 
F.  d.  M.  IV.  p.  165)  besteht,  springt  in  die  Augen.  Bei  beiden 
ist  der  leitende  Gedanke  der;  dass  man  das  vorgelegte  Problem 
direkt  zurttckzufUhren  sucht  auf  eins  von  derselben  Art,  welches 
aber  s.  z.  s.  um  eine  Ordnung  niedriger  ist.  Mr. 

CoLLET.  Sur  les  conditious  dlnt^grabilit^  des  ^quationg 
aux  d^rivees  partielles  du  prämier  ordre  d'une  seule 
fonction.    0.  R.  Lxxvi.  1126-1129. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Relationen  zu 
finden,  welche  zwischen  m  gegebenen  Functionen  f^,  /*„  •••/'w  der 
2»  Variabein  g,,  •••  ?n,  Pn-'-Pn  und  denjenigen  Ausdrücken  be- 
stehen, die  man  durch  fortgesetzte  Anwendung  der  Jacobi'schen 
Operation : 

^^'^'^"l^i^dq,  dp,  dpndqj 
daraus  ableiten  kann.  Die  Note  giebt  lediglich  Resultate  und 
auch  diese  in  so  unbestimmten  und  jedenfalls  ungeuauen  Um- 
rissen an,  dass  es  kaum  möglich  sein  dürfte,  sich  aus  derselben 
ein  ordentliches  Bild  vom  Gang  der  Untersuchung  und  von  ihren 
Ergebnissen  zu  verschaffen.  Mr. 

J,  Graindorge.  Memoire  sur  TiDt^gration  des  ^quations 
aux  d^riv^es  partielies  des  deux  premiers  ordres. 

M6n).  de  Liege.  (2)  V. 
Abdruck  der  Arbeit,  über  welche  bereits  F.  d.  M.  IV.  p.  1/4 
berichtet  worden  ist.  Mn. 

M.  DE  TiLLY  et  E.  Folie.  Rapport  sur  le  concours  de 
1873:  ß^sumer  et  simplifier  la  th^orie  des  ^quations 
aux  d^riv&s  partielles  des  deux  premiers  ordres. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXXVI.  644-657. 
Analyse  und  Beurtheilung  der  gekrönten  Arbeit  von  MansioD« 
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die  in  den  M^m.  de  Belg.  1874  erscheinen  wird.  Das  Referat 
wird  bis  dahin  verschoben.  Mn.  (0.) 

V.  G.  Imschenetsky.  Sur  Tint^gration  des  ^quations 
aux  d^riv^es  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction 
de   deux  variables  indöpendantes.    Traduit  du  russe 

par  J.  Hoüel.      Paris.  Gauthier- Villars.  8o. 
Siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  156. 

M.  Lew.  Sur  une  r^duction  de  F^quation  k  diff^rences 
partielles  du  troisi^me  ordre,  qui  r^git  les  familles  de 
surfaces   susceptibles    de   faire    partie    d'un    systfeme 

orthogonal.    C.  R.  LXXVn.  1435-1439. 
Ist  Q^F{xy»)  die  Gleichung  einer  Flächenschaar  und 

80  hat  Cayley  die  Bedingungsgleichung,  der  q  genttgen  muss, 
damit  die  Flächen  q  einen  Theil  eines  Orthogonalsystems  aus- 
machen können,  unter  die  Form  gebracht: 

wo  die  Ausdrücke  ftlr  die  Goefficienten  A  und  B  die  partiellen 
Ableitungen  der  beiden  ersten  Ordnungen  von  der  unbekannten 
Funktion  q  enthalten,  so  dass  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf 
die  Deriyirten  dritter  Ordnung  dieser  Funktion  linear  ist. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt  nun,  dass  wenn  man  anstatt  des 
Parameters  g  eine  der  Goordinaten  z.  B.  a  zur  unbekannten 
Function,  und  x,y,Q  zu  unabhängigen  Variablen  nimmt,  obige 
Gleichung  in  eine  ähnliche  Form  übergeht,  welche  nur  die  drei 
Deriyirten  dritter  Ordnung 

dh        d'z        d'z 

dg'  '  dg'dx'  dg^dy 

und  zwar  ebenfalls  linear  enthält.     Die  Umformung  wird  nicht 

an  der  Cayley'schen  Gleichung  vorgenommen;  sondern  die  neue 

Qldehung  wird  direct  aus  einem  Satze  abgeleitet,  den  der  Ver- 

14» 
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fasser  im  Journal  de  TEc.  polyt.  cahier  43  bewiesen  hat,  wonach, 
wenn  Mx\  My*  die  Richtungen  der  beiden  KrUmmungslinien  der 
Fläche  Q  in  einem  Punkte  M  bedeuten,  die  Bedingung,  dass  die 
Flächen  q  zu  einem  Orthogonalsystera  gehören,  sieh  durch  die 
Gleichung  ausdrückt 

Die  Transformation  dieser  Gleichung  durch  Einftlhrung  von  ^ryp 
als  unabhängige  Variablen  führt  unmittelbar  auf  folgende  Gleichung 

(P9'-a+?»S+(a+g')r-(i+p')o-'^''^ 


+  (Cl+p')«-P7'-)^=0. 
Hier  ist 

(pqrst  sind  wie  üblich  die  Ableitungen  der  beiden  ersten  Ord- 
nungen von  »  nach  x  und  y). 

Dies  ist  die  gesuchte  Bediugungsgleichung,  welcher  eine 
Function  z  =  fi^yo)  genügen  muss,  damit  die  durch  sie  darge- 
stellten Flächen  Theile  eines  Orthogonalsystems  ausmachen. 

Hr. 


Y,  Ermakof.  Theorie  gdn^rale  (Vintdgration  des  equa- 
tions  Unfaires  anx  dift^rences  partielles  des  ordres 
sup^rieurs  et  h  coefficients  coiistants.     St.  p^teraboarg. 

Der  Verfasser  setzt  zuerst  einige  bekannte  Methoden  aus- 
einander, um  das  Integral  einer  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung zu  erhalten,  wenn  dies  Integral  gewissen  Bedingaogen 
unterworfen  ist.  Unter  anderem  behandelt  er  auch  die  Methode 
von  Fourier,  die  von  Cauohy  erweitert  worden  ist  (J.  de  l'Ec 
Fol.  Cah.  19),  und  die,  welche  sich  auf  den  Satz  von  Green  stützt 
Dann  giebt  er  ein  Mittel,  um  das  Integi*al  irgend  einer  linearen 
Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  durch  bestimmte  Integrale 
zu  erhalten.  Er  erhält  eine  Form  des  Integrals,  welche  der  ähn- 
lich ist,  die  der  Satz  von  Green  als  Integral  der  Gleichung: 
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ergiebt.  Die  Beweise  des  Verfassers  sind  jedoch  nicht  streng, 
so  dass  man  die  Integrale  in  jedem  einzelnen  Fall  verificiren 
mußs.  Ke.  (0.) 

G.  Darboüx.     Sur   r^qüation  du   troisifeme  ordre   dont 
dopend  le  problfeme  des  surfaces  orthogonales,     c.  R. 

LXXVI.  41-45,  83-86. 

G.  Darboüx,    Sur  le  problfeme  des  surfaces  orthogonales, 

C.  R.  LXXVI.  160-163. 

In  einer  früheren  Arbeit  hatte  der  Verfasser  den  (sonst  nur 
f&r  specielle  Fälle  bekannten)  Satz  aufgestellt,  dass  jede  einfach 
unendliche  Schaar  von  Flächen,  welche  einem  Orthogonalsysteme 
soll  angehören  können,  einer  partiellen  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  genügen  muss.  Anknüpfend  nunmehr  an  Unter- 
suchungen von  Cayley,  der  die  fragliche  Gleichung  explicite  in 
sehr  eleganter  Form  aufgestellt  hatte,  giebt  der  Verfasser  zu- 
nächst eine  neue  einfache  Ableitung  derselben,  an  die  er  weiter- 
hin eine  Reihe  interessanter  specieller  Folgerungen  knüpft.  In- 
zwischen ist  die  Familie  von  Flächen,  deren  Orthogonaltrajec- 
torien  aus  Kreisen  bestehen,  welche  eine  feste  Kugel  senkrecht 
schneiden,  wohl  schon  früher  in  Arbeiten  von  Lie  (Gott.  Nach- 
richten 1871)  untCF  dem  hier  vorliegenden  Gesichtspunkte  be- 
trachtet. In  seiner  dritten  Note  bemerkt  der  Verfasser,  dass  man 
ähnliche  Betrachtungen  nicht  nur  bei  beliebiger  Zahl  der  Va- 
riabein, sondern  auch  bei  beliebiger  Form  des  Bogenelementes 
durchfuhren  kann,  und  giebt  die  Resultate  der  Rechnung  für  den 
Fall,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  durch  die  Summe 
der  mit  nicht  constanten  Goefficienten  behafteten  Quadrate  dreier 
Differentiale  dargestellt  ist.  Ein. 

S.  Lewänen.     Ueber   die  von  einer  Greraden   erzeugte 

Minimalfläche.      Schlömilch  Z.  XVIII.  423-425. 

Die  Note  sucht  den  Satz,  dass  die  gewöhnliche  Schrauben- 
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fläche  die  einzige  von  einer  Geraden  erzeugte  Hinimalfläche  sei, 
analytisch  zu  beweisen.  Der  Beweis  ist  jedoch  im  Ganzen  wie 
im  Einzelnen  gänzlich  misslungen.  Mr. 


Capitel  7. 
Variationsrechnung. 

A.  Korkine  et  G.  Zolotareff.    Sur  un  certain  minimum. 

Nouv.  Ann.  (2)  XII.  337-356. 

Bezeichnet  [A]  den  absoluten  Werth  einer"  Grösse  A,  so 
suchen  die  Verfasser  eine  ganze  Function  »**"  Grades  f(x)j  ia 
der  alle  Goefficienten  reell  sind,  während  der  von  x"^  gleich  1  ist, 
so  zu  bestimmen,  dass 

—1 
ein  Minimum  ist.     Die  Wurzeln   der  Gleichung  f(x)  =  0  sind 
alle  reell,  verschieden  und  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  l 
gelegen.    Sind  dieselben  opj  <  a,  •  •  •  <cin,  bo  befriedigen  sie  das 
System  der  Gleichungen 

dem  nur  auf  eine  einzige  Art  genügt  werden  kann.    Durch  In- 
duotion  ergiebt  sich  daraus 

. .  .  _  J^  sin  ((»+!)  arocos  (a;)) 

Dafür  theilen  die  Verfasser  zwei  Beweise  mit. 

Die  Function  f(x)  gehört  zu  einer  allgemeineren  Klasse  von 
Functionen  rpipci),  SeiF(s)  eine  zwischen  den  Grenzen  —1  und 
+  1  reelle  und  positive  Function 

J         Of  — »  ' 

-1 

und  ff(ß>)  eine  ganze  Function  m^«"  Grades  von  der  Beschaffen- 
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heit,  das8  in  der  Entwicklung  von  u»g>(x)  die  Coeffioienten  von 
a:-*,  0?""^  •••  0?'-"*  verschwinden,  dass  also 

A  Ä 

ist,  wo  iij(jx)  eine  ganze  Function  ist.  Dann  sind  bekanntlich 
die  Wurzeln  der  Gleichung  q>(x)  ^  0  alle  reell,  ungleich  und 
Kwiscben  -- 1  und  + 1  gelegen;  Die  YerfaBser  zeigen,  dass  tp  {x) 
dieselbe  Eigenschaft  hat,  und  dass  zwischen  je  zwei  auf  einander 
folgenden  Wurzeln  der  Gleichung  qf\x)  =  0  eine  Wurzel  der 
Gleichung  tp(x)  =  0  liegt.  Damit  die  anfangs  betrachtete  Func- 
tion f{x)  gleich  fp(x)  sei,  ist 

und  m  =  11 4- 1  zu  setzen.  Fs. 

P.  Schüringa.  Beschouwingeii  over  de  minimum-looplanen 


'/- 


(p(ti)dB.      DiB8. 


P.  Schüringa.     Las  trajectoires  minima:  d  j    (p(p)d$s=0. 

Arch.  Neerl.  VIII.  1-12. 
fieferent  kennt  nur  die  zweite  der  oben   citirten  Arbeiten, 
welche  eine  Analyse  der  ersten  ist.     Die  Arbeit  yon  Schuringa 
schliesst  sich  an  eine  Arbeit  von  Boger  an:  „Sur  les  trajectoires  mi- 
nima^ (publ.  am  Schluss  der  Uebersetzung  von  Gauss':    Disqui- 

sitiones  generales).  Wenn  qpt?  =  — ,  =  c  oder  =  0  ist,  so  er- 
hält man  die  Brachistochronen,  die  geodätischen  Linien  oder  die 
natürlichen  Trajectorien.  Findet  die  Bewegung  im  Baume  statt,  so 
nennt  der  Verfasser  die  Trajectorien  ,,absolute  Trajectorien**.  Mit 
dem  Namen  „gezwungene  Trajectorien*^  (trajectoires  ganzes)  belegt 
er  ferner  solche,  die  unter  dem  Einäuss  von  Kräften,  für  die  eine 
Eräftefunction  existirt,  und  unter  einem  Druck  D  beschrieben  wer- 
den, der  normal  ist  zur  Trajectorie  in  der  Tangentialebene  der  Ober- 
fläche F,  auf  welcher  sich  der  Körper  bewegt.  Er  fuhrt  nun  die 
mechanische  Frage  zurück  auf  eine  Frage  nach  dem  relativen 
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Maximum  und  findet  die  Gleichungen  der  Minimaltrajectorien  im 
Allgemeinen.  Hervorzuheben  ist  hier  folgender  Satz:  Die  Com- 
ponenten  der  Resultante  der  wirkenden  Kräfte  und  der  Centn- 
fugalkraft  nach  der  Richtung  D  verhalten  sich  wie  q>t>  und  tx^t. 
Auch  ftir  die  absoluten  Trajectorien  gilt  dieser  Satz,  wenn  die 
Richtung  von  D  ersetzt  wird  durch  die  des  Krtlmmungsradios. 
Er  wird  jedoch  mehr  oder  weniger  modificirt,  wenn  man  die 
Trajectorie  als  isoperimetrisch  voraussetzt,  ebenso  wie  in  anderen 
Fällen.  Im  zweiten  Capitel  betrachtet  der  Verfasser  speciell  die 
Componente  von  D,  die  er  defiective  Kraft  (force  d^flectiTe) 
nennt  Deflection  ist  der  unendlich  kleine  Winkel  der  Trajec- 
torie mit  der  berührenden  geodätischen  Linie.    Er  findet  hier 

wo  «  die  Deflection,  \\)  der  Winkel  der  Trajectorie  mit  der  Com- 
ponente der  wirkenden  Kräfte  in  der  Tangentialebene  ist  Ca- 
pitel 3  ist  der  Classification  der  Minimaltrajectorien  ge?ridmet 
Das  vierte  Capitel  behandelt  natürliche  Minimaltrajectorien.  In 
demselben  werden  die  neuen  Arbeiten  Serret's  über  das  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  reproducirt  Capitel  5  beschäftigt  sich  1""* 
mit  absoluten  Trajectorien,  beschrieben  unter  der  Wirkung  einer 
centralen  Kraft  und  speciell  in  den  Fällen  yr  =  i?*'»,  m  =  1,  m  =  - 1 ; 
2iens  iqJ^  absoluten  Trajectorien,  die  unter  dem  Einfluss  der 
Schwere  beschrieben  werden ;  3**"»  mit  Trajectorien  auf  der  Kugel, 
wenn  90  =  0.  Mn.  (0.) 
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Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 

Capitel  1. 
Allgemeines. 

H.  DuREGE.     Elemente  der  Theorie  der  Functioueu  einer 

COmplexen   veränderlichen   Grösse.     Zweite  zum  Theil  um- 
gearbeitete Auflage.    Leipzig.    Teubuer.    8^ 

Da  die  erste  Auflage  (1864)  dieses  Lehrbuches,  welches  zur 
EinftthruDg  in  die  Riemann'schen  Schöpfungen  bestimmt  ist^  in 
den  „F.  d.  M.^  noch  nicht  berücksichtigt  werden  konnte,  so  möge 
hier  eine  kurze  Inhaltsangabe  folgen. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  Riemann'sche 
Definition  der  Function  einer  complexen  Veränderlichen,  dann 
erklärt  er  die  Natur  der  Verzweigspunkte  und  giebt  die  Kie- 
mann'sche  Darstellung  der  algebraischen  Functionen.  Im  4*"""  Ab- 
schnitte wird  die  Verwandlung  des  Flächenintegrales 

ausgedehnt  über  eine  beliebige  Fläche,  in  der  P^  Q  endliche  und 
stetige  Functionen  von  x  und  y    sind,     in    das  Randintegral 

j(Pix-{-Qdy)  gegeben  (nach  Riemann's  „Grundlagen").   Daraus 

ergeben  sich  Cauchy's  Sätze  über  die  geschlossenen  Integrale. 
Dieselben  werden  im  ö****  Abschnitte  zur  Untersuchung  des  Loga- 
riUunus  and  der  Exponentialfunctiony  im  6*^"  zur  Ableitung  der 
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Sätze  von   Cauchy  und  Laurent  über   die  Entwickelang  von 
Functionen  in  Potenzreihen  benutzt 

Der  V^  Abschnitt  fbhrt  im  ersten  Theile  zum  Satze:  „Wenn 
eine  eindeutige  Function  überall  den  Character  einer  rationalen 
hat,  so  ist  sie  rational. ""  Dann  folgt  Gauchy's  Satz  über  die  An- 
zahl der  Null  und  Unendlich  einer  eindeutigen  Function  vom 
Character  der  rationalen  innerhalb  eines  einfach  begrenzten  Go- 
bietes.  Der  zweite  Theil  dient  zum  Beweise  des  Satzes:  „Wenn 
eine  Function  für  jeden  Werth  von  z  n  Werthe  besitzt  und  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Malen  (rational)  unendlich  wird,  so  ist 
sie  eine  algebraische  Function  von  «T^ 

Der  S*""  Abschnitt  bringt  eine  Fortsetzung  der  Sätze  über  ge- 
schlossene Integrale  und  behandelt  die  Frage,  unter  welchen  Be- 
dingungen eine  Integralfunction  endlich  bleibt,  wenn  die  obere 
Grenze   derselben  entweder  einen  Werth  erreicht,   ittr  den  die 

Function  unter  dem  Zeichen  /  unendlich  wird,  oder  selbst  sich 

in*s  Unendliche  entfernt.  Es  folgt  im  9^^"  Abschnitte  die  Theorie 
des  Zusammenhangs  der  Riemann'schen  ebenen  Flächen:  der 
Hauptsatz  von  Riemann,  Beweis  der  Formel  2p  =  ir  — 2(n— 1) 
u.  s.  w.  Den  Schluss  bildet  die  Erklärung  der  Periodicitäts- 
moduln  der  Integrale  algebraischer  Functionen,  erläutert  an  eini- 
gen einfachen  Beispielen. 

Der  !!♦*  Abschnitt  der  1*«"  Auflage:  „Bestimmung  einer  Func- 
tion durch  Grenz-  und  Unstetigkeits-Bedingungen^  ist  hier  weg- 
gelassen; der  12*'  mit  dem  9*'"  vereinigt,  welcher  eine  vollstän- 
dige Umgestaltung  erfahren  hat.  St. 

X  Thomae.     Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Func- 
tionen und  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen. 

Zweite  yermehrte  Auflage.  Halle  a.  S.  Nebert. 
Die  Veränderungen  dieser  Auflage  gegen  die  erste,  welche 
F.  d.  M.  IL  220  besprochen  ist,  trefien  hauptsächlich  auf  des 
ersten  Theil  „Theorie  der  complexen  Functionen^.  Hier  ist 
hinzugekommen  eine  ausfllhrliche  Untersuchung  ttber  die  Un- 
Stetigkeiten  der  Functionen  einer  und  zweier  reeller  Verft&der- 
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Hoher  (ein  werthvoller  Bdtrag  zu  den  Elementen  der  Differen- 
tial-Rechnung), ferner  eine  Theorie  der  doppelt  -  periodischen 
Functionen,  welche  im  Endlichen  überall  den  Gharacter  rationaler 
Functionen  besitzen.  Dagegen  wurde  die  Ableitung  der  Fourier'- 
sehen  Reihe  weggelassen. 

Die  übrigen  Zns&tze  beziehen  sich  meist  auf  die  elliptischen 
Functionen,  deren  Theorie  eine  viel  eingehendere  Berücksichti- 
gung gefiinden  hat.  St. 

GöRAN  Dillner.    Ti-aite  de  calcul  geom^trique  superieur. 

Premiere  partie.     Nov.  Act.  ups.  (2)  1873.  üpeal.  Berling. 

Wie  in  früheren  Arbeiten  (Ups.  Vet.  Soc.  Arsskrift,  1861; 
Tidskrift  f.  mat.  och  fys.  1868—70)  beabsichtigt  der  Herr  Ver- 
fasser in  diesem  Werke  eine  „Anwendung  der  Infinitesimalrech- 
nung auf  geometrische  Grössen""  zu  geben,  indem  er  an  die  Stelle 
der  Rechnung  mit  imaginairen  Grössen  eine  auf  geometrischer 
Anschauung  beruhende  von  jeder  Hypothese  freie  sog.  „geome- 
trische Rechnung  (calcul  g^omätrique)^  setzt.  Er  beginnt  den 
vorliegenden  ersten  Theil  seiner  Theorie  mit  der  Aufstellung  des 
Begriffs  der  Synekticität,  welcher  hier  etwas  modificirt  ist.  Herr 
Dillner  nennt  nämlich  eine  complexe  Function  f(z)  im  Punkte  a 
stetig  (continue),  wenn  f(,a  +  h)  —  f(^a)  für  jeden  Funkt  längs 
einer  von  A  um  a  beschriebenen  unendlich  kleinen  geschlossenen 
Linie  eine  unendlich  kleine  Grösse  einer  und  derselben  Ordnung 
ist;  und  „öcodrome^  [statt  des  von  Cauchy  eingeiUhrten  Aus* 
drucks  monodrome],  wenn  f^a-^-K)  seinen  ursprünglichen  Wertb 
wiedererlangt,  sobald  h  einen  vollständigen  unendlich  kleinen 
Kreis  um  a  durchlaufen  hat;  und  endlich  „synektisch^^  in  einem 
Punkte,  wenn  die  Function  ftir  diesen  Punkt  stetig,  öcodrom  und 
endlich  ist  (§  1).  Die  Derivirte  einer  complexen  Function  ist, 
in  Bezug  auf  den  Module  gleich  dem  Quotienten  der  „Bogenele- 
mente''  der  Function  und  der  unabhängigen  Variabeln  fUr  ent- 
sprechende Punkte,  und,  in  Bezug  auf  das  Argument,  gleich  der 
Differenz  der  Argumente  dieser  Elemente.  Ebenso  folgt  rein 
geometrisch  die  Existenz  einer  primitiven  Function  fftr  jede  ge- 
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gebene  Derivirte  (§  2).     Nachdem  gleichfalls   geometriseh  das 
bestimmte  Integral  definirt  und  aus  der  Classification  der  Inte- 
grale in  geschlossene  (fermto)  und  nicht  geschlossene  (ouverts) 
sich  der  BegrilT  einer  periodischen  Function  ergeben  hat  (§  3), 
schreitet  der  Herr  Verfasser  zur  Entwickelung  des  Kriteriums, 
wann   das  Integral   einer  synektischen  Function  eine  einfache 
(uniforme)  oder  vielfache  (multiforme)  Function  ist    Dazu  dient 
das  Fundamentaltheorem  von  Gauchy  über  die  zwischen  imagi- 
nären Grenzen    genommenen    bestimmten  Integrale,  wof&r   ein 
von   den   Anwendungen   der   Variationsrechnung  (s.  Briot  und 
Bouquet,  th.  d.  fctns.  doubl,  pär.  1859,  und  Bertrand,  Calc.  integral) 
freier  und  vor  den  übrigen  (z.  B«  Biemann's)  durch  Einfachheit 
sich  auszeichnender  Beweis  gegeben  wird  (§  4).  Als  unmittelbare 
Folgen  dieses  Fundamentaltheorems  ergeben  sich  nun  die  Eigen- 
schaften derjenigen  Integrale,  welche  Herr  Dillner  „circulärc** 
und  „Imeare^'  Integrale  nennt  (§  5  u.  6).    Die  ersteren  sollen  auf 
einfache   und   natürliche  Weise   die  Integrale  ersetzen,   welche 
Cauchy  „residus^'  nennt;  die  letzteren  aber  sollen  die  Anschauungs- 
weise Kiemann's  durch  Darstellung  auf  complicirten  Flächen  er- 
sparen.   Als  eine  weitere  Folge  aus  dem  Cauchy'schen  Theorem 
fliesst  die  Theorie  der  Reihen  für  den  Fall,  wo  der  Convei^genz- 
kreis  den  Bereich  der  Synekticität  begrenzt  (§  7).    Sie  flihrt  zu 
einer  neuen  sehr  allgemeinen  Reihe,  welche  die  Taylor'sche   als 
speciellen  Fall  umfasst  und  eine  grosse  Zahl  von  Anwendungen 
gestattet.    Um  eine  ebenso  allgemeine  Basis  für  die  Theorie  der 
periodischen  Functionen  (§  8)  zu  gewinnen ,  hat  der  Herr  Ver- 
fasser dieselbe  vereinfacht  durch  Einführung   des   Begriffs   der 
„pöriodoide".   Diese  Periodoide  gleicht  darin  einer  Periode,  dass 
sie  ein  additives  Glied  bildet  zu  dem  speciellen  Integral 

wo  fg(fi)  derjenige  Werth  ist,  den  f(%)  annimmt,  nachdem  s  eine 
geschlossene  Linie  ^4^  +  ^^  +  "*  ^^  ^i^  singulären  Punkte 
ax,  afi"'  durchlaufen  hat.  Aber  sie  hat  nicht  den  Character 
einer  Periode,  da  sie  nicht  wie  diese  mit  irgend  einem  ganzzah^ 
ligen  Multiplicator  versehen  werden  kann.    Sie  ist  das  Integral 


Digitized  by 


Google 


Capital  1.    Allgemeines.  221 

einer  FuBction  /^(s)>  genomiDen  läogs  einer  geschlosBenen  Linie 
^a  +  ^/i  +  '-s  wofür  fQi)  anöcodrome  ist,  so  dass  es  den  Werth 
/iC»)  annimmt,  nachdem  s  diesen  Weg  Ax  +^4^,  +  —  durchlaufen 
hat.     Nachdem  so  die  Theorie  der  periodischen  Functionen  be* 
gründet  ist,  wird  das  Studium  dieser  Functionen  erweitert  durch 
die  Untersuchung  des  Bereiches  der  Synekticität  der  oberen  Grenze 
der  Integration  (§  9).     Im  Folgenden  (§  10)  wird  als  neuer  Be- 
griff eingeführt  die  ^Reproductivität*  der  complexen  Functionen. 
Eine  Function  tff(u)  heisst  „reproductiv"  m  Bezug  auf  eine  Grösse 
7,    wenn  t//(ytt)  =  y^(tt)  ist,  und  „reproductiv  von  der  Ordnung 
a",  wenn  ^(yti)  =  y".^(tt);    ist  a  =  0,   so  heisst  die  Function 
,,irreproductiy^.     Gestützt  auf  die   reproductiyen  Eigenschaften 
gewisser  „algebraischer^  Functionen,  gewinnt  Herr  Dillner  eine 
Verallgemeinerung  des  von  Abel  f&r  die  elliptischen  und  Abel - 
sehen  Functionen  gegebenen  Fundamentaltheorems,  welche  Ver- 
allgemeinerung ein  weites  Feld  fQr  das  Studium   neuer  Typen 
periodischer  Functionen  eröffnet.    Als  Anwendung  der   vorher- 
gehenden Theorie  werden  gewisse  Functionen  eines  einfacheren 
Typus  behandelt,  indem   sie   aus  Differentialgleichungen  ohne 
Constanten  Parameter  hergeleitet  werden;   so   die   Exponential- 
function   und  ihre  Umkehrung  (§  11),   die  Sinus-   und  Cosinus- 
Functionen  und   ihre   Umkehrungen  (§  12),   die  Tangente  und 
Cotangente  und  ihre  Umkehrungen  (§  13),  die  Functionen  T(„) 
und  %^u)  mit  ihren  Inversen,  welche  sich  aus  der  Differential- 
gleichung du  =    _^  ,  ergeben  (§  14),  ferner  die  durch  dieDifferen- 

tialgleichung  du  =      _  ,v     definirten  Functionen  V(u)  und  aj(«) 

(§  15)  und  endlich  die  Functionen  H%),  ©(«),  W^i(«),  deren  Aus- 

d^ 

gangspunkt  die  Differentialgleichung  rfw  =  rj^-jr-^ist  (§  16).  Ihre 

Theorie  ist  durchweg  durch  geometrische  Gonstructionen  erläutert. 
In  gleicher  Weise  wird  im  Folgenden  (§  17)  eine  Gruppe  von 
Functionen  behandelt,  die  Herr  Dillner  Kepler'sche  Functionen 
nennt,  weil  durch  sie  die  Relationen  ausgedrückt  werden,  welche 
zwischen  den  drei  Anomalien  des  Kepler*schen  Problems  bestehen. 
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Diese  Functionen  sind,  wie  die  elliptischen,  dadurch  characteri- 
sirt,  dass  ihre  Differentialgleichung  einen  constanten  Parameter 
enthält.  Den  Schluss  (§  18)  des  vorliegenden  ersten  Tbeils 
bildet  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  M. 


F,  Grelle.  Elemente  der  Theorie  der  von  reellen  Va- 
riabein abhängigen  Functionen.  Ein  Leitfaden  zu 
Vorträgen  über  höhere  Mathematik  an  technischen 
und  anderen  Hochschulen.    Hannover.  Heiwing. 

Dieser  Leitfaden  enthält  die  Elemente  der  Differential-  nnd 
Integralrechnung  und  ist  zunächst  bestimmt,  den  Vorträgen  tlber 
höhere  Mathematik,  welche  der  Herr  Verfasser  am  Polytecbnicum 
zu  Hannover  hält,  als  Grundlage  zu  dienen.    Die  ;, höhere  Ma- 
thematik^ hat  nach  dem  Herrn  Verfasser  den  Zweck,  „die  Regehi 
aufzustellen,  nach  welchen  man  mit  stetig  veränderlichen  Grössen 
zu  rechnen  hat,    und   in   der  Summe   dieser  Regeln  ein  neues 
Werkzeug  des  menschlichen  Geistes  zu  schaffen,   welches   sich 
ganz  besonders  dazu  eignet,  die  Erscheinungen  der  Natur,  welche 
keine  sprungweise  Aenderungen  kennt,  zu  interpretiren  und  in 
eine  Kette  von  Ursachen  und  Wirkungen  zu  bringen".    Nur  von 
stetigen  Functionen  soll  die  Rede  sein.    Die  Definitionen  lassen 
manches  an  Genauigkeit,  die  Beweise  an  Strenge  zu  wünschen 
Übrig.    Jedenfalls  ist  der  Leitfaden  nur  ffir  solche  bestimmt,  die 
sich  nicht  sehr  lange  bei  der  Theorie  aufhalten  wollen.    Ein 
Anhang  enthält  die  Auflösung  algebraischer  Zahlengleichungen 
nach  der  Methode  von  Horner.  M. 

M.  Mariis.    Theorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires. 

Ann.  de  rfic.  Norm.  (2)  II.  417-444.  / 

Die  Arbeit  enthält  eine  ausftthrlichere  Auseinandersetzung 
und  Begründung  der  von  dem  Verfasser  seit  Jahren  befolgten 
Methode  (vgl.  Fortschr.  d.  Math.  Bd.  IV  p.  197),  die  imaginären 
Lösungen  der  Gleichung 

n^)  =  0,   fi€c  +  ß,  «'+/?♦)  =  0 
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auf  einer  Ebene  durch  die  Pnnkte  o?  =  a  -f-  /?,  y  =  a'  -f  /?'  und 
ebenso  die  der  Gleichung 

f(xyz)  =  f{a  +  /»,  «'+/?'♦,  «"  +  /?"♦)  =  0 
im  Räume  durch  die  Punkte' 

X  =  a  +  ß,  y  ==  «'+/?',  »  =  c''  +  /J" 
in  reeller  Weise  darzustellen.    Die  im   ersten  Falle  zweifach, 
im  zweiten  Falle  vierfach  unendliche  Anzahl  der  Losungen  wird 
in  der  Weise  gruppiii,  dass  ftlr  den  ersten  Fall  diejenigen  L8- 

sungen  zusammengestellt  werden,  für  welche  -^  =qp  (reelle Con- 

stante)  ist  Die  Curve,  welche  die  Continuität  dieis[er  associirten 
Lösungen  bildet  ^  wird  eine  der  Gonjugirten  des  Orts  genannt, 
und  q>  heisst  deren  üharacteristik.     Ebenso  heisst  im   zweiten 

Falle  die  Fläche  ^  die  aus  denjenigen  Lösungen  erhalten  wird, 

ff  fft 

welche  die  Bedingungen  ^  =  qp,  ^  =  y^  erfüllen,  eine  der  Gon- 
jugirten des  Orts  mit  den  Gharacteristiken  ^  und  qp^.  Es  folgt 
sodann  die  Anwendung  dieser  Gonstruction  der  Gonjugirten  auf 
die  Gurven  und  Flächen  zweiten  Grades,  deren  Gleichungen  mit 
reellen  Coefficienten  behaftet  sind,  sowie  auf  die  gerade  Linie 
in  der  Ebene  und  im  Baume  und  auf  die  Ebene,  in  deren  Glei- 
chungen die  Goefficienten  complex  sind.  Hr. 

M.  Marie.  Classification  des  integrales  quadratrices  des 
courbes  algebriques.    0.  R.  Lxxvi.  692-694. 

M.  Marie.  Des  conditions  soas  lesquelles  quelques  p6- 
riodes  de  la  quadratrice  d'une  courbe  de  degrö  m 
disparaissent,  en  devenant  nuUes  ou  infinies. 

C.  R.  LXXVI.  757-760. 

M.  Marie.  I>une  r^duction  accessoire  dans  le  nombre 
des  päriodes,  qui  se  produit  par  juxtaposition,  lors  de 
la  formation  d'un  point  double,    c.  R.  Lxxvi.  865-866. 

M.  Marie.  Des  r^sidus  relatifs  aux  asymptotes.  Classi- 
fication des  quadratrices  des  courbes  algebriques, 

C.  R.  LXXVI.  943-947. 
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Es  handelt  sich  um  die  Anzahl  der  Perioden  des  Integrals 
einer  algebraischen  Function  y  von  x,  wenn  y  mit  x  durch  eine 
Gleichung  m'^"  Grades  verbunden  ist.  Der  Verfasser  bedient  sich 
hierbei  der  ihm  eigenthttmlichen  Methode,  die  Perioden  durch  die 
Quadratur  gewisser  Flächen  auszudrücken.  (Vgl.  F.  d.  M.  Bd.  IV, 
p.  198  ff.)-  Zu  ^^^  Perioden  rechnet  der  Verfasser  ausser  den 
von  Riemann  mit  Periodicitätsmoduln  bezeichneten  Grössen  noch 
diejenigen,  welche  durch  die  logarithmischen  Glieder  des  Integrals 
geliefert  werden.  Die  letzteren  nennt  er  cyclische  Perioden,  ihre 
Zahl  ist  höchstens  =  m.  Der  Verfasser  ermittelt  nun  zunächst 
die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Perioden  verschwinden.  Ver- 
mittelst der  Methode  der  Coujugirten  weist  er  nach:  1)  Von  den 
nicht  cyclischen  Perioden  werden  immer  je  zwei  durch  einen 
Doppelpunkt  zum  Versehwinden  gebracht;  2)  von  den  m  cy- 
clischen  Perioden  verschwindet  eine,  wenn  eine  der  m  Asymptoten 
der  Curve  3  Punkte  im  Unendlichen  mit  der  Curve  gemeinsam 
hat.  Hiemach  ergiebt  sich,  dass  wenn  m— 1  derselben  ver- 
schwinden, die  tn}^  von  selbst  verschwindet,  so  dass  nur  in— 1 
derselben  von  einander  unabhängig  sind. 

Wenn  nun  die  Curve  m*'"  Grades  in  ein  System  von  m  Ge- 
raden degenerirt,   so  sind  sämmtliche  Perioden  verschwunden. 

Die  Curve  hat  dann  --^- — ^  Doppelpunkte  und  die  Coefficienten 

müssen  ebenso  vielen  Bedingungsgleichungen  genttgen.  m—\  der- 
selben drücken  aus,  dass  die  m  cyclischen  Perioden  verschwinden; 
wenn  diese  nicht  erftlllt  sind,  so  ist  die  Curve  irreductibel  und 

jede  der  ^ ^ ^  übrigen  Bedingungen   entspricht  einem 

Doppelpunkte.    Hieraus  schliesst  der  Verfasser,  dass  wenn  die 

Curve  irreductibel  ist,  sie  höchstens  ^   "~-  ^^   ""  ^  Doppelpunkte 

haben  könne,  und  folglich  beträgt  die  Zahl  der  nicht  cyclischen 
Perioden  höchstens  (m— l)(m--2),  und  da  die  der  cyclischen  »i— 1 
ist,  so  ist  die  Gesammtzahl  der  Perioden  (m— 1)',  eine  ZaU, 
welche  schon  früher  Herr  Jordan  ohne  Beweis  angegeben  hat. 
Die  Integrale  der  algebraischen  Functionen  sind  demnach  zu 
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classificiren  sowohl  nach  der  Anzahl  der  Doppelpunkte  als  nach 
der  Anzahl  der  Asymptoten,  von  denen  sie  in  3  Punkten  im  Un- 
endlichen geschnitten  werden.   Das  Integral  wird  z.  B.  algebraisch, 

wenn    die   Curve   m*^"  Grades   — ^-^ — -  Doppelpunkte   hat  und 

sämmtlicbe  Asymptoten  die  erwähnte  Eigenschaft  haben,  es  wird 

logarithmisch  oder  circular,  wenn  die  Curve  -^ ~ Dop- 

pelpunkte,  aber  keine  Asymptote  obiger  Beschaffenheit  hat,  es 

wird  elliptisch,  wenn  die  Curve  -^ ~ ^— 1  Doppelpunkte 

hat,  u.  8.  f.  Im  Verlanf  der  Arbeit  bezieht  sich  der  Herr  Verfasser 
öfters  auf  die  Untersuchungen  von  Riemann  und  Clebscb,  ohne 
dieselben  im  Original  zu  kennen,  wie  theils  aus  der  unsicheren 
Art  der  AnfQhrung,  theils  daraus  hervorgeht,  dass  er  seine  Formel 
ftir  die  grösstmögliche  Anzahl  der  Doppelpunkte  einer  irreduk- 
tiblen  Curve  als  mit  der  Riemann'schen  übereinstimmend  bezeich- 
net, während  eine  solche  Bestimmung  von  Riemann  gar  nicht 
existirt,  welcher  überhaupt  nicht  complette  Cui-ven  m'*"  Grades, 
sondern  allgemein  solche  betrachtet,  die  in  Beziehung  auf  jede 
der  Variablen  xy  von  gegebenem  Grade  sind.  Hr. 

A.  Genocchi.     Eichiamo  a  favore  di  Feiice  Ohio. 

BoDcompagoi  Ball.  VI.  153-159. 
Herr  Puiseux  hatte  in  einem  Bericht  übei:  das  Memoire  des 
Herrn  M.  Marie,  betreffend  den  Convergenzbereich  der  Taylor*- 
schen  Reihe  (Liouville  J.  (2)  XVHI,  53-100  s.  p.  1S2)  gewisse  Unter- 
scheidungsmerkmale für  die  Convergenz,  auf  welche  Herr  M.  Marie 
bereits  in  einer  früheren  Arbeit  ,,Nouvelle  thöorie  des  fonctions 
de  variables  imaginaires"  (Liouville  J.  (2)  VH,  425,  1858)  auf- 
merksam gemacht  hatte,  als  solche  hingestellt,  die  von  allen  an- 
dern Geometern  bisher  übersehen  waren.  Herr  Genocchi  nimmt 
demgegenüber  in  vorliegender  Notiz  die  Priorität  der  Feststellung 
dieser  Convergenzmerkmale  für  Herrn  Felix  Chi6  in  Anspruch, 
indem  er  auf  dessen  erste  Arbeiten  vom  Jahre  1844  und  1847 
aufmerksam  macht  (s.  C.  R.  XXXIV,  304;  M6m.  pr6s.  XH,  350; 
ßecherches  sur  la  s6rie  de  Lagrange,  Paris  1?53,  p.  11;  C.  B, 

Fortwhr.  d.  Math.  V.  1,  15 


Digitized  by 


Google 


226  ^^^*  Abschnitt.    Functionentheorie. 

XIX,  55G;  Atti  di  Torioo»  VII,  647;  Troisiöme  memoire  sur  la 
B6rie  de  Lagrange,  Kösumä,  Turin  1872,  s.  F.  d.  M-  IV.  211).  Ebenso 
ist  die  FeBtstellung  der  Punkte  oder  Wertbe  einer  Function^  welche 
Herr  M.  Marie  „valeurs  eritiques"  nennt,  nicht  neu,  wie  Herr  Puiseux 
in  seinem  Referat  behauptet  (S.  Cauchy,  C.  R.  XIX,  157;  F.Chiö, 
M6m.  prös.  XII,  350;  Rechcrches  sur  la  sörie  de  Lagrange,  p.  II; 
Antologia  italiana,  I,  562,  Torino  1846).  M. 

F.  Klein.     Ueber  den  allgeraeiiien  Fuuctionsbegriff  und 
dessen  Darstellung  durcli  eine  willkürliche  Curve. 
ErlaDg.  Ber.  1873. 

Der  FunctionsbegrifF  ist  rein  analytischer  Natur.  Jede  in 
der  Anschauung  versuchte  Darstellung  desselben  kann  nur  als 
annähernd  betrachtet  werden.  Setzt  man  Function  und  Curve  als 
völlig  entsprechend,  so  ergeben  sieh  sofort  Widerspruche.  Eine 
zusammenhängende  Curve  hat  in  jedem  Funkt  eine  TaDgeute, 
während  stetige  Functionen  ohne  Differentialquotienten  bekannt 
sind*  Wäre  es  möglich,  eine  willkürliche  Curve  nach  allen  ihren 
Punkten  aufzufassen,  so  hätte  man  eine  unendliche  Anzahl  von 
Dingen  als  willkürlich  gegeben  vorausgesetzt,  was  gegen  einen 
bekannten  Grundsatz  verstösst. 

Eine  willkürliche  Curve  entspricht  vielmehr  einem  Functions- 
strejfeu,  d.i.  der  Gesammtheit  aller  Functionen,  die  sich  um 
weniger  als  eine  gegebene  Grösse  von  einander  unterscheiden. 
Der  Streifen  kann,  wenn  seine  Ränder  unbestimmt  bleiben,  so 
definirt  werden,  dass  er  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalles 
von  einer  linearen  Function  y  =  ax-{-ß  um  weniger  als  eine  ge- 
gebene Grösse  abweicht. .  Dann  wird  der  Streifen  mit  beliebigem 
Grade  der  Genauigkeit  durch  eine  endliche  Anzahl  von  willkür- 
lichen Festsetzungen  bestimmt.  Man  kann  ferner  annähernd  ron 
Differentialquotienten  des  Streifens  sprechen,  sowie  denselben 
durch  Reihen  darstellen  und  zwar  entweder  durch  Fourier'sche 
oder  durch  Potenzreihen. 

Auf  den  eben  auseinandergesetzten  Unterschied  zwiscben 
Curve  und  Function  wird  man  beim  Gebrauche  der  geometrischen 
Repräsentation  in  der  Analysis  zu  achten  haben.  St. 
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A.  Clebsch.     Zur  Theorie  der  Riemann'schen  Flächen. 

Clebsch  Ann.  VI.  216-230. 
Siehe  Äbschu.  VIII,  Cap.  1.. 

U.  DiNi.     Sulla  integi-atione  della  equazione  J^u  =  0. 

Brioschi  Ann.  (2)  VI.  305-345. 

Gegenstand  vielfacher  Untersuchungen  war  bisher  die  Be- 
gtimmung  einer  Function  u  zweier  reellen  Variabein  x  und  y, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügt:  1)  sie  selbst  und  ihre  Ab- 
leitungen sollen  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  gegebenen  Be- 
reiches endlich,  continuirlich  und  einwerthig  sein,  2)  sie  soll  der 
Differentialgleichung 

genügen,  3)  sie  soll  bei  der  Annäherung  an  die  Grenze  immer 
endlich  bleiben  und,  wenigstens  im  Allgemeinen,  auch  continuir- 
lich, und  4)  sie  soll  auf  der  Umgrenzung  willkürlich  gegebene 
Werthe  annehmen.  Herr  Dini  stellt  sich  nun  zunächst  die  Auf- 
gabe, die  Function  u  zu  bestimmen  in  einem  Bereich,  der  von 
einem  Kreise  oder  von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzt  ist 
wenn  gefordert  wird,  dass  sie  für  die  Punkte  innerhalb  des  Be- 
reiches den  oben  angegebenen  Bedingungen  genüge,  und  bei  be- 
liebiger Annäherung  an   die  Grenze  und  auf  der  Grenze  selbst 

eine  endliche  Grösse  nickt  übersteige  und,  wenigstens  im  AUge- 

du 
meinen  mit  ihrer  Ableitung  —  continuirlich  bleibe  auf  einer  Nor- 
male, die  auf  der  Umgrenzung  nach  Innen  errichtet  ist,  und  dass 
endlieh  diese  Ableitung  willkürlich  gegebene  Werthe  in  all  den 
Punkten  annehme,  wo  diese  gegebenen  Werthe  der  Gontinuitäts- 
bedingung  genügen;  dabei  ist  jedoch  vorausgesetzt,  dass  diese 
Werthe  endlich  sind,  dass  nur  eine  endliche  Zahl  von  Disconti- 
nuitäten  da  ist,  und  dass  die  Gleichung 

'du 


/■ 


-.    ds  =  0 
dp 


erfallt  wird,  welche,  wie  bekannt,  eine  notiiwendige  Folge  der 
Übrigen  Bedingungen  ist.  Darauf  schreitet  der  Herr  Verfasser 
zur  Behandlung  des  analogen  Problemes  für  den  Fall  der  Kugel, 

15* 
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und  betrachtet  dann  den  Fall,  in  welchem  auf  der  Umgrenzung, 

utt 

wo  die  Werthe  von  u  und  —  gegeben  sind,  auch  die  Werthe 

einer  linearen  Function  dieser  Grössen  gegeben  sind.  Dieses 
ftUirt  zur  vollständigen  Lösung  eines  Problems  aus  der  Wärme- 
theorie. Endlich  werden  die  analogen  Probleme  behandelt  für 
die  Gleichung  /P  =  f, 

wo  f  eine  Function  bedeutet,  die  mit  ihren  ersten  und  zweiten 
Ableitungen  in  allen  Punkten  des  betrachteten  Bereiches  endlich 
und  stetig  ist.  M. 

L.  ScHLÄFLi.  Suir  uso  delle  liiiee  lungo  le  quali  il 
valore  assoluto  di  uiia  funzioue  h  costante.  Brioschi  Ann. 
(2)  VI.  1-20. 

Zweck  der  Arbeit  ist,  an  mehreren  Beispielen  den  Nutzen 
derjenigen  Linien  zu  zeigen,  die  der  Herr  Verfasser  „Isofasen" 
und  „Isotimen^  nennt,  und  längs  deren  der  absolute  Werth  einer 
Function  constant  ist.  Die  Werthe  der  unabhängigen  z,  seien  auf 
einer  Ebene  dargestellt,  die  der  Function  to  =  f(z)  auf  einer 
zweiten.  Letztere  sei  in  allen  ihren  Schichten  bedeckt  mit  einem 
und  demselben  Netz,  welches  gebildet  wird  aus  Strahlen,  die  vom 
Centrum  to  =  0  ausgehen,  und  aus  Kreisen  innerhalb  derselben. 
Einem  solchen  Netz  wird  in  der  ersten  Ebene  ein  zweites  ent- 
sprechen, das  in  den  verschiedenen  Schichten  verschieden  ist  und 
aus  zwei  Reihen  von  Curven  gebildet  wird,  welche  sich  im  All- 
gemeinen unter  rechten  Winkeln  durchschneiden,  so  dass  im  Be- 
reiche des  Punktes  i&  die  gewöhnlicbe  Ent Wickelung  gilt: 

f(z  +  h)  =^  A  +  Bh  +  Ch'+'"  , 
wo  weder  il  noch  B  verschwinden.  Isofasen  sind  nun  diejenigen  Cur- 
venin  der  ersten  Ebene,  welchedem  BUschel  vonGeraden  in  derzwei- 
ten  entsprechen  (vgl.  dieArbeit  des  Herrn  Verfassers  Brioschi  Ann.  (2) 
I,  109,  s.F.d.M,  1 325);  Isotimen  (d.  h.  für  gleiche  absolute  Werthe) 
werden  jetzt  diejenigen  genannt,  welche  den  concentrischen  Krei- 
sen in  der  zweiten  Ebene  entsprechen.    Herr  Schlaf  li  betrachtet 

jetzt  folgende  3  Fälle:  1)  f(z)  =  0  oder  7^  =  0,  d.  h.  die  Null- 
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wcrthe  und  Unendlichkeitswerthe  der  Function;  2)  f(5s  +  Ä)  =  A 
+ÄAi+Cft-| — 1  wo  weder  A  noch  B  verschwinden,  d.h.  die  Ver- 
zweigungspunkte  in  der  ersten  Ebene;  3)/{a+/0=4+M'+CÄ'4--, 
wo  ebenfalls  weder  A  noch  B  verschwinden ,  d.  h.  die  Verzwei- 
gungspunke  in  der  zweiten  Ebene. 

Betrachtet  man  zunächst  die  Figuren,  welche  von  den  beiden 
Convcrgenzreihen  in  nächster  Umgebung  der  singulären  Punkte 
gebildet  werden,  so  sind  im  ersten  Fall  die  Isofasen  Strahlen, 
die  Isotimen  concentrische  Kreise.  Eine  willkürlich  herausge- 
griffene Isofase  geht  von  einem  Nullpunkt  aus  und  eudet  ohne 
eine  Schleife  zu  bilden  in  einem  Unendlichkeitspunkt.  Im  2*^" 
Falle  haben  die  Isofasc  und  die  Isotime,  welche  den  Punkt  :» 
enthalten,  daselbst  einen  gewöhnlichen  Rückkehrpunkt  mit  Tan- 
genten von  entgegengesetzter  Richtung.  Die  beiden  Zweige  einer 
und  derselben  Cui-ve  liegen  in  verschiedenen  Schichten  der  Ebene. 
Die  unendlich  benachbarten  Curven  bilden  ein  System  von  Pa- 
rabeln. Im  dritten  Falle  haben  die  durch  «  hindurchgehende 
Isofase  und  die  Isotime  daselbst  einen  Doppelpunkt,  wenn  nur 
die  Tangenten  der  einen  Curve  die  von  den  Tangenten  der  an- 
deren gebildeten  rechten  Winkel  halbiren.  Die  in  nächster  Um- 
gebung befindlichen  Curven  bilden  ein  System  von  Hyperbeln. 

Die  Bedeutung  dieser  Isotiraen  erläutert  der  Herr  Verfasser 
an  3  Beispielen.     Ist  zunächst 

e'  =  1  — 2arr  +  a", 

Bo  behandelt  er  die  Aufgabe,  —  nach  steigenden  Potenzen  von 

a  zu  entwickeln.     Zweitens  wird   ef"^  nach    fallenden  Potenzen 
von  cosft.i9  entwickelt  und  als  drittes  Beispiel  dient  die  Ent- 
Wickelung  von  {il-{'Z^-\'X>Y    nach    steigenden   Potenzen   von  a.  , 
Im  zweiten  Beispiel  wurde  Gebrauch  gemacht  von  der  Reihe  der 

Isotimen  der  Function       ,,       oder  der  Function  -^ ^;   im 

Folgenden  benutzt  der  Herr  Verfasser  die  Isofasen  derselben 
Function  zur  Entwickeluug  der  BesseVscheu  Function  für  ein 
sehr  grosses  Argument,  eine  Aufgabe,  welche  bereits  Hankel  (die 
Cylinderfunctionen  erster  und  zweiter  Art,  Clebsch  Ann.  I,  491, 
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8.  F.  d.  M.  II  257)  behandelt  hat,  aber  ftlr  den  Best  der  Entwicke- 
lung  keinen  genauen  Ausdruck  erhalten  bat  Der  Schlusspara- 
graph  vorliegender  Arbeit  ist  der  Auswerthung  der  Integrale 

/%-.e«_^  ri-'<^Ax  ^ri^^^L^ 

gewidmet  Man  hat,  wie  der  Herr  Verfasser  zeigt,  nicht  nöthig 
die  Einfachheit  des  vorgelegten  Integrals  zu  verlassen,  was  ge- 
wöhnlich geschieht,  sondern  die  Discontinuität  der  zu  integriren- 
den  Function  giebt  von  selbst  die  zur  Auswerthung  erforderliche 
Veränderung  des  Integrationsweges  an.  M. 

P.    PaCI.      Sui    liumeri   COmplessl.     BattagHni  G.  XI.  244-245. 

Der  Herr  Verfasser  macht  die  Bemerkung,  dass  die  Gauss- 
sche  Darstellung  der  complexen  Grössen  (Gauss  Werke  II,  93) 
in  Uebereinstimmung  gebracht  werden  kann  mit  der  Darstellung 
einer  Kraft;  und  dass  die  Summation  der  complexen  Grössen 
nichts  anderes  ist  als  die  Zusammensetzung  von  Kräften. 

M. 

J.  Ijüroth.      Bemerkung   über  gleichmässige  Stetigkeit. 

Clebsch  Ann.  V.  319-320. 
„Ist  eine  Function  von  beliebig  vielen  reellen  Veränderlichen 
in  einem  gegebenen  Bereiche  und  an  der  Grenze  desselben  stetig) 
BO  ist  sie  daselbst  auch  stets  gleichmässig  stetig "".  St. 

B»  RiEMANN.  Sur  la  possibilitd  de  repr^senter  une  fonc- 
tion  par  une  s^rie  trigonomötrique,  Darboux  Bull.  IV. 
20-48,  79-96. 

Uebersetzung  der  Arbeit,  über  welche  F.  d.  M.  I  p.  131  be- 
richtet worden  ist.  0. 

G.  AscoLL     Sulla  Serie  di  Fourier.    Brio8chiAnn.(2)  VLaHi« 

Wir  werden  das  ausfOhrliche  Referat  über  diese  Arbeit  nach 
vollendetem  Erscheinen  derselben  bringen  und  bemerken  jetzt  nnr, 
dass  der  erste  Abschnitt  handelt  von  den  verschiedenen  Arten  des 
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Verhaltens  einer  zwischen  a  und  6  continuirlichen  Function,  wenn 
sich  dieselbe  unbestimmt  einem  der  Grenzwerthe  nähert,  und 
dass  in  dem  zweiten  und  dritten  Abschnitt  diejenigen  Fälle  un- 
tersucht werden,  in  denen  das  Integral   1  f{x)dx,    worin    f(x) 

e 

eine  zwischen  +  0  und  n  stetige  Function  ist,  convergirt,  wenn 
fiich  t  der  Null  nähert.  M. 

P.  Gilbert.     Memoire  sur  l'existence  de  la  derivde  dans 
les  fonctious  contiuues.      Mem.  cour.  de  Belg.  XXIII. 

E.  Catalan.     Rapport  sur  ce  memoire.   Bull,  de  Beig.    (2) 

XXXIII.  360-368. 

P.  Gilbert.     Sur  une  objection  proposee  par  M.  Catalan. 

Ball,  de  Belg,  (2)  XXXIIL  498-502. 

P.  Gilbert.    Kectification  au  sujet  du  mömoire  pr^c^dent. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XXXV.  709-717. 
I.  Der  erste  Theil  der  Abhandlung  des  Herrn  Gilbert  ist 
einer  Prüfung  des  Princips  der  Gondensation  der  Singularitäten 
von  Hankel  (Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  oscillirenden 
und  unstetigen  Functionen,  Tübingen  1870,  siehe  F.  d.  M.  II, 
p.  190)  gewidmet.  Er  zeigt  zunächst,  dass  Uankel  mit  Unrecht 
Galiss,  Jacobi  und  Dirichlet  für  seine  Anschauung  citirt  und 
weist  dieselbe  dann  auf  folgende  Weise  zurück:  Es  sei  q>y 
eine  Function  von  9,  continuirlich  zwischen  — 1  und  -fl«  ausser 
für  y  =  0,  wo  qpy  =  Ö.  Man*  setze  voraus,  dass  9^  zwischen 
—  1  und  + 1  einen  einzigen  Werth  zwischen  —  1  und  -{- 1  habe. 
Die  Function 

1  nr 

ist  continuirlich.  Nach  Hankel  hat  man,  wenn  x  incommen- 
surabel  ist, 

wo  h'  genommen  ist  zwischen  -—1  und  -f-l  und  0  zwischen  0 
und  1.    Wenn  man  i  und  m  so  wählt,  dass  ms  Null  zur  Grenze 
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hat  und  em*"^  unbegrenzt  wächst,  wenn  m  wächst  und  e  unbe-' 
grenzt  abnimmt,  fiä  hat  man,  nach  Hankel, 

f'x  =  nJS  .  , — -  cos  nnx. 

Dieser  Schluss  ist  indess  nach  Herrn  Gilbert  nicht  sicher,  denn 
die  Grenze  der  Summe  einer  unbegrenzt  wachsenden  Zahl  von 
Gliedern  ist  nicht  immer  die  Summe  der  Grenzen  dieser  Glieder. 
Dasselbe  falsche  Princip  ist  die  Grundlage  der  Untersuchung 
von  f'x  in  dem  Fall,  wo  x  commensurabel  ist.  Herr  Gilbert 
zeigt  sodann  in  einem  speciellen  Fall,  nämlich  ffy  =  ylj  dass 
Hankels  Schlüsse  irrthümlich  sind.  * 

II.  Der  zweite  Theil  der  Arbeit  enthält  einen  Versuch  zum 
Beweis  von  der  Existenz  der  Derivirten  in  den  continuirlichen 
Functionen  einer  Variabein.  Die  befolgte  Methode  ist  dieselbe, 
wie  die  von  Laraarie  in  der  zu  wenig  bekannten  Abhandlung 
von  1855  in  Bd.  XXIX  der  M6m.  de  TAc.  de  Brux.  Die  Beihen- 
iolge  der  vom  Verfasser  aufgestellten  Sätze  ist  folgende:  1)  Das 
Increment  einer  continuirlichen  Function  fx  bleibt  schliesslich 
beständig  von  demselben  Zeichen,  wenn  das  Increment  der  Va- 
riabein gegen  Null  geht.  In  der  That,  wenn  es  anders  wäre, 
könnte  jedes  Increment  der  Function  betrachtet  werden  als  eine 
Summe  von  lauter  positiven  und  negativen  Incrementen.  2)  Das 
definitive  Zeichen  des  Increments  einer  continuirlichen  Function 
bleibt  für  alle  Werthe  von  x  in  einer  bestimmten  Grenze  das- 
selbe, denn  sonst  könnten  zwei  Incremente  f{X)  —  fx,  f(X)  —  fx^, 

wo  Xq  dem  x  unendlich  nahe  liegt,  von  entgegengesetztem  Vor- 

Ig 
zeichen  sein.  3)  Es  ist  unmöglich,  dass  das  Verhältniss  -r-  be- 
ständig gegen  Null  convergirt  ftir  alle  Werthe  von  x,  genommen 
innerhalb  eines  beliebig  kleinen,  bestimmten  Intervalls,  oder  für 
discontinuirliche  Werthe,  die  sich  ohne  bemerkenswerthes  Inter- 
vall zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  folgen;  k  =  f{x-\'h)  —  ß. 
In  der  That,  man  hat  im  Allgemeinen  f{X)  —  fxQ  gleich  einem 

Ig 
Mittleren  zwischen  den  Werthen  von  -r-    in    dem    Intervall   von 

x^  bis  a?,  woraus  der  Satz  leicht  folgt.     4)    Es  ist  unm 
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dass  man  allgemein  hat  lim  -rr-  =  oo  in  einem  bestimmten  ste- 
tigen Intervall ,  oder  fllr  Werthe,  die  sich  ohne  bemerkens- 
werthes  Interrall  folgen,  ö)  Es  ist  nnmöglicb,  dass  für  alle 
Werthe  von  x,  genommen  in  einem  gegebenen  Intervall  (aj^,  X), 

oder  für  diseontinuirliche  Werthe,  bei  möglichster  Annäherung,  in 

k 
diesem  Intervall,  das  Verhältniss  -r-  unbegrenzt  zwischen  zwei 

verschiedenen  Werthen  oscillire  ohne  gegen  irgend  eine  feste 
Grenze  zu  convergiren,  wenn  A  gegen  Null  convergirt.  Dieser 
Satz  bildet  den  wesentlichen  Theil  der  Arbeit  des  Herrn  Gilbert 

sowohl  wie  der  von  Lamarle.     Der  Oang  des  Beweises  iOr  den 

lg 
einfachsten  Fall  ist  folgender:     a)  Wenn  -^  unendlich  oft  zwi- 
schen zwei  verschiedenen  Werthen  für  einen  gegebenen  Werth  von  x 

oscillirt,  existirt  immer  ein  Werth  des  Increments  h',  so  dass  die 

Ig 
grössten  Werthe  von  -r-  Ar  A  zwischen  0  und  hf  eine  gewisse 

A 

Grenze  L«  nur  um  eine  Grenze  e  flberschreiten,  wo  e  im  Foraus 
sehr  klein  gegeben  ist;  ferner    wird    sich   ftlr  eine  unendliche 

jb 

Anzahl  von  Werthen    von   A,    die   kleiner  als  A',  -^  von  L^  um 

weniger  als  e  unterscheiden.    Eine  analoge  Grösse  U  existirt  für 

Ig 
die  kleinsten  Werthe  von  -r-.    b)   Die  Grössen  L,  und  /,  sind 

A 

continuirliche  Functionen  von  x.    c)  Man  hat 

X  —  x^ 
wo  L  und  /  einen  mittleren  Werth  zwischen  Ljc  +  2e  und  ljc±2e 
in  dem  Intervall  (x^,  X)  bezeichnen.  Da  dieser  Schluss  absurd 
wäre,  ist  Satz  5)  bewiesen.  Endlich  folgt  aus  den  Sätzen  3),  4), 
5),  dass  die  continuirlichen  Functionen  im  Allgemeinen  eine  De- 
ri?irte  haben.  . 

111.    Die  Berichtigung  des  Herrn  Gilbert  betrifft  einen  Feh- 
ler in  dem  Beweise  der  5  obigen  Sätze,  der  für  den  Satz  4)  aus- 

k 
emandergesetzt  wird.    Wenn  -r-  unbegrenzt  wächst,  giebt  es  einen 

Werth  A'  =  F(x,  Ä),  für  den  -=-  grösser  ist  als   eine  Grösse  ß 

A 

und  so  beschaffen,  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch  für  die  Werthe 
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gilt,  die  kleiner  sind  als  h.  Wenn  h'  Air  Werthe  von  x,  die  sich 
ohne  bemerkenswerthen  Unterschied  folgen,  gegen  Null  conver- 
girt,  gilt  der  Beweis  des  Satzes  4)  nicht  mehr.  Ein  ähnlicher 
Einwand  kann  gegen  die  übrigen  Sätze  erhoben  werden.  Trotz 
dieses  Einwandes  glaubt  der  Berichterstatter,  dass  die  Methode 
von  Gilbert  und  Lamarle  zur  Auffindung  von  Bedingungen  für 
die  Existenz  der  Derivirten  führen  kann.  Nach  deniselben  kann 
man  die  Antwort  auf  den  Einwand  aas  einer  besseren  Definition 
der  Continuität  herleiten. 

Herr  Gilbert  giebt  ferner  ein  sehr  einfaches  Beispiel  einer 
continuirlichen  Function,  die  eine  unendliche  Anzahl  von  anbe- 
grenzt genäherten  Werthen  hat,  denen  keine  Derivirten  ent- 
sprechen.   Dies  Beispiel  ist  das  folgende: 

^:r=l-l|^,    (r^  =  E(x)  +  )/i=E(^, 

wo  E(x)  die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet 
Man  findet,   dass  f'x  2  Werthe  bat,  deren  einer  unendlich  ist 

für  alle  Werthe  von  x,  die  der  Formel  x  =  —(m'  und  m  ganze 

Zahlen)  entnommen  sind. 

Das  Beispiel  rührt  von  Schwarz  her  und  ist  von  ihm  publi- 
cirt  in  den  „Archivesdes  sciences  naturelles  deGenöve  en  187^^ 

lY.  Der  Bericht  von  Herrn  Gatalan  enthält  aasser  einer 
Analyse  der  Arbeit  des  Herrn  Gilbert  folgende  Bemerkung. 

Die  Curve 

ü= — 2^  ( a? )  sin 

X 

n 

hat     eine    unbestimmte    Tangente    in    den    Punkten,    deren 

Abscissen  sind 

1       2  n 

X=i —     —    .. .  — . 
«  '     n  n 

Wird  die  Curve  F  =  limy,  für  n  =  oo  nicht  unendlich  viel  Ähn- 
liche Punkte  in  dem  Intervall  0  bis  1  haben?  Herr  Gilbert  hat 
darauf  geantwortet,  indem  er  zeigt,  dass 

/'        1  1  1       ' 

»  sin  —  d9,  F'  =  a?  sin (x —  1)  sin r- 
z                           X                        a?"^i 
»—1 
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Die   Gurve   y   besitzt   eine   Zahl   n   endlicher  Oscillationen  von 

-T-^-     Wenn  diese  Zahl  von  Oscillationen  in  s  Unendliche  wächst, 

convergirt  jede  von  ihnen  gegen  Null,  woraus  sieh  das  Ver- 
schwinden der  Punkte  mit  unbestimmter  Tangente  ftlr  die  be- 
grenzte Cnrve  erklärt.  Mn.  (0). 

A.  PiCART.  Expression  de  la  diffdrence  d'ordre  »'*"• 
d'une  fonction  au  moyen  de  la  döriv^e  du  m^rae  ordre 
de  cette  fonction.     Nouv.  Ann.  (2)  XII.  418-422. 

Dieser  neue  Ausdruck  der  n'**"  Differenz  einer  Function  ist 
deshalb  bemerkenswerth,  weil  die  Argumente  der  n*^"  Ableitungen 
nur  einen  einzigen  nicht  näher  bekannten  Mittel  werth  enthalten. 

St 

T.  C.  BiLLBERGH.  Om  spctskonturcr,  beskrifna  af  andra 
gradeus  och  vissa  tredje  gradens  komplexa  funktionen 

Westeräs. 
Anwendung   des  Satzes  von  Siebeck   (siehe   Grelle  J.   LV. 
p  228)  über  die  geometrische  Bedeutung  des  Differentialquotienten 
einer  complexen  Function  auf  den  Fall,  wo  diese  Funktion  alge- 
braisch, rational  und  vom  2**"  oder  S**""  Grade  ist  Bg. 

L.  Fuchs.  Ueber  die  Darstellung  der  Funktionen  com- 
plexer  Variablen,  insbesondere  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen.  Borchardt  J.  LXXV.  177-223.  LXX VI. 
175-176. 

Für  die  Fortsetzung  einer  Function  voft  s  längs  einer  vor- 
geschriebenen Curve  L  in  der  «-Ebene  kennt  man  bisher  kein 
anderes  Verfahren,  als  dass  man  die  Gurve  in  solche  Abschnitte 
zerlegt,  innerhalb  deren  convergente  Entwickelungen  der  Function 
gelten,  dio  alsdann  dazu  dienen,  den  Werth  der  Function  von  Ab- 
schnitt zu  Abschnitt  und  demnach  auch  den  Endwerth  zu  be- 
rechnen.   Dieses  Verfahren  ist  offenbar  nicht  geeignet,  den  Zu- 
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Bamraenhang  zwischen  den  Werthen  der  Function  am  Anfange 
und  Ende  des  Weges  L  a  priori  erkennen  zu  lassen. 

Die  Lösung  des  betreffenden  Problems,  welches  für  die 
Theorie  der  Darstellung  der  Functionen  von  fundamentaler  Be- 
deutung ist,  bildet  den  Gegenstand  der  Abhandlung  und  der  zu- 
gefügten Notiz.  Als  HUlfsmittel  hierzu  dient  die  Abbildung  eines 
Theiles  der  «-Ebene  auf  einer  Kreisfläche  der  lo- Ebene  vermit- 
telst einer  rationalen  Substitution  von  der  Form 

(1)    ,  =  F(tr)  =  -4^, 

wo  g(w)  und  h{te)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten,  welche 
für  tr  =  0  nicht  verschwinden.  Einem  Werthe  w  =  ir,  in  der 
fr-Ebene  entspricht  nach  dieser  Substitution  nur  ein  Werth  in  der 
3- Ebene  »  =  »,,  diesem  letzteren  aber  entsprechen  ausser  fr  =  fr, 
noch  eine  Anzahl  anderer  Werthe  ir,  welche  durch  die  Gleichung 

mit  einander  verbunden  sind.  Die  §§  1 — 4  beschäftigen  sich  nun 
mit  der  Discussion  der  Gleichung  (2),  um  folgende  Frage  zu  ent- 
scheiden: Welches  ist  der  grösste  Radius  R  eines  um  den  Null- 
punkt der  «T-Ebene  zu  beschreibenden  Kreises  K  (Grenzkreis)  von  ^ 
der  Eigenschaft,  dass  die  mit  irgend  einem  Werthe  tv  =  «?,  im 
Innern  desselben  durch  die  Gleichung  (2)  verbundenen  Werthe 
fc  sämmtlich  ausserhalb  desselben  gelegen  sind,  also  dem  ent- 
sprechenden Punkte  2,  in  der  s- Ebene  von  den  Punkten  inner- 
halb K  auf  der  tr-Ebeno  nur  der  eine  Punkt  tv^  correspondirt? 
Innerhalb  hinlänglich  kleiner  Kreise  nämlich  ist  diese  Eigen- 
schaft offenbar  erfüllt,  da  mit  dem  Werthe  lOj  =  0  lauter  von  Null 
verschiedene  Werthe  to  durch  die  Gleichung  (2)  verbunden  sind 
(ir  =  oo  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  h(wj  =  0).  Die  Unter- 
suchung führt  zu  dem  Ergebniss,  dass  R  der  Modul  derjenigen 
Wurzel  der  Gleichung  P(to)  =  0  ist,  welche  unter  allen  Wurzeln 
derselben  den  kleinsten  Modul  bat.  Andrerseits  entspricht  jedem 
um  den  Nullpunkt  der  to-Ebene  mit  dem  Radius  r  beschriebenen 
Kreise  Kr  eine  geschlossene  Curve  Cr  in  der  «-Ebene,  dem  Grenz- 
kreise K  entspreche  die  Curve  C  (Grenzcurve).    Es  folgt  ferner 
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aus  der  Definition  des  Grenzkreises  K,  dass,  wenn  r<:R,  die  C 
sieh  weder  selbst  noeh  untereinander  schneiden,  sondern  einander 
umschliessen,  und  zwar,  da  Cq  im  Unendlichen  liegt  in  der  Weise, 
dass,  wenn  r<Zs  ist,  die  Curve  Cr  die  Curve  C,  umgiebt,  so  dass 
die  Grenzcun-e  C  von  allen  Curven  Cr{r  <  B)  umschlossen  wird. 
Scheidet  man  daher  von  der  ganzen  is- Ebene  die  von  C  einge- 
schlossene endliche  Fläche  F  aus  und  nennt  die  übrig  bleibende 
unendliche  Fläche  F,  so  entspricht  jedem  Punkte  der  von  K  ein- 
geschlossenen Fläche  in  der  tr-£bene  nur  ein  Punkt  der  Fläche 
L'  in  der  »-Ebene  und  umgekehrt,  oder  beide  Flächen  sind  ein- 
deutige Abbildungen  von  einander. 

Es  sei  nun  /*(«)  die  darzustellende  Function,  z^z^.,.Zfn  die 
endlichen  singulären  Punkte  derselben,  so  handelt  es  sich  zu- 
nächst darum,  über  die  Functionen  g(to)  und  h{to)  in  (1)  so  zu 
verf&gen,  dass  1)  der  Radius  R  des  Grenzkreises  K  grösser  als 
1  ist  und  2)  den  Punkten  z^  ...z^  in  der  ss-Ebene  Punkte  a^  ,..a,,^ 
in  der  tr- Ebene  entsprechen,  welche  sieh  auf  der  Kreislinie  ^ 
mit  dem  Radius  l  befinden  (z.  B.  die  m''^"  Einheitswurzeln).  Ueber 
die  Möglichkeit  einer  solchen  Bestimmung  und  von  den  verschie- 
denen Weisen  ihrer  Ausführung,  welche  durch  Beispiele  erläutert 
werden,  handeln  die  §§5  —  15,  mit  welchen  die  erste  Abtheilung 
beschlossen  wird.  Der  Peripherie  ^  innerhalb  K  der  tr- Ebene 
entspreche  auf  der  Fläche  F  der  s-£bene  die  geschlossene  Curve 
Ct  (Absonderungsschnitt),  so  geht  dieselbe  durch  die  singulären 
Punkte  z^  ...Sm  hindurch  und  theilt  die  ss-Ebene  in  einen  unend- 
lichen Theil  G^  uud  einen  endlichen  Theil  G.^  Das  Gebiet  G^ 
ist  eine  Abbildung  von  der  inneren  Fläche  des  Kreises  ^,  der 
Ring  zwischen  den  Curven  Cg  und  C  auf  dem  Gebiete  G^  eine 
Abbildung  des  Ringes  zwischen  den  Kreisen  |  und  K.  Macht 
man  nun  in  der  Function  f{z)  die  Sub8tituti9n  (!)»==  jP(w?),  wo 
F(w)  die  angeführten  Bedingungen  erfüllt,  so  hat  die  Function 
f{F(w))  =  /*,  («?)  in  der  Fläche  des  Kreises  |  ausser  dem  Punkte 
to  =^  0,  als  dem  Punkte  «  =  oo  in  G^  entsprechend,  nur  noch  die 
auf  der  Peripherie  desselben  liegenden  Punkte  a^  ..,  a„,  zu  sin- 
gulären Punkten.  Giebt  es  nun  in  der  Umgebung  von  tr  =  0 
^ine  Entwickelung  fi{fo)rr=:^^(u))^  so  ist  diese  innerhalb  |  gül- 
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tig,  also;  so  lange  mod  to  <  1  ist.  Hierdurch  ist  nun  unmittelbar 
eine  Darstellung  von  f(si)  für  das  Gebiet  G^  gegeben;  mau  hat 
nur,  um  für  irgend  ein  «  innerhalb  6,  die  Darstellung  zu  erhal- 
ten, in  VoC«')  ^^  ^  diejenige  Wurzel  to^  der  Gleichung  (1)  zu 
substituiren,  deren  Modul  <  1  ist.  Diese  ist  eindeutig  bestimmt, 
da  die  übrigen  Wurzeln  nach  der  getroffenen  Verfügung  sämmt- 
lich  ausserhalb  K  liegen,  also  dem  absoluten  Betrage  nach  >  1 
sind.  (Bemerkung  der  zugefügten  Notiz).  Hiernach  lautet  also 
die  Darstellung  innerhalb  G^ 

(3)    f{^)  =  %(tOoy 
Innerhalb  6,  ist  f(z)  synek tisch,  es  gilt  demnach  daselbst  die 
Darstellung: 

(4)    ^(,)=     1    /Ad,=     1    /Jl^rf«,, 
^^    '^^        2n%J    <  — s  2ntJ  F(tp)  —  z 

das  erste  Integral  über  den  inneren  Band  des  Äbsonderuogs- 
schnittes  C«,  das  zweite  Über  den  äusseren  Band  des  Kreises  | 
erstreckt,  f^  {to)  ist  am  inneren  Bande  durch  die  Entwickelung 
V/o(«^). gegeben,  ihre  Bestimmung  am  äusseren  Bande  ergiebt 
sich  dann  aus  dem  als  bekannt  anzusehenden  Verhalten  Ton  f^{v)) 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  a.  Es  reichen  also  die 
beiden  Darstellungen  (3)  und  (4),  welche  resp.  in  den  ganzen 
Gebieten  G^  und  G,  gelten,  hin,  die  Functionswerthe  in  irgend 
einem  Punkte  derselben  in  eindeutiger  Weise  unmittelbar  zu  be- 
stimmen, ohne  die  Zwischenwerthe  auf  dem  Wege  von  einem 
Punkte  zum  anderen  innerhalb  der  bezüglichen  Gebiete  ermitteln 
zu  müssen. 

Die  Kenntniss  des  Verhaltens  der  Function  /"(»)  in  der  Um- 
gebung der  singulären  PunMe  z^  ...Zm  reicht  endlich  auch  hin, 
um  zu  dem  Werthe  der  Function  im  Anfange  des  Weges  L,  wel- 
cher vom  Gebiete  G^  nach  dem  Gebiete  6,  fühil,  den  Endwertb 
zu  bestimmen  ohne  die  Wei-the  derselben  für  die  Zwischenpunkte 
des  Weges  zu  berechnen,  wofern  nur  die  Abschnitte  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  singulären  Punkten  auf  C«  beachtet 
werden,  in  welchen  die  Curve  L  die  Curve  Ce  der  Beihe  nach 
in  positivem  oder  negativem  Sinne  überschreitet.  Hiermit  ist 
das  zu  Anfang  gestellte  Problem  gelöst.    (H.  Abth.  §§  1—3). 
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Es  folgt  nunmehr  eine  Anwendung  der  vorstehenden  Prin- 
cipien  auf  die  Darstellung  der  Integrale  linearer  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coeffieieuteu,  deren  Verhalten  in  der 
Umgebung  der  singulären  Punkte  bekanntlich  zuerst  durch  die 
Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  (Borehardt's  J.  LXVI.  68) 
festgestellt  ist.  Es  werden  iUr  sie  folgende  Aufgaben  gelöst: 
1)  Analytische  Darstellung  eines  Fundamentalsystems  von  Inte- 
gralen, gültig  für  das  Gebiet  (?,,  2)  desgleichen  für  das  Gebiet  (?,, 
3)  Bestimmung  des  Uebergangs  von  dem  einen  der  beiden 
Systeme  zu  dem  andern  längs  einer  vorgeschriebenen  Curve. 
Bei  Gelegenheit  dieser  Untersuchung  wird  die  so  wichtige  Be- 
stimmung der  linearen  Belationen  gelehrt,  welche  zwischen  den 
Integralen  der  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten  gehö- 
rigen Fundamentalsysteme  bestehen.  Gehört  die  Differential- 
gleichung zur  Klasse  derjenigen,  die  der  Herr  Verfasser  (Bor- 
cbardt's  J.  LXVI.  §  4)  dahin  characterisirt  hat,  dass  ihre  Integrale 
fflr  irgend  einen  singulären  Punkt  o  mit  einer  bestimmten  Potenz 
von  z — a  multiplicirt  endlich  bleiben,  so  vereinfacht  sich  die  Be- 
stimmung unter  (3)  sowie  die  des  ZusammenhaDges  zwischen  den 
za  den  verschiedenen  singulären  Punkten  gehörigen  Fundamental- 
Systemen  in  bemerkenswerther  Weise.    (§§  4 — 15). 

Zum  Schluss  wird  das  auseinandergesetzte  Verfahren  au 
dem  Beispiel  einer  zur  letzterwähnten  Klasse  gehörigen  linearen 
Differentialgleichung  2*''^  Ordnung  mit  4  singulären  Punkten 
durchgeführt.    (§§  15-21).  Hr. 

L.  ScHLÄFLi.  Ueber  die  linearen  Relationen  zwischen 
den  2p  Kreiswegen  erster  Art  -iind  den  2p  zweiter  Art 
in  der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  der  Herren 
Clebsch  und  Gordan.     Borchardt  J.  Lxxvi.  149-155. 

Es  ist  ein  grosses  Verdienst  des  Werkes  von  Clebsch  und 
Gordan  (Theorie  der  AbeVschen  Functionen),  dass  daselbst  die 
Lehre  vom  Zusammenhang  einer  Kiemann'schen  Fläche  von  einem 
neuen.  Gesichtspunkte  aus  behandelt  worden  ist.  Aber  einen 
Mangel  des  Beweisganges  sieht  Herr  Schläfli  in  der  Behauptung, 
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welche  gelegentlich  der  Herleitang  der  Relationen  zwischen  den 
Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung,  p.  90,  gemacbt 
wird,  dass  die  Gleichung 

eine  identische  sei,  überhaupt  darin,  dass  Producte  ganzer  Inte- 
grale erster  Art  benutzt  werden,  um  lineare  Relationen  zu  be- 
weisen, die  schon  zwischen  den  Kreiswegen  selbst  bestehen. 
Diesem  Mangel  durch  eine  neue  Bildung  des  Weges  V  in  der 
Riemann'schcn  Fläche  abzuhelfen,  ist  Zweck  der  vorliegenden 
Arbeit.  Am  Schluss  derselben  wird  als  Ergänzung  des  §  30  ge- 
nannten Werkes  (Qber  die  Normalform  der  Integrale  erster  Gat- 
tung) ein  Satz  angegeben,  auf  dem  das  Nichtverschwinden  der 
Determinante  ä  =  |fl(^^-*>|,  also  die  Möglichkeit  der  Verwand- 
lung, beruht.  M. 

H.  Weber.     Zur  Theorie   der  Transformation    algebrai- 
scher  Functionen.     Borchardt  J.  LXXVI.  346-348. 
Der  Riemann'sche  Satz,  dass  zwei  durch  eindeutige  Trans- 
formation aus  einander  entstandene  algebraische  Functionen  das- 
selbe Geschlecht  haben,  lässt  sich  folgendermaassen  umkehren: 
Führt  die  Elimination  von  b  und  s  aus  den  3  Gleichungen 

n     m 

F(*,  »)  =  0,    a,  =  <sp  (*,  »),     »,  =  V  C«> ») 

r    fi 

auf  die  irreductible  Gleichung  0(«,  a)  =  0  von  demselben  Ge- 
schlecht wie  F  =  0,  so  können  auch  $  und  %  rational  durch  5, 
und  »,  ausgedrückt  werden,  vorausgesetzt,  dass  die  Ordnung  des 
Geschlechts  grösser  als  1  ist.  Fs. 

A.  Cayley.     On  Wrönski's  theorem.     Quart.  J.  xir.  221-228. 

Enthält  den  Beweis  einer  Erweiterung  des  Theorems,  durch 

welches  F(a;)  als  Function  einer  Wurzel  der  Gleichung 

.    .t    ,       ..    0  =  /x  +  J?j    A^  +  a:,  /;a?+... 
entwickelt  wird.  Cly.  (0.) 

A.  BfiRGER.     Om  periodiska  funktioner.     üpsala. 

Ein   ausführliches  Referat   über   die   Arbeit  vom  Verfiasser 
befindet  sich  in  Darboux  Bull.  1874  p.  72.  ^i^ 
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ToHBBTGHSFF.   Sur  les  fonctions  qui  s'^artent  le  moins 
possible  de  Z4to.    M6m.  de  St.  P^t.  XXII. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sieb  mit  ganzen  rationalen  Poly- 
nomen einer  Variabein  von  der  Form 

(1)    «"  +  a,  aj*-*+ •••  +  o», 

deren  Derivirte  zwischen  den  Grenzen  a;  =  —  1  und  oj  =  -f- 1 
immer  positiv  oder  immer  negativ  bleiben.  Er  sucht  die  Coef- 
ficienten  a,,  a,,  •••  o»  unter  der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass 
der  grOsste  absolute  Werth  des  Polynoms  (1)  innerhalb  jener 
Grenzen  ein  Minimum  sei.  Er  drückt  dazu  das  Polynom  mit 
HtlUe  von  ganzen  Functionen  aus,  ähnlich  denen  von  Legendre, 
Functionen,  die  den  Gegenstand  einer  anderen  Arbeit  des  Ver- 
fassers bildeten  (s.  F.  d.  M.  IL  p.  157).  Als  Resultate  seiner 
Untersuchungen  erhält  der  Verfasser  einige  algebraische  Sätze 
ttber   die  Grenzen  der  Wurzeln   numerischer  Gleichungen. 

Z.  (0.) 

E.  Catalan.  Recherches  sur  quelques  produits  ind^finis. 

M^m.  de  Belg.  XL.  p.  IL 

Die  Arbeit  enthält  eine  grosse  Anzahl  neuer  Resultate,  haupt- 
sächlich in  Bezug  auf  die  Producte 

1  1 

a'  =  fl  (1-9^»),        /»'  =  fl  a+9'*)- 
1  1 

§  1  enthält  die  Formeln  für  die  Functionen,  die  in  der 
Folge  gebraucht  werden.  Am  meisten  Anwendung  findet  die 
Relation  aßß'  =s  1.  §  2  enthält  die  Reihenentwickelung  der  Pro- 
ducte a,  a',  ß,  /?'  und  ihrer  einfachsten  Gombinationen  tinter  sehr 
verschiedenen  Formen,  wie  auch  eine  grosse  Zahl  von  Sätzen 
über  die  Zahlen,  die  daraus  entstehen.  §  3  handelt  von  den 
Producten 


?(i+-'')'  ?(ri-p)- 


§  4  giebt  Zahientafeln,  die  sich  auf  die  vorhergehenden  bei- 

Fortocbr.  d.  Math.  V.  1.  Iß 
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den  Paragraphen  beziebeD.     Die  §§5  bis  7  habeo  das  Stadium 
verschiedener  Ausdrücke  wie 


und  darauf  bezüglicher  arithmetischer  Functionen  zum  Gegen- 
stande. Der  letzte  §  ist  der  Summation  bemerkenswerther  Rei- 
hen mit  Hülfe  von  bestimmten  Integralen  gewidmet,  wofür  sieh 
viele  Beispiele  finden.  Diese  Beispiele  haben  zum  Typus  die 
Reihe  von  Lambert. 

Ihrer  Natur  nach  entzieht  sich  die  Abhandlung  einer  Ana- 
lyse. Referent  beschränkt  sich  daher  darauf,  den  Hauptgang  der 
Rechnung  und  einige  Resultate  anzudeuten.  Der  Verfasser  zer- 
legt nach  Jacobi  ein  unendliches  Product  P  in  ein  Produet  von 
andern  unendlichen  Producten  A,  B,  C**«.  Er  entwickelt  dann 
alle  diese  Producte  in  Reihen  und  erhält  so  eine  Reihe  gleich 
einem  Product  von  Reihen,  woraus  sich  zahlreiche  arithmetische 
Sätze  ergeben.  Interessant  ist  ein  Resultat  für  a'\  Man  gelangt 
zu  10  verschiedenen  Formen  für  diesen  Ausdruck,  von  denen  8 
neu  sind:  «'*  ist  gleich  3  Producten  von  2  gleichen  Factoren 
in  einen  dritten  von  diesen  verschiedenen  und  gleich  7  Producten 
von  ungleichen  Factoren.  Unter  den  arithmetischen  Sätzen,  zu  denen 
man  gelangt,  mögen  hier  folgende  bemerkt  werden:  1)  Wenn 
eine  Zahl  nicht  pentagonal  ist,  lässt  sie  ebenso  viel  Zeflegungen 
in  eine  grade  Zahl  von  ungleichen  Theilen,  als  Zerlegungen 
in  eine  ungrade  Zahl  von  ungleichen  Theilen  zu.  2)  Es  sei  iV 
ein  gegebenes  Vielfaches  von  4,  n  eine  ungrade  Zahl  kleiner 
als  N,  Man  zerlege  n  in  eine  Summe  von  Potenzen  von  2  und 
mache  A„  =  +  1  oder  —  1,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Theile 
grade  oder  ungrade  ist.    Setzt  man  endlich  voraus,  dass 

JV-n=:2^t, 
so  ist 

N-i  TV 

0  ^ 

Das  Zeichen  +  entspricht  dem  Fall,  wo  JV  die  Summe  einer  un- 
graden  Zahl  Potenzen  von  2  ist.  3)  Der  Ueberschuss  der  Zahl 
der  graden  Werthe  von  x  (ausser  0),  die  der  CHeichung 
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gCDttgen,  ttber  die  Zahl  der  angraden  Werthe  ist 
(2n  +  l)(-l)>-l 
4 
4)  Wenn  man  n  =  dt  macht;  so  ist  das  Vielfache  von  8,  8n,  zer- 
legbar io  acht  Quadrate;  und  zwar  ^mal,  wenn  /i  die  Summe 
der  Guben  der  Divisoren  von  d  (i  ist  eine  ungrade  Zahl). 

Im  letzten  §  ist  der  Verfasser  zu  einfachen  Relationen  zwi- 
schen elliptischen  und  andern  bestimmten  Integralen  gelangt. 

Mn.  (0.) 

n 
F.  Unferdingeb.     lieber  einige  mit  Lim  n         =  e    (für 

^  n! 
w  =  oo)   verwandte  Limiten.  Wien.  Der.  LXVII.  355-360. 

Durch  Auffassung  des  bestimmten  Integrals 
tt^dtt  =  -i ' — 


/■ 


x+l      ^ 

worin  x  eine  von  u  unabhängige  Variable  ist,  als  Grenzwerth 

eines  arithmetischen  Mittels  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu  der 

Gleichung 

Lim  0"+  {a+bY+ia+2by+  ■■  >  +(a+;r=T6)»     '   ^ 


n*+i 


^^-,wennx>-l 

oo  ,  •••  jr<— 1. 
Ein  specieller  Fall  davon  ist  die  für  ganze  positive  m  bekannte 
Gleichung 

Lim   l'*  +  2"»  +  3"»+'"»'"  ^      1 

«=»  „m+i  111+ r 

Femer   erhält   der  Herr  Verfasser  aus  der  Mac  -  Laurin'sehen 
Sammentormel  (Treatise  of  fluxions,  London  1742): 

f{a)  +  fia  +  b)  +  f(a  +  26)  + ...  +  f{a  +  S=T6) 

worin  fix)  eine  solche  Function ,  dass*  r"(pO  endlich  und  stetig 
von  x==ö  bis  x=c,  c=a+nb,  Ö'<1  ist,  durch  die  Substitution 

16* 
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f(x)  =  logx  eine  Yerallgemeinerang  der  J.  Stirling^sehen  Formel 
ftlr  log(n/)  (London  1730),  und  durch  Anwendung  derselben  die 
Grenze  des  Quotienten  des  aus  den  Elementen 

ö*,  (a+6)',  (a+26)*,  •••  (a-j-n-lft)* 
gebildeten  arithmetischen  und  des  geometrischen  Mittels  ira;% 
Es  wird 

Lim   *?.  -  I  -^i^  wenn  a?>  -  1 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zähl,    und  Ma^  Mg  das  arithmetische 

resp.  geometrische  Mittel  aus  den  Zahlen  1*»,  2"*,  3*",  •  •  •  n"*,  so 

ergiebt  sich  aus  der  J.  Stirling'schen  Formel  der  specielle  Fall: 

T .      Ma  c~ 

Lim  -=^  = 


und  für  m  =  1 


Lim =  e. 

V  n/ 

Den  speciellen  Fall  a?  =  1,  Lim  —  =  ^e  erwähnt   schon  Herr 
Schlömilch  (Z.  XVII,  520).  M. 


K.    Pendlebury.      On    a  method  of  finding  two  mean 

proportionals.      Meseenger  (2)  IL  166-169. 

Die  Methode  ist  die  durch  Pappus  Alexandrinus  in  dem 
dritten  Buche  seiner  CoUectiones  Mathematicae  (veröffentlicbt 
durch  CommandinuSy  Pesaro  1588)  geprüfte  und  y^m  ihm  als 
falsch  bewiesene.  Merkwürdig  ist  dabei,  daas  die  Methode  in 
einer  gewissen,  dreimal  wiederholten  Operation  besteht,  und  dass 
wenn,  statt  beim  dritten  Male  aufzuhören,  der  Verfasser  die  Ope- 
ration bis  in's  Unendliche  vorgenommen  hätte,  er  freilich  nieht 
genau  das  gesuchte  Mittel,  wohl  aber  eine  Reihe  von  Näherongs- 
werthen,  die  zu  den  wahren  Werthen  führen,  gefunden  haben 
würde.  Die  Methode  vrird"  erklärt  und  die  angeblichen  Resultate 
gefolgert.  '  Olr.  (0.) 
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J.  Marxens.    Auszug  aus  einem  Schreiben  an  Herrn  Bor- 

chardt.     Borchardt  J.  LXXY.  264. 

Die  erste  Bemerkung  betrifft  die  DarstelluDg  einer  ganzen 
symmetrischen  Function  F(<„  «;,  -.  f»)  (vgl.  Borchardt  J.  LXIX, 
290  8.  F.  d.  M.  L  p.  39).    Setzt  man 

so  Iftsst  sich  durch  eine  Beihe  von  Divisionen  der  Ausdruck  AV 
identisch  auf  die  Form  bringen 

wo  %  On  Ot}'"On  ganze  Functionen  von  i^,  I,,  •••  U  sind  und 

9t  überdies  in  Bezug  auf  kein  I  den  Grad  n— 1  übersteigt   Der 

91 
Quotient  -^  =  %  ist  von  den  i  unabhängig,  und 

gesetzt,  giebt 

V(x,,  a?,,  ...  jjO  ==  «• 
Als  Entwickelungscoefficient  dargestellt  wird 

Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Bestimmung 
der  erzeugenden  Function,  welche  Herr  Borchardt  (LH!  seines  J.) 
zur  Darstellung  der  symmetrischen  Verbindungen  von  a?^,  a:„  -.  a?„ 
construirt  hat.  M. 

Ch.  Hehmite.     Sur  une  ^quation  transcendante. 

Darbonz  BnU.  IV.  61-64. 
Ist  f(x)  eine  rationale  Function  von  der  Form 


+  ...+ 


wo   die   Grössen   a,  h,  *•*  l  alle   reell   und   die   Coefficienten 
A,  B/'.'  L  reell  und  positiv  sind,  so  hat  die  Gleichung 

log«  j^l"- A«)  =  0, 

worin  a  eine  positive  Gonstante  bedeutet,  n+l  reelle  Wurzeln, 
wenn  n  die  Anzahl  der  Grossen  o,  6,  *  *  •  /  bezeichnet,  welche 
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zwischen  —1  und  -f  1  liegen.  Eben  diese  Gleichung  kann  keine 
imaginäre  Wurzel  haben,  deren  Modul  kleiner  als  1  ist.  Um  das 
Letztere  zu  beweisen,  benutzt  der  Herr  Verfasser  die  Relation 

X  M. 

A-  Stbnad.    Ein  allgemeiner  Lehrsatz  über  Functionen. 

Oasopis  II.  142-144.  (Böhmisch). 
Enthält  einen  kurzen  und  einfachen  Beweis  des  Satzes,  wel- 
chen Herr  Moret-Blanc  p.  469  der  Nouv.  Ann.  vom  Jahre  1872 
in  etwas  umständlicher  Weise  bewiesen  hat  (Über  den  Quotienten 
zweier  aus  gewissen  Functionswerthen  gebildeten  arithmetiflchen 
Mittel).  W. 


Capital  2. 
Besondere  Functionen. 

G.  DöTscH.     üeber  die  hyperbolischen  Functionen  und 
deren  Beziehungen  zu  den  Kreisfunctionen. 

Nene  unveränderte  Ausgabe.    Nürnberg,  Ballhorn. 

Die  hyperbolischen  Functionen  sind  bisher  fast  ausschliess- 
lich vom  analytischen  Gesichtspunkte  aus  behandelt  worden. 
(Vgl.  Lambert:  „Observations  trigonomätriques'S  M6m.  de  Berlin 
1768  und  „Zusätze  zu  den  logarithmischen  und  trigonometrischen 
Tabellen",  Gudermann:  „Theorie  der  Potenzial-  oder  cyklisch- 
hyperbolischen  Functionen",  Grelle  J.  IV,  VI,  VII,  VIII  und  IX, 
Gronau:  „Tafeln  für  sämmtliche  trigonometrische  Functionen  der 
hyperbolischen  und  cyklischen  Sectoren",  1863  und  „Theorie  und 
Anwendungen  der  hyperbolischen  Functionen  etc.*S  Forti  und 
Massotti :  „Tavole  dei  logarithmi  delle  funzioni  circolari  ed  iper- 
boliche^  Pisa  1863,'*  und  Heiss:  „Dritte  Auflage  der  Sohncke'schen 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  DiiTerential-  und  Integralrech- 
nung**). In  der  vorliegenden  vom  k.  bayer.  Kultus -Ministerium 
prämiirten  Abhandlung  versucht^err  Dötsch  eine  allgemdbere 
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geometrische  Behandlung  der  hyperbolischen  Functionen.     Zu- 
nächst werden  die  Functionen 

1 
Sotfl  w  = 


Ig  « 

durch  Linien  dargestellt,  und  um  diese  geometrische  Darstellung 
zu  yerallgemeinem,  wird  ein  cyklisches  Argument  a  eingefflhrt, 
dessen  Beziehung  zu  oi  durch  die  Gleichungen 
©in  «  =  tgö,  Sof  «  =  seoa 
gegeben  ist  iDurch  diese  Substitution  ist  ein  Mittel  gegeben, 
sowohl  die  wichtigsten  Bezieliungen  der  hyperbolischen  Func- 
tionen unter  einander,  als  auch  die  zu  den  Kreisfunctionen  geome- 
trisch zu  yersinnlichen.  Auch  lässt  sich  mit  Vortheil  die  neuere 
Geometrie  anwenden,  um  einige  der  gefundenen  Resultate  geo- 
metrisch anschaulich  zu  machen.  M. 

F.  Gambabdella.    Sui  coefficienti  delle  facoltk  analitiche. 

Battaglini  G.  XL  49-61,  85-97. 

Gegenstand  der  Arbeit  ist  die  Untersuchung  der  allgemeinen 
Ausdrücke  der  Coefficienten  in  der  Potenzentwickelung  der  bei- 
den Functionen 

and 

VC«'.»)  =  (^_i)(^_2)(L3).-.(a.-»)  ^lo^-'""'"'"- 
Es  handelt  sich  darum,  Formeln  zu  geben,  aus  denen  direct 
ein  beliebiger  Coefßcient  obiger  Entwickelung  unabhängig  von 
den  vorhergehenden  berechnet  werden  kann,  also  ohne  Recur- 
sionsformel.  Zu  dem  Ende  werden  zunächst  einige  Eigenschaften 
der  Functionen  q>r{n)  und  t^r(n)  entwickelt,  und  dann  die  allge- 
meinen Ausdrucke  für  diese  Functionen  hergeleitet:  Bezeichnet 
man  mit  {n)r,  \_n\r  und  F{n)  die  Ausdrücke 
,     _   ii(ii-~l).>.(n-r+l)  _    n(ii+l)>->(ii+r^i) 

Wr -  1.2... r  '      '-«Jr  -  1.2.    r 

¥{n)  =  (ii+r)  (»+r-l)  •  ••  (n+l)  «(it-l)  .-  (n-r+l)  {n-r). 
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SO  ist 

und 

Die  zweite  Formel  hat  Herr  Schlömilch  auf  anderem  Wege 
gewonnen  (Grelle  J.  XLIV,  344;  Höhere  Analysis,  2*«  Theil, 
1865,  p.  27  u.  28).  Femer  erhält  man  durch  Vermittelung  der 
beiden  Functionen 

(;^)"  =  #^'.  (^)"=f  ^- 

die  Relationen 

(Pr(n)  =  (— 1)t!  C»-1>  Irin),    rpr(n)  =  r!  [ii+l]r^r(n). 
Ein  „Appendice"  (Art,  IV.)  enthält  die  Entwickelung   der 
ißobarischen  Functionen,  nach  der  Theorie  des  Herrn  Prof.  Tnidi, 
Die  Arbeit  soll  fortgesetzt  werden.  M. 

Ch.  Hermite.     Sur  la  fonction  exponentielle.    O.R.lxxvil 

18-24,  74-79,  226-233,  285-293. 

Eine  Aufgabe,  welche  als  eine  Verallgemeinerung  des 
Problems  der  Annäherung  durch  algebraische  Kettenbrttche  an- 
gesehen werden  kann,  ist  folgende :  „Die  n  rationalen  Brüche 

^(jcy  0(a:)'*"  0(0?) 
als  Näherungswerthe  der  n  Functionen  fp^{x\  <p^{m\  •••  9>n(a?)  so 
zu  bestimmen,  dass  die  Beihenentwiokelungen  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  bis  zur  Potenz  x^  tibereinstimmen''.  Es  werde 
vorausgesetzt,  dass  sich  die  Functionen  Kp(x)  in  Reihen  von  der 
Form  «-|-/fe  +  ya?'  +  ...  entwickeln  lassen,  und  man  mache 
«(«)  =  Ax^  +Bx^^  +  ...  +  KX'\'L. 
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Dann  kann  man  im  Allgemeinen  über  die  Coeffieienten  A,B,*>*L 
80  verftgen,  dass  in  den  Producten  tpi(x)0{x)  die  Glieder  mit 

a^,  x^-\  ...  jj^-^<+S 
wo  fii  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  yerschwinden.    So  bildet  man 
(ii  homogene  Oleiehungen  ersten  Grades  und  hat 

wo  c,,  «„...  Gonstanten,  0<(a;)  ein  ganzes  Polynom  vom  Grade 
IT— /M,.    Da  aber  hieraus  folgt,  dass 

^'^^^  -  ©^  +  0(1^)  ' 

80  sieht  man,  dass  die  ßeihenentwickelungen  des  rationalen 
Bruobes  und  der  Function  in  der  That  dieselben  sein  werden 
bis  zu  x^^  und  da  die  Gesammtzahl  der  gemachten  Bedingungen 
gleich  f^i  +^t  +  '*'  +  ^«  Ist,  so  genügt  es,  die  einzige  Bedingung 

f*i+f*i  H \-f^n==fn 

hinzuzufügen,  wo  die  ganzzahligen  ftj  bis  dahin  ganz  willkürlich 
geblieben  sind.  Diese  Betrachtung  ist  der  Ausgangspunkt,  den 
der  Herr  Verfasser  f&r  die  in  seiner  Arbeit  entwickelte  Theorie 
der  Exponentialfunction  genommen  hat,  indem  er  nämlich  das 
Obige  anwendet  auf  die  Grössen 

H.  A.  ScHWABz«  lieber  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die 
Gktuss'sche  hypergeometrische  Beihe  eine  algebraische 
Function  ihres  vierten  Elementes  darstellt.    BorchardtJ, 

LXXV.  292-335. 
Gauss  hat  in  seiner  Abhandlung  „Disquisitiones  generales 
circa  «eriem  infinitam  etc/^  (Werke  III,  p.  127)  einige  specielle 
Fflile  angegeben,  in  denen  die  nach  ihm  benannte  Beihe 
F{a,  ß,  y,  x)  fOr  besondere  Werthe  von  a,  ß,  y  eine  algebraische 
Fmietion  ihres  vierten  Elementes  x  ist.  Verschiedene  Mittel,  die 
Anzahl  dieser  spedellen  FAlle  zu  vermehren ,  bieten  ausser  der 
genannten  Abhandlung  dar  die  Arbeit  von  Kummer  „lieber  die 
l^ypergeometrische  Reihe''  (Grelle  J.  XY,  39),  femer  Kiemann's 
»Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'sche  Beihe  j^a^/^^^^^o;) 
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darstellbaren  Functionen",  (Gott.  Abb,  VII,  1857),  und  die  »ach- 
gelassene  Arbeit  von  Gauss  „Determinatio  seriei  nostrae  per 
aequationem  differentialem  secundi  ordinis'*  (Werke  III,  207)- 
tu  vorliegender  Arbeit  beschäftigt  sich  nun  Herr  Schwarz  mit 
Lösung  der  Aufgabe:  „Alle  Fälle  zu  ermitteln,  in  denen  der 
linearen  Differentialgleichung 

^^^     dx'^^         x{l—x)  dx        x{\—x)    ^""^' 

von  der  die  Gauss'sche  Reihe,  als  Function  von  x  betrachtet, 
ein  particuläres  Integral  ist,  durch  eine  algebraische  Function 
von  x  genügt  wird''.  Im  Auszuge  war  der  Inhalt  dieser  Ab- 
handlung bereits  mitgetheilt  in  den  Verhandlungen  der  Schweizeri- 
schen Naturforschenden  Gesellschaft,  Jahrgang  1871,  p.  75-77. 

Zwei  Fälle  sind  bei  unsrer  Aufgabe  zu  unterscheiden.  In 
dem  ersten  Falle  (Art.  1)  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Differen- 
tialgleichung (1)  nur  ein  particuläres  algebraisches  Integral  besitzt, 
und  dass  diese  algebraische  Function  selbst  oder  ihre  logarith- 
mische Ableitung  eine  rationale  Function  von  x  ist.  In  diesem 
Falle  gewinnt  man  sofort  die  Form  y^  ^^x^^l-^xygix)  des  ge- 
suchten particulären  Integrals  mit  Htllfe  der  Resultate,  welche 
Herr  Fuchs  in  seiner  Arbeit:  „Zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  veränderlichen  Goefficienten'^  (Borchardt  J. 
LVI,  121)  ftar  eine  ganze  Klasse  linearer  Differentialgleichungen 
gewonnen,  zu  denen  als  specieller  Fall  die  obige  Riemanii'sche 
Differentialgleichung  gehört.  Die  Untersuchung  der  vier  durch 
Bestimmung  der  rationalen  Zahlen  a  und  c  sich  ergebenden  be- 
sonderen Fälle  bietet  weiter  keine  Schwierigkeit. 

Der  zweite  Fall  (Art.  II)  ist  der,  wo  die  Differentialgleichung 
(1)  zwei  particuläre  algebraische  Integrale  hat,  deren  Quotient 
nicht  constant  ist.  Zur  Erledigung  dieses  zweiten  Falles  benutzt 
Herr  Schwarz  eine  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
welcher  der  Quotient  zweier  Particulärlösungen  y,  und  y,  der 
linearen  Differentialgleichung 

d#+pi  +  «  =  o, 
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also  ein  Aosdniok  von  der  Form 

CtVi  +  c.y, 
genttgt    Diese  Differentialgleichnng  dritter  Ordnung  lautet: 


d$    dU 


2^ 


,«v       ^     X         dx    dx*          \dx  y        -         .    t      dp      „,  V 
(F.)    V(»,a')  = TST^, =^9-iP*--£  =  F{x) 

und  ist  ein  specieller  Fall  der  Differentialgleichung 

2^^-Kdi^)-^dF  +  ^  =  0' 

ZU  der  Herr  Kummer  durch  Vergleichung  zweier  hypergeometri; 
sehen  Reihen  gelangt  ist  (De  generali  quadam  aequat  diff.  tert. 
ord.  Pr.  Liegnitz  1834),  welche  übrigens  auch  in  der  Theorie 
der  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  von  Wichtig- 
keit ist  (s.  Jacobi,  Fundamenta,  p.  78}.  Die  Gleichung  (F)  wird 
nun  (Art.  III)  unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  ß,  y  reelle  Werthe 
haben,  integrirt.  Das  allgemeine  Integral  derselben,  welches  der 
Herr  Verfasser  mit  «(A,  \ky  v,  x)  bezeichnet,  wo  X,  fi,  v  die  positiven 
Werthe  der  Quadratwurzeln  aus  resp.  (l—y)',  («—/?)',  (y—a—/?)' 
bedeuten,  ergiebt  sich  als  Quotient  zweier  linear  unabhängigen 
Riemann'schen  Functionen  P(X,  fi,  v,  x)  (1.  c.  art.  V).     Ein  parti- 

culttres  Integral  $/  wird  durch  Entwickelung  von  5-log-^  =  r 

nach  Potenzen  von  (x—x^  gewonnen,  und  dann  das  Verhalten 
desselben  in  der  Nähe  des  singulären  Werthes  x=0  untersucht. 
Es  ergiebt  sich  der  Satz:  „Die  auf  der  positiven  Seite  der  reellen 
Axe  der  Ebene  des  Argumentes  x  liegende  Halbebene  E  wird 
durch  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

^^'''*'^""    2x'   "^  2(1  ~a?)'  2(r(l-x)~ 

wenn  die  drei  Grössen  X,  ßi,  v  reelle  Werthe  haben,  conform  ab- 
gebildet auf  einem  einfach  zusammenhängenden,  in  seinem  lonern 
keinen  Windungspunkt  enthaltenden  Bereich  S^  dessen  Begren- 
zung, allgemein  za  redeo^  aas  drei  ein  Dreieck  bildenden  Kreis- 
bogen besteht^'.    Nun  wird  die  gegenseitige,   von  den  Zahlen 
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l,fi,v  abhängige  Lage  der  Kreise,  denen  die  drei  Seiten  des 

Ereisbogendreiecks  S  angehören,  näher  untersucht  (Art  IV). 
Das  Gebiet  S  kann  über  jede  seiner  drei  Seiten  hinaus  analytisch 
fortgesetzt  werden;  die  so  entstehenden  Gebiete  8^  nennt  Herr 
Schwarz  eine  „symmetrische  Wiederholung^  des  Gebietes  5.  Ist 
s  eine  algebraische  Function  von  x,  so  ist  die  Anzahl  der  von 
einander  verschiedenen  Gebiete  S  und  S^  eine  endliche.  Das 
Ereisbogendreieck  S"j  fbr  welches  die  Summe  der  Winkel  ein 
Minimum  ist,  wird  das  dem  Kreisbogendreieck  S  zugeordnete 
„reducirte"  Kreisbogendreieck  genannt.  Nun  wird  zunächst  der 
Fall  erörtert,  wo  die  Winkelsumme  des  reducirten  Kreisbogen- 
dreiecks kleiner  als  n  (Art.  V),  und  es  werden  Fälle  erschöpft, 
in  denen  die  conforme  Abbildung  der  Fläche  eines  geradlinigen 
Dreiecks  auf  die  Fläche  einer  Halbebene  durch  eine  analytische 
Function  vermittelt  wird,  bei  welcher  jedem  Werthe  des  unbe- 
schränkt veränderlichen  Arguments  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Werthen  der  Function  entspricht.  Der  zweite  Fall,  wo  die 
Winkelsumme  des  Dreiecks  S"  grösser  als  n  ist  (Art.  VI)  führt 
auf  die  Aufgabe:  „Alle  sphärischen  Dreiecke  zu  finden,  deren 
symmetrische  und  congruente  Wiederholungen  auf  der  Kugel- 
Oberfläche  nur  zu  einer  endlichen  Anzahl  von,  der  Lage  nach 
verschiedenen  sphärischen  Dreiecken  Anlass  geben'^  (Vgl.  Rie- 
mann:  „Ueber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener 
Begrenzung",  Gott.  Abb.  XIII;  Schwarz:  Berl.  Ber.  1865,  149; 
Steiner:  „Einfache  Beweise  der  isoperimetrischen  Hauptsätze", 
Grelle  J.  XVIU,  295,  und  ibid.  XXIV,  247;  C.  Jordan:  „Recherches 
sur  les  poly^dres",  Borchardt  J.  LXVI;  Amstein,  Diss.  Zttrich.  Vier- 
teljahrsschr.  XVI,  1871, 297-341,  s.  F.  d.  M.  IH,  p.422).  Im  Schluss- 
artikel (VH)  erörtert  der  Herr  Verfasser  den  Fall,  dass  von  den 
drei  Zahlen  i>,fi,if  eine  oder  zwei  ganzzahli|;  sind.  M. 

Ch.  Hbbmite.     Extrait  d'une  lettre  ä  M.  P.  Qordan. 

Borchardt  J.  LXXVI.  803^12. 
Der  Verfasser  bestimmt  drei  Systeme  ganzer  Functionen 
U,  V,  W  von  der  Beschaffenheit,  dass  der  Ausdruck 

17 sind? -I-  Veonx+  W 
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mit  einer   mögliehst  hohen  Potenz  der  Variabein  aoftogt,  und 
knttpft  daran  einige  arithmetiflche  Betrachtungen.  Fs. 


Briot   et  BouQUET.     Theorie   des  fonetions   elliptiques. 

^  Edition.    Premier  faMicale.    Paris,  Gftathier*yillar8.  4^. 

Die  neue  Aufgabe  iet  eine  vollst&ndige  Umarbeitung  der  im 
Jahre  1859  erschienenen  „Theorie  des  fonetions  doublement  p6- 
riodiquea  et,  en  particulier,  des  fonetions  elliptiques".  Das  erste 
Buch  behandelt  die  „algebraischen  Functionen'',  und  zwar  Gap.  I. 
die  Darstellung  der  imaginären  Yariabelu,  die  Definition  der 
Functionen  und  ihrer  Ableitungen,  Gap.  II  das  Fundamental- 
tbeorem  tlber  die  Reihentheorie,  den  Cauchysehen  Satz  über  die 
imagin&ren  Wurzeln,  die  weitere  Theorie  dieser  Wurzeln  und 
die  Gesetze  ihrer  Permutation  um  die  singulären  Punkte.  Das 
zweite  Buch  enthält  die  Theorie  der  durch  Reihen  definirten 
Functionen,  also  die  Anwendung  der  Theorie  der  Potenzreihen 
auf  die  Functionen  e*,  sinz,  coss  und  die  inversen,  ferner  auf 
die  Thetareihe 

— » 
und  die  als  Quotienten  solcher  Thetareihen  definirten  elliptischen 
Functionen.  Buch  HI  ist  den  „bestimmten  Integralen*'  gewidmet. 
Es  ist  darin  die  yollständige  Theorie  der  Taylor'schen  Reihe 
auseinandergesetzt,  und  den  Schluss  bildet  die  Einfahrung  der 
Perioden,  besonders  nach  der  Methode  von  Clebsch  und  Gordan. 
Im  IV.  Buche  beginnt  das  Studium  der  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Functionen.  Hier  werden  die  characterischen  Merkmale  der 
verschiedenen  Gattungen  yon  Functionen  angegeben,  die  allge- 
meinen Sätze  über  die  doppelt-periodischen  Functionen,  die  Ent- 
wickelung  einer  Function  in  eine  Summe,  die  aus  unendlich  vie- 
len rationalen  Gliedern  besteht,  und  die  Eotwickelung  in  Producte. 
Das  V.  Buch  handelt  von  der  Definition  der  Functionen  durch 
Differentialgleichungen  mit  der  Anwendung  auf  die  logarithmi- 
sche Function  und  auf  die  elliptischen  Functionen,  das  Schluss- 
kapitel enthält  die  Integration  dwrob  elliptische  Functionen.   Die- 
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ses  ist  in  kurzem  der  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Bandes. 
Eine  ausführlichere  Analyse  findet  sieh  in  Darboux  BnU.  VI, 
65-69.  M. 


T.  N.  Thiele,     Orienterende   Fremstilling  af  de  elUp- 
tisise  Funktioners  Theori.     Zeuthen  Tidsskr.  (3)  Iii.  65. 

Ein  Versuch  zur  Erleichterung  des  Studiums  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  und  zur  Einführung  Ton  neuen  Bezeich- 
nungen. Zwei  Functionen,  welche  in  dieser  Darstellung  0  und  H 
ersetzen,  bestimmen  sich  durch 

Von  diesen  beweist  man  durch  elementare  Methoden  die  Ainda- 
mentalen  Sätze,  namentlich  die  Gleichung: 

*«(^)  *«(»)  *a(«)  <K{x+y+z)  =  Ö>a(a;+4a)«>a(y+ia)*a(a+ifl) 

^a(x+y  +  ^  +  iä)  +  Waix)  Vady)  1P«(»)  ^a^x+y+z)  +  Va{x+ia) 

Va{y+ia)  Va{^+ia)V,(x+y  +  z+^a) 

fUr  beliebige  x,  y,  «.  Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  das  Addi- 
tionstheorem her,  den  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie und  die  doppelte  Periodicität.  Zuletzt  wird  die  Iden- 
tität der  in  Rede  stehenden  Functionen  mit  den  elliptischen  ge- 
zeigt. Der  Verfasser  meint  die  unendlichen  Reihen  so  wenig 
als  möglich  gebraucht  zu  haben. 

Was  die  Bezeichnungen  betrifft,  zeigt  der  Verfasser  dass 
man  statt  u,  k,  V,  K,  K*,  q  sich  in  der  ganzen  Entwicklung  mit 
X  und  a  in  0  und  ^f  begnügen  kann,  denn 

n 

q  =  e    '\     KL^a*<Pl{0),     JSf' =  ^  *J  (0). 

^  «».(0)  J'    "  -\  0,(0)  J  ■ 
Das  Argument  u  unterscheidet  sich  nnr  durch  einen  roo  a 
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abhängigen  Factor  tod  der  Variablen  x*  Der  YerfasBer  verwirft 
die  Fonction  J,  welche  er  durch  eine  Verdoppelung  der  Ampli- 
tndenfunction  ersetzt,  sq  dass: 

coB  am  ti  =  cos  Ma^x)^    JB,m  u  =  cos  ^«(^X 
sin  am  ti  =  sin  Ma(x)y     k  sin  am  ti  =  sin  ^a(^); 
die  zwei  Amplitndenfunctionen  M  und  fi  mflssen  in  trigonometri- 
scher Abhängigkeit  zu  einander  stehen.    M  und  fi  sind  dieselbe 
transcendente  Function  nur  mit  verschiedenen  Variablen. 

Hn. 

A.  Cayley.     On  a  special  quartic  transforniation  öf  an 

elUptic   function.      Quart.  J.  XII.  266-269. 

Das  Problem  ist,  y  zu  bestimmen  als  Quotienten  von  zwei 

dy       2dx 
Functionen  vierten  Grades  (l,aj)*,  so  dass  "7=  =  -7=,  wo  X  und 

F  dieselben  gegebenen  Functionen  vierten  Grades  von  x,y  sind; 
für  den  speciellen  Fall,  wo  X  die  Form  (1— a?')  (l— A'a?')  hat, 
wird  die  allgemeine  Formel  nebst  darauf  bezüglichem  Theorem 
entwickelt.  Cly.  (0.) 

A.  Cayley.     An  elliptic-transcendant  ideutitj.    Messenger 

(2)  n.  179. 
Die  Identität  lautet: 
)l+9)  (1+9')  (1+9')  (l+«T  (l+O  -  -  (1-7)  (1-9')  (i-9*) 

(l-g7(l-9')- 

(l+o-, 

wo  in  jedem  der  drei  Glieder  jeder  Factor  den  Exponenten  1 
oder  2  hat,  je  nachdem  der  Exponent  q  durch  sieben  theilbar 
ist  oder  nicht.  Glr.  (0.) 

A.  Steen.     Et  Par  Kjaedebröker  angaaende  elliptiske 

Integraler.    Zeathen  Tidsskr.  (8)  III.  151. 

E  K 

Entwickelung  von  -zr  und  -^  ^^  Kettenbrttche.       ^r 
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M.  AzzABBiiLi.  Nuove  ricerche  relative  al  teorema  del 
Goüte  di  Fagnano.     au.  d.  Acc  p.  d.  N.  L.  XXV.  1872. 427-m 

Siehe  Abschnitt  IX,  Cap.  3,  C. 

Felix  Müller.  Beziehangen  zwischen  dem  Modul  der 
elliptischen  Functionen  und  den  Invarianten  der  biqna- 
dratischen  binären  Form.     Schlömiioli  z.  XVIIL  280-288. 

Der  Herr  Verfasser,  welcher  ia  seinen  früheren  Arbeiten  Über 

dasTransformationsproblem  der  elliptischen  Functionen  (Inaugural- 

Dissertation  1867,  Jubilaeumsscbrift  1872,  s.  F.d.M.  lY.  p  217)  nach 

dem  Vorgange  des  Herrn  Weierstrass  statt  der  Legendre'schen  Nor- 

di 
malform  des  elliptischen  Differentials  die  Form     /,  ,         ==== 

zu  Grunde  gelegt  hat,  wo  g^  und  g^  die  beiden  Invarianten  der 
biquadratischen  Form  bedeuten,  ist  bei  den  betreffenden  ÜDt^r- 
suchungen  auf  Relationen  zwischen  dem  Modul  ft*  und  den  In- 
varianten gestossen.  Dieselben  werden  hier  zusammengestellt  Es 
ist  zu  bemerken,  dass  der  Begriff  des  Moduls  der  elliptischen  Func- 
tion ein  unbestimmter  ist,  insofern  sein  Werth  von  der  ange- 
wandten Transformation  abhängt,  und  wenn  der  Herr  Verfasser 
fbr  die  Aufstellung  der  erwähnten  Relationen  zwei  Fälle  unter- 
scheidet, je  nachdem  die  Wurzeln  der  Gleichung  4«'— g',*— ft=0 
reell  sind  oder  nicht,  und  hierbei  verschiedene  Resultate  erhält^ 
so  ist  dies  darin  begründet,  dass  um  reelle  Moduln  zu  erhalten, 
im  ersten  Falle  eine  quadratische,  im  letzteren  eine  lineare  Trans- 
formation fttr  die  Reduction  auf  die  Normalform  angewandt  wird. 
Die  Relation  lautet  im  ersten  Falle: 

'^19\  (!+*•)  (2-ik7(l-2Ä*)' 
und  stimmt  mit  der  von  Clebsch  (Theorie  der  binären  Formen 
S.  169)  auf  anderem  Wege  hergeleiteten  ttberein,  wobei  sich  er- 
giebt,  dass  k^  mit  dem  dort  durch  a  bezeiehneten  Doppelverbllt- 
niss  identisch  ist.  Wir  fügen  hinzu,  dass  Gayley  (BorcbardtJ. 
LV.  p.  18  u.  22)  durch  Anwendung  eiaer  linearen  Substitoti^^ 
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für  die  in  Rede  stehende  Reductiott  folgende  Belation  ent- 
wiekelt  hat 

9l     ^         (i+4*H*0' 

welche  in  die  vom  Herrn  Verfasser  fttr  den  Fall  imaginärer  Wur- 
zeln, also  ebenfalls  unter  Anwendung  einer  linearen  Substitution 
erhaltene  Belation: 

gl     ^         (I-16*'+16*0' 
27^1        (I-2&')'  (1+32*"— 32&y 

*• 
übergebt,  wenn  man  in  der  ersten  Ti — -  fllr  *■  substituirt,   was 

Ä  —1 

bekanntlich  selbst  einer  linearen  Transformation  entspricht. 

Hr. 

F.  Frbnet.    Note  sur  la  fonction  0  de  Jaeobi.   Mem  de 

Bordeaux.  VIII.  177-187. 
Herr  Schellbach  hat  in  seinem  Buche  „Die  Lehre  von  den 
elliptischen  Integralen  und  den  Tbetafunctionen,  Berlin  1864'' 
die  Jacobi'sche  d-Function  zum  Ausgangspunkt  genommen,  und 
ist  durch  wenige  Umformungen  zu  der  Beihenentwickelung  und 
von  da  auf  die  Fundamentaleigenschaften  der  Function  gekommen. 
Dieses  Resultat  wird  von  Herrn  Freuet  im  Wesentlichen  repro- 
dacirt,  doch  ist  die  Methode  und  der  Oang  insofern  geändert, 
als  die  Rechnungen,  welche  Herr  Schellbacb  schnell  absolvirt, 
um  zu  den  Anwendungen  zu  kommen,  in  strengerer  und  mehr 
naturgemässer  Weise  behandelt  sind.  M. 

M.  Krause.    Zur  Transformation  der  Modulargleichungen 
der  elliptischen  Functionen.     Heidelberg.  Winter. 

Der  erste  Theil  der  Arbeit  enthält  eine  Verallgemeinerung 
der  Hermite'schen  Verwandlungstafeln  der  elliptischen  Nodular- 
functionen.    Biese  Tafeln  drücken  die  Functionen 


»(^)  -^  H^) 


durch  y(r),  %ff(t)  und  Exponentialgrössen  aus,  wenn  L'  j*     =1 

FoTtochr.  d.  Math.  V.  1.  17 
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ist  (S.  Hertnite,  sur  la  rösolation  de  T^qu.  du  5.  degrä.  G.  B. 
XL  VI;  Königsberger,  Clebsch  Ann.  III;  Schläfli,  Borcbardt  J. 
LXXII).  Diese  Tafeln  werden  nun  auf  eine  allgemeine  Trans- 
formation n'^"  Grades  ausgedehnt,  wo  n  eine  beliebige  ganze 
Zahl  ist.  Der  zweite  Theil  der  Arbeit  enthält  den  Beweis  des 
Galois'sehen  Satzes,  dass  sich  der  Grad  der  Modulargleiehungen, 
die  zu  einer  Transformation  des  5*^",  7**"",  11*«"  Grades  gehören, 
durch  eine  rationale  Substitution  um  die  Einheit  verringern  lasse. 
(Vgl.  Hermite,  C.  K.  XLIX;  König,  Zur  Theorie  der  Modular- 
gleiehungen, 1871,  s.  F.  d.  M.  IV.  p.  217).  M. 

H.  J.  S.  Smith.    On  modular  equations.   Rep.  Brit.  Ass.  1873. 

Csy. 

L.  Kiepert.     Siebzehntheilung  des  Lemniscateimmfaiigs 
durch  alleinige  Anwendung  von  Lineal  und  Cirkel. 
Borchardt  J.  LXXV.  255-263. 

L.  Kiepert.     Zusatz  zu  der  Abhandlung  über  Siebzehn- 
theilung der  Lemuiscate  S.  255  dieses  Bandes. 

Borchardt  J.  LXXV.  343. 

Abel  hat  in  seinen  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques^ 
(Oeuvres  I,  141)  gezeigt,  dass  man  durch  alleinige  Anwendung 
von  Lineal  und  Cirkel  den  Umfang  einer  Lemniscate  in  »  gleiche 
Theile  theilen  kann,  wenn  n  eine  Primzahl  von  der  Form  2^  +  1 
ist.  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist,  diese  Theilung  für  den 
speciellen  Fall  v=4  geometrisch  auszuführen.  Die  Aufgabe  wird 
zur&ckgeftlhrt  auf  die  Lösung  der  Gleichung  vierten  Grades: 
a:*+(12+20t)a?*+(-10±280a?'+(~20+120a;+'l±4t  =  0, 
deren  Wurzeln  sind 

**(r^)'  ^'(i^i)  v*(i|i?)  »'(i^ii)' 

wo 

II  =  /   -y=s=ry    r  =  Sin  am  u  =  ?>(«), 
%    VI— r* 

und  2m  die  eine  Fuudamentalpenode  dieser  Function,  d.  b.  der 
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LeiQDiscatenquadrant  ist.  Die  Herstellung  der  Wurzeln  obiger  biqua- 
dratischen Gleichung  und  die  Ausflihrung  der  geometrischen  Con- 
struction  bietet  weiter  keine  Schwierigkeiten. 

In  dem  ^Zusatz'^  bemerkt  Herr  Kiepert,  dass  er  inzwischen 
auf  eine  Arbeit  von  Wiehert:  „Die  Fünf-  und  Siebzehntheilung 
der  Lemniscate^  (Pr.  ConitZ;  1846)  aufmerksam  gemacht  sei,  in 
der  die  Lösung  des  Problems  ebenfalls  auf  die  obige  biquadra- 
tische  Gleichung  zurttekgefllhrt  ist.  M. 


L.  Kiepert.     Wirkliche  Ausführung  der  ganzzahligen 
Multiplicatiou  der  elliptischen  Functionen.    Borchardt  J. 

LXXVI.  21-33. 

Die  beiden  Methoden,  nach  welchen  das  Problem  der  ratio- 
nalen Multiplication  der  elliptischen  Functionen  in  Angriff  ge- 
nommen und  theoretisch  vollständig  gelöst  werden  kann,  finden 
sich  auseinandergesetzt  in  dem  Werke  des  Hen*n  Königsberger 
„Die  Transformation,  die  Multiplication  und  die  Modulargleicbungen 
der  elliptischen  Functionen",  Leipzig,  Teubner,  1868.  Auch  für 
die  von  Herrn  Weierstrass  eingeführten  Functionen  a{u)  und  p(u) 
sind  die  entsprechenden  Multiplicationsformeln  bereits  früher  auf- 
gestellt  (vgl.  Felix  Müller,  De  transformatione  functionum  ellip* 
ticarum,  ^Diss.  Berlin,  1867,  und  Max  Simon,  De  relationibus 
ioter  constantes  etc.,  Diss.  Berlin,  1867).  Die  wirkliche  Ausfüh- 
rung, welche  dort  für  einzelne  Primzahlgrade  gemacht  ist,  ist 
allerdings  illr  grössere  Multiplicatoren  mit  grossen  algebraischen 
Schwierigkeiten  verbunden.  Desshalb  sollen  in  der  vorliegenden 
Arbeit  diese  Multiplicationsformeln  für  jeden  beliebigen  ganz- 
zahligen Multiplicator  in  völlig  übersichtlicher  Gestalt  ausgeführt 
werden.  Das  Resultat  erscheint  in  Form  einer  Determinante, 
und  insofern  wohl  in  übersichtlicher  Gestalt;  allein  diese  Deter- 
minante enthält  noch  die  Ableitungen  der  Function  p(u),  die  bei 
einer  wirklichen  Ausführung  durch  p{u)  ausgedrückt  werden 
müssen,  wodurch  auch  hier  die  wirkliche  Ausrechnung  der  De- 
terminante für  grössere  Multiplicatoren  immer  noch  sehr  com- 
plicirt  ist.  M. 

17» 
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L.  Kiepert.     Auflösung  der  Tmnsformationsgleichungeii 
und  Division  der  elliptischen  Functionen.     Borchardtj. 

LXXVI.  34-44. 

Während  sich   die  Weierstrass'sche  Function   (s.   F.  d.  M. 

II,   240)  p{nu)    als    rationale   Function    von  p(u)    ausdrücken 

lässt,    ist  das  Umgekehrte   nicht   der  Fall.      Doch    lässt  sich 

jene    die    Function   p(nu)    darstellende    Gleichung    nach  p(n) 

auflösen,  wenn  man  die  Grössen  p( \  pf j  wo  2«,  2w' 

die  Fundamentalperioden  der  Function  p'(tf)  sind,  (s.  F.  d.  M. 
II,  p.  241),  als  gegeben  betrachtet.  Der  Verfasser  bildet  in  vor- 
liegender Arbeit  die  Wurzelausdrucke  selbst,  indem  er  die  Lösung 
der  Gleichung  vom  Grade  n*  auf  die  Lösung  zweier  Gleichungen 
71*''"  Grades  zurückführt,  welche  aus  der  Transformsition  w'" 
Grades  hervorgehen.    Die  Darstellung  gilt  für  ganz  beliebige  «. 

M. 

G.  ToRELLi.    Di  alcuni  integrali  formati  d'agl'  integrali 
ellittici  e   di  qualclie  loro  applicazione.       Battagiini  G. 

XL  17-37. 
Man  hat  bisher  äusserst  selten  die  elliptischen  Integrale  ak 
Functionen  ihres  Moduls  betrachtet.  Liouville  hat  gezeigt  (Liou- 
ville  J.  IV,  441),  dass  sich  dieselben  durch  den  Modul  weder  unter 
endlicher  Form  noch  als  algebraische,  Exponential-  oder  logarith- 
niische  Functionen,  noch  als  bestimmte  ^Integrale,  deren  obere 
Grenze  eine  Function  des  Moduls  ist,  ausdrücken  lassen;  woraus 
zu  schliessen  ist,  dass  die  elliptischen  Integrale  als  Functionen 
des  Moduls  Transcendenten  höherer  Art  sind,  denn  als  Functionen 
der  Amplitude.  Herr  Torelli  beschäftigt  sich  mit  den  Integralen, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  das  Product  aus  irgend 
einer  positiven  oder  negativen  Potenz  des  Moduls  und  einem 
elliptischen  Integral*  in  Bezug  auf  den  Modul  integrirt.  Wenn 
F{fp,k),  E{q>,k)  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung bezeichnen,  so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Legendre- 
schen Gleichungen: 
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—  smqp  cosqp 


(8.  Legendre,  Exercices  de  Calcol  Int^al,  I,  §  43)  und  der  ent- 
sprechenden ftlr  U  die  Formel: 

«'/**»•  F(ff,  k)  dk  =  (m—iy    fk"^^F(fp,  k)  d*  +  *«*-'  Eiq>,  k) 

I*      ntk^*  dw 
-  m  *'"-»  ft"  F(y,  A)  -  Bin  q>  cos y  y^ ^7====^, 

and  eine  entsprechende  fttr 

Durch  Combination  der  aas  diesen  Gleichungen  ftlr  verschiedene 
Werthe  des  m  resultirenden  erhält  man  die  Formeln: 

fe^^-^Fisp,  *)  ^*  =  ^2'nr  fc2«-v-2  \nrE{(p,  k) 

-  (2n-2r-2)«,A"*'(9>,*)+0O8?>  Vi—*'  »in*  <p  •'jS  n.sin^'-'-'yl 
und  analoge  f&r 

fk^'-^F(g>,k')dk,    fl^dk^  /k^'F{<p,V)dk,  f^^dk. 

Im  Folgenden  werden  die  entsprechenden  Formeln  für  die 
elliptischen  Integrale  der  zweiten  Gattung  und  darauf  die  spe- 

ciellen  Formeln  Iflr  9  =  -^  aufgestellt.  Die  gefundenen  Resul- 
tate lassen  sich  anwenden  auf  die  Vereinfachung  der  vollständi- 
gen Integrale  einiger  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.  H. 
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O.  SiMONY.     Lösung  des  Integrals 

x^dx 


^=/: 


y{a+bx+cx^y 

durch  elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung,  vorausgesetzt,  dass  «,  ft  beliebige  ganze  posi- 
tive oder  negative  Zahlen  bedeuten.     Grunert  Arcb.  LV. 

193-210. 
Es  wird  zunächst  durch  Reductionsformeln  dargetban,  dass 
sich    obiges  Integral   in   allen  Fällen   auf  eines  oder  zwei  der 
Integrale 

/dx         p  dx  r*    dx  /•     dx 

TZi     /  ^di     /  ~^^      /  ~TZ' 
yx      ^    ]^x'      ^     x^X       ^     xiV 

wo  \^  a-\-bx-\- cx^  gesetzt  ist,  zurückführen  lasse.    Diese  wer- 
den alsdann  mittelst  der  Substitutionen: 


a  \-bx  +  cx'z=y''      y  =:«-}-»',     ^6  —  \^ a  ^ s  -  ig  ^. 
wo 


"~  »        4c 

ist,  je  nachdem  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  pocitiv  oder 
negativ  ist,  durch  die  Normalformon  der  elliptischen  Integrale 
erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  ausgedrückt.  Falls  4öc— 6'  =  0 
ist,  lässt  sich  U  auf  algebraische,  logarithmische  oder  kreisför- 
mige Functionen  zurückfuhren.  Der  Herr  Verfasser  behält  sich 
eine  ähnliche  Darstellung  des  Integrals 

/  '* 
-     }^{a  +  bx  +  cxy 

für  eine  weitere  Abhandlung  vor.  Hr. 

Posse.    Sur  les  fonctions  semblables  k  Celles  de  Legendre. 

Dise.  St.  Petersb'ourg  1873. 
Gegenstand   dieser  Arbeit  ist  eine  Auseinandersetzung  der 
Eigenschaften  von  ganzen  Functionen,  die  von  Jacobi  in  seinen 
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^Untersuchungen  über  di«  Differentialgleichung  der  hypergeome- 
trischen  Reihe"  (Math.  Werke  Bd.  III),  sowie  von  Th6bycheff 
(8.  F.  d.  M.  IL  p.  157)  behandelt  worden  sind.  Ke,  (0.) 

J.  Thomae.      Beitrag  zur  Theorie  der  Aberschen  Func- 
tionen.     Borchardt  J.  LXXV.  224-254. 

Es  handelt  sich  um  das  Problem,  den  Logarithmus  einer 
iS'- Function  durch  Integrale  algebraischer  Functionen  auszu- 
drücken, bei  welchem  es  darauf  ankommt,  eine  Constante,  etwa 
log*(0, 0, -.0),  als  Function  der  Klassenmoduln  eines  Systems 
algebraischer  Functionen  darzustellen.  In  einer  früheren  Arbeit 
(Borchardt  J.  LXVI,  95)  hatte  Herr  Thomae  nach  der  von  Rie- 
mann  angegebenen  Methode,  d  logi9'(0, 0,  ...0)  als  eine  lineare 
Function  der  Differentiale  jener  Elassenmoduln,  deren  Coefficien- 
ten  aus  algebraischen  Functionen  und  deren  Integralen  zusammen- 
gesetzt sind,  ausgedrückt.  Bis  jetzt  war  aber  die  Integration 
dieser  Differentialgleichung  nur  für  den  Fall  zweiwerthiger  Func- 
tionen gelungen,  (durch  die  Arbeit  des  Herrn  Thomae,  Borchardt 
J.  LXXI,  201 ;  s.  F.  d.  M.  11,  244).  In  der  vorliegenden  Arbeit 
wird  die  vollständige  Integration  geleistet,  indem  sie  darauf  zu- 
rückgeführt wird,  eine  algebraische  Function  herzustellen,  deren 
Verzweigung  und  deren  Punkte  Null  und  Unendlich  gegeben 
sind.  Zu  dem  Ende  wird  in  einer  von  der  Riemann'schen  (Grelle 
J.  LIV,  143)  wenig  verschiedenen  Weise  die  Riemann*scbe  Fläche 
T  durch  ein  canonisches  Schnittnetz  in  eine  einfach  zusammon- 
bängende  Fläche  T  zerlegt.  Die  Reciprocität  zwischen  solchen 
canonischen  Schnittnetzen  und  dem  System  ganzzahliger  Goeffi- 
cienten,  welche  in  den  (von  Herrn  Eronecker)  sogenannten  „Abel- 
sehen  Transformationsrelationen^^  besteht,  fhhrt  zu  Resultaten, 
die  im  Wesentlichen  bereits  in  der  früheren  Arbeit  des  Herrn 
Thomae  „lieber  einige  Sätze  der  Analysis  situs^'  (Schlömilch  Z. 
Xn,  361)  und  in  seiner  Inauguraldissertation  über  die  Transfor- 
mation der  i9'-Functionen,  Göttingen  1864,  enthalten  sind.  Da 
eine  Rieikiann'sche  Fläche  T  durch  ihre  Verzweigungswerthe 
*!,  ftg,  . . .  nicht  völlig  bestimmt  ist,  so  lassen  sich  „im  Wesent- 
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liehen  gleiche  Flächen^'  unterficheiden,  d.  h.  solche,  die  eine  ver- 
schiedene Ansicht  darbieten,  obgleich  sie  ohne  ihren  Gharacter 
zu  ändern,  aufeinander  zurttckfUhrbar  sind.  Nun  wird  gezeigt, 
dass  immer  eine  wie  T  verzweigte  algebraische  Function  s  eiis- 
tirt,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  ein  beliebiger  Yerzweigungg- 
punkt  k  in  der  ganzen  Fläche  T  herumgeführt  und  so  an  seinen 
Platz  zurückgebracht  wird,  dass  eine  der  ursprunglichen  gleiche 
oder  im  Wesentlichen  gleiche  Fläche  entsteht.  Um  nun  die  ge- 
suchte Function  herzustellen,  betrachtet  Herr  Thomae  eine 
t9''Function,  welche  durch  folgende  Gleichung  definirt  ist: 

—X 

worin  die  h  und  g  ganze  Zahlen  sind,  die  Summationen  im  Ex- 
ponenten sich  auf  fifi\  die  äusseren  auf  mj ,  i»,, . . .  titp  beziehen  und 

_*log|ila'l 

ist,  und  die  Moduln  a^^'  die  Periodicitätsmoduln  der  Functionen 
H  (nach  Kiemann,  Borchardt  J.  LIV,  145)  an  den  Querschnitten 
eines  Netzes  V  sind.  |  Aw  \  ist  die  aus  p'  Elementen  ^j,i, ili,2, ...Ap, 
gebildete  Determinante.  S'h^g  bezeichnet  eine  Thetafunction,  deren 
sämmtliche  Argumente  Null  sind.  Die  gesuchte  Function  ist 
dann  das  Product  der  achten  Potenzen  aller  Functionen 

welche  nicht  identisch,  d.  h.  für  beliebige  Lagen  der  Verzwei- 
gungspunkte in  T  verschwinden.  Diese  Function  f(A,B\  die 
nur  von  Periodicitätsmoduln  A,  B  abhängt,  ist  eine  einwerthige 
Function  einer  Riemann'schen  Fläche  (JSf),  wenn  man  diese  Func- 
tion als  Function  eines  beliebigen  Verzweigungswerthes  k  der 
Fläche  T  ansieht.  Die  Betrachtung  des  Falles,  wo  k  auf  einen 
Verzweigungspunkt  fällt  und  ihn  aufhebt,  ergiebt,   dass  f  eine 

Slog^ 
algebraische  Function.      Die    Darstellung    der    Function  -g^ 

als   eine  algebraische   in   K  einwerthige  Function  fBhrt  auf  die 
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Bestimmung  der  Punkte  der  Flftehe  K,  in  welchen  f  verschwindet 
und  unendlich  wird.  Jetzt  sind  es  nur  noch  rein  algebraische 
Operationen,  mit  deren  Hülfe  *(0,0,  ...0)  aus  der  Function^ ^ 
hergeleitet  wird.  M. 


John  C.  Malet.     On  the  reduction  of  Abelian  Integrals. 

Borchardt  J.  LXXVI.  97-112. 
Gegenstand  der  Arbeit  ist  der  Beweis  und  die  Entwickeiung 
einiger  Folgerungen  des  nachstehenden  Satzes:    ^Bestehen  zwi- 
schen den  2m — 1  Moduln  k,  k^,  k^, ...  k2m^2  die  Gleichungen 

&  =  ftj  fcj  =  i,  ij  =  •  •  •  =  Ar2m— 3  fem— 2, 

SO  lassen  sich  1)  die  Integrale 

r'        dx  Z*^      a?'<te  A     x'^'^dx 

J       Jl.n^i(h,x)  '    J        J2r^l{k,x)  '    '  "  7       Jjm-l  {k,x)  ' 

/**  dx  Z*^  dx /•*       dx 

y   {l--x')J,„,^^{k,x)  '   ^(l-*V)z/2m-,(*,a:y     y^J2«.i(M)' 

worin 

^2«.-i(*,aj)  =  |^( l -«•) (1— *•  a;')  ( l-Ä^  a?')  . . .  (l-««-2 x') 
ist,  ausdritcken  durch 

p      dy,  fy    yMy  /-y  y^m^Ody 

y  Z/.-I  (A,y)  '      y  ^m-,(Ä,y)  '  "  •  V     ^m^i(A,y)  '     • 
2)  hängt  das  Integral 


/• 


dx 


ab  von  denselben  Integralen  und  von  Integralen  der  Form 
n  dy 

Der  Beweis  wird  getrennt  gegeben  ftar  die  beiden  Fälle,  wo 
m  grade  und  wo  es  ungrade  ist.  Im  ersten  Falle  ist  die  An- 
zahl der  Moduln  in  den  reducirten  Integralen  gleich  m— 1;  im 
zweiten  Falle  ergiebt  sich  diese  Anzahl  gleich  m^  so  dass  hier 
unter  den  reducirten  Integralen  einige  von  der  Form 
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0 

auftreten. 


findet  man,  indem  dasselbe  in  die  Form  gebracht 

7*"°  008 (fl— 6)  a?da?  _  ,     r*_cog(a+6)£d^ 


Die  obigen  Relationen  zwischen  den  Moduln  k  sind  aber 
nicht  die  einzigen,  für  welche  unser  Theorem  gilt.  Es  giebt 
deren,  wie  der  Herr  Verfasser  zeigt,  noch  andere,  z.  B. 

k  =  /k]  +  kl-k]kl  =  ^kl'+kl-klkl  =  ..., 

I 

Wenn  f(x)  eine  algebraische  Function  vom  uugraden  Grade      | 
2m-\'l  ist,  so  lassen  sich  die  Aberschen  Integrale 

r^    dx  f^xdx  f'  x'^'-^dx  r""  dx 

immer  auf  die  obigen  Formen 

f'         dx 

zurUckftihren.    Ein  Zusatz  betrifft  die  Reduction  dieser  Integrale, 
wenn  f(x)  vom  Grade  2m4-2  ist.  M. 

J.  .W.  L.  Glaisher.  On  the  evaluatiou  of  a  class  of 
definite  Integrals  involving  circular  functions  in  the 
numerator  and  powers  of  the  variable  only  in  the 
denominator.     Proc  of  L.  M.  s.  IV.  291-302. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  der  Hauptzweck  der  Arbeit  am 
besten  durch  ein  Beispiel  erläutert,  werde.  Den  Werth  des 
Integrals 

/^  sinaa?sin6a?rfg 
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und  dann  jedes  Glied  der  Formel 


/ 


2r(n)        nn 


berechnet  wird.    Das  Resultat  ist 

=  ^  j(a+fr)*-  (a~fr)*j,    (a>6). 

Die  Methode  ist  ungenau,  denn,  da  die  beiden  zusammensetzen- 
den Integrale  wirklich  unendlich  sind^  so  ist  die  benutzte  Formel 
zur  Berechnung  ihrer  Werthe  unrichtig.  Nichtsdestoweniger 
stimmt  das  Resultat,  und  der  Verfasser  macht  sich  anheischig, 
zu  zeigen,  dass  es  allgemein  gilt;  er  schlägt  vor,  ein  ent- 
sprechendes Gesetz  einzufahren,  für  den  Fall,  wo  der  angenom- 
mene Werth  des  zusammensetzenden  Integrals  unendlich  wird 
(wenn  n  nämlich  eine  ungrade  Zahl  ist),  und  für  andere  Fälle 
der  Ungültigkeit.  Für  die  Bequemlichkeit  sowohl,  wie  für  die 
fernere  Verallgemeinerung  wird  ein  exponentieller  Factor  einge- 
führt, so  dass  die  betrachteten  Integrale  von  der  Form 

J  rc" 

0 

sind;  wo  f(x)  aus  sin  und  cos  der  Vielfachen  von  x  zusammen 
gesetzt  ist.  Cly.  (0.) 


G.  F.  Meyer.    Bemerkungen  über  den  Du  Bois-Reymond- 

schen  Mittclwerthsatz.    Clebsch  Ann.  vi.  313-318. 
Neuer  Beweis  des  genannten  Satzes  nebst  Anwendung  des- 
selben zum  Beweise  des  Dirichlet'schen  Lemma's:    „Ist 

/    c~*'y(a?)da;  für  fc>0  angebbar,  ebenso    /    ya? .  da?, 

0  0 

80  ist  der  letztere  Werth  die  Grenze  des  ersteren  filr  verschwin- 
dende k'.  St. 

H.  Weber.     Ueber  die  BesseVschen  Functionen  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  electrischen  Ströme, 

Borchardt  J.  LXXV-  75-105. 
Siehe  Abschnitt  XI,  Cap.  3. 
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H,  Weber.     Ueber  die  stationären  Strömungen  der  Elec- 
tricilät  in  Cylindern.     Borchardt  J.  LXXVI.  1-20. 

Siehe  AbBchnitt  XI,  Gap.  3. 
L.  Gegenbauer.     Ueber  die  Function  AJ.    wieo.  Ber.  is73. 

(11  Seiten). 

Zunächst  wird  die  Potenz  x""  nach  den  Functionen  X^  (s. 
die  früheren  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers  in  den  Wien.  Ber. 
LXV  und  LXVI;  F.  d.  M.  IV,  223  sq.)  entwickelt  in  die  Reihe: 

^^ nin) Firm  ,    m4-2ii— 4     „ 

^  ""  mCm+2)...(m+2ii  -  2)  L^  "^  2         ^""^ 

(nt-f  2n-8)  (m4-2n^2)  „-     ,       1 
+ jri Jf«-4+-'-J, 

woraus  sich  sofort  die  Entwickelung  einer  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  X  geordneten  Function 

ergiebt.  In  den  resultirenden  Formeln  sind  die  in  der  Abhand- 
lung: „Entwickelung  nach  den  Functionen  X^'  '^*"',  Wien.  Ber. 
LXVI,  415-421,  aufgestellten  Gleichungen  als  specielle  Fälle  ent- 
halten. Eine  Reihe  bemerkenswerther  Formeln  erhält  nun  Herr 
Gegenbauer,  indem  er  für  <p(x)  einige  specielle  Functionen 
einfuhrt,  z.  B. 

Hieraus  lassen  sich  wieder  eine  Reihe  bestimmter  Integrale  ab- 
leiten, sowie  Darstellungen  von  cosy,  siny,  e^  durch  Bessersche 
Functionen,  und  andere  in  die  Theorie  dieser  letzteren  Functionen 
gehörige  Formeln.  M. 

H.  Weber.     Ueber  eine  Darstellung  willkürlicher  Func- 
tionen durch  Bessersche  Functionen,      ciebsch  Ann.  vi. 

146-161. 
Herr  G.  Neumann  hat  zuerst  die  Darstellung  einer  Function, 
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die  für  alle  Punkte  eiDer  Ebene  willkürlich  gegeben  ist,  durch 
Besserscbe  Functionen  gegeben.  Herr  Weber  entwickelt  hier 
eine  verwandte  Darstellangsweise  für  eine  Function,  die  in  der 
ganzen  Ebene,  soweit  sie  ausserhalb  eines  gegebenen  Kreises 
liegt,  willkürlich  gegeben  ist.  Zu  dem  Ende  werden  zunächst 
die  beiden  particularen  BesseFschen  Functionen,  Jn(x)  und  Kn(x), 
aus  denen  sich  alle  der  Differentialgleichung 

genügenden  Besserschen  Functionen  «***'"  Ordnung  (im  weiteren 
Sinne  des  Wortes)  linear  zusammensetzen  lassen,  zweckmässig 
ausgewählt,  und  einige  ihrer  Eigenschaften  untersucht.  Darauf 
wird  eine,  der  G.  Neumann'schen  Darstellung  einer  zwischen  den 
Grenzen  0<r<oc,  0<y<2^  willkürlichen  Function  /'(r,  9) 
darch  ein  dreifaches  Integral  (s.  C.  Neumann,  AUgem.  Lösung 
des  Problems  über  den  stat.  Temperaturzustand  etc.,  Halle  1862; 
du  Bois-Reymond,  Clebsch  Ann.  IV,  367)  analoge  Darstellung  mit- 
getheilt  für  Functionen,  die  nur  für  Argumente  >1  willkürlich 
gegeben  sind,  durch  BesseFsche  Functionen,  welche  für  den  Werth 
1  des  Arguments  verschwinden.  Dabei  wird  die  Möglichkeit  der 
Darstellung  vorausgesetzt,  und  unter  dieser  Voraussetzung  die  be- 
treffende Form 


<r<cc) 


hergeleitet,  wo 

/;(a,  r)  =  Kn{a) .  Jn(«r)  -  J,(a)  •  Jif„(ar). 

Von  den  mancherlei  physikalischen  Aufgaben,  zu  deren  Lö- 
sung die  gefundene  Formel  benutzt  werden  kann,  nimmt  Herr 
Weber  die  folgende  heraus:  „Es  soll  eine  Function  bestimmt 
werden,  welche  für  alle  Punkte  ausserhalb  eines  unbegrenzten 
Cylinders  mit  kreisförmigem  Querschnitt  der  Differentialgleichung 
genügt: 

die  an  der  CylinderoberflSche  und  fUr  Punkte  im  Unendlichen 
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verschwindet  und  im  ganzen  Räume  ausserhalb  des  Cylinders 
mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist^  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen aber  beliebigen  Punktes,  in  welchem  sie  unstetig  werden 
soll  wie  die  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirte  reeiproke 
Entfernung  von  diesem  Punkte^'.  Physikalisch  deuten  kann  man 
diese  Function  entweder  als  das  Potential  der  durch  einen  ein- 
zelnen electrischen  Massenpunkt  auf  dem  zur  Erde  abgeleiteten 
Gylinder  inducirten  statischen  Electricität;  oder  als  die  Spannung 
im  Fall  der  stationären  Strömung,  wenn  der  Eintritt  der  Elec- 
tricität in  einem  Punkt  eines  unbegrenzten  Leiters  stattfindet,  in 
welchem  der  Cylinder  eingetaucht  ist,  vorausgesetzt,  dass  der 
Gylinder,  der  mit  dem  andern  Pol  der  Kette  verbunden  ist,  eio 
sehr  viel  höheres  Leitungsvermögen  besitzt,  als  die  umgebende 
Substanz.  Auf  zwei  verschiedenen  Wegen  ermittelt  Herr  Weber 
diese  Green'sche  Function.  M. 
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Achter  Abschnitt 

Reine,  elementare  und  synthetische 
Geometrie. 

Capitel  L 

Principien  der  Geometrie. 

F.    Klein,      lieber    die    sogenannte    Nicht  -  Euklidische 
Geometrie.    (Zweiter  Aufsatz).     Clebsch  Ann.  vi.  112-140. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  die  sich  an  eine  frühere  Über 
denselben  Gegenstand  anschliesst  (s.  F.  d.  M.  III,  p.  231),  zertällt 
in  zwei  Abschnitte.  Der  erste  beschäftigt  sich  mit  dem  Begriffe 
einer  Mannigfaltigkeit  von  constantem  Krttmmungsmasse  und  ihrer 
Beziehung  zur  projectivischen  Mannigfaltigkeit  Wie  der  Herr 
Verfasser  inzwischen  in  seinem  Erlanger  Antritts-Programme  aus- 
führlicher erörtert  hat,  wird  eine  Mannigfaltigkeit  von  beliebig 
vielen  Dimensionen  durch  die  ihr  adjungirte  Transformations- 
gruppe characterisirt,  so  die  projectivische  Mannigfaltigkeit  durch 
die  allgemeinen  linearen  Transformationen.  In  derselben  Art 
fällt  die  Beilegung  eines  constanten  Erttmmungsmasses  zusammen 
mit  der  Forderung  freier  Beweglichkeit  starrer  Körper.  Es  ist 
aus  den  Arbeiten  von  Beltrami  (siehe  F.  d.  M.  I,  p.  208)  bekannt, 
dass  in  einer  Mannigfaltigkeit  von  constantem  Krümmungsmasse 
die  Variablen  so  gewählt  werden  können,  dass  die  geodätischen 
Linien  durch  lineare  Gleichungen  dargestellt  sind,  dass  ferner 
bei  dieser  Coordinaten-Bestimmung  die  Transformationen,  welche 
die  Massverhältnisse  ungeändert  lassen,  durch  lineare  Gleichungen 
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ausgedrückt  werden.  Daraus  wird  man  schliessen,  dass  die  Be- 
handlung einer  Mannigfaltigkeit  von  constantera  Krümraungsmasse 
in  der  prqjectivischen  Behandlung  enthalten  ist  —  was  nach  dem 
ersten  Aufsatze  des  Herrn  Klein  so  ausgedrückt  werden  kann: 
die  Gruppe  von  Transformationen,  welche  die  Massbestimmung 
in  einer  Mannigfaltigkeit  von  constantem  Krümmungsmasse  un- 
geändert  lassen,  besteht  bei  passender  Coordinaten-Bestiramung 
aus  der  Gruppe  derjenigen  linearen  Transformationen,  welche 
eine  quadratische  Gleichung  (von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante) in  sich  überführen.  Hierzu  tritt  noch  die  Annahme, 
dass  diese  Gleichung  eine  definite  oder  eine  solche  sei,  die  sich 
durch  eine  reelle  Transformation  in  eine  Summe  von  Quadraten 
verwandeln  lasse,  in  der  alle  Quadrate  bis  auf  eines  gleichbe- 
zeichnet sind.  Der  erste  Fall  liefert  ein  positives,  der  zweite 
ein  negatives  Krümmungsmass.  Di^enigen  Coordinaten,  durch 
welche  die  kürzesten  Linien  linear  ausgedrückt  sind,  sind  nach 
einem  bekannten  Satze  der  projecti vischen  Geometrie  Doppel- 
verhältnisse, die  sich  nunmehr  nach  dem  Vorgang«  von  Cayley 
als  Functionen  der  Entfernungen  bestimmen  lassen. 

Im  2*^*"  Abschnitte  wird  die  im  ersten  Aufsatze  des  Herrn  Ver- 
fassers aufgestellte  Behauptung  bewiesen,  dass  für  die  von  v.  Staudt 
in  seiner  Geometrie  der  Lage  gegebene  Begründung  der  pro- 
jectivischen  Geometrie  das  Parallelen  -  Axiom  unwesentlich  sei. 
Es  lässt  sich  durch  die  von  v.  Staudt  gebrauchten  Schlüsse  der  Satz 
zeigen:  „In  einem  begrenzten  Räume  sei  eine  unendliche  Zahl 
überall  stetig  gekrümmter,  nur  durch  die  Begrenzung  geendigter 
Flächen  gegeben,  welche  die  folgende  Gruppirung  besitzen: 

1)  Durch  drei  beliebig  angenommene  Punkte  des  gegebenen 
Raumes  gebt  eine  und  nur  eine  Fläche  des  Sjstemes  hindurch. 

2)  Die  Durchschnitts-Curve,  welche  zwei  Flächen  des  Syste- 
mes  gemein  haben  können,  gehört  allen  Flächen  an,  die  zwei 
Punkte  der  Curve  enthalten". 

„Für  ein  solches  System  von  Flächen  und  Curven  gilt  die 
projectivische  Geometrie  in  demselben  Sinne,  wie  gemäss  den 
gewöhnlichen  Vorstellungen  für  das  System  der  Ebenen  und  Ge- 
raden in  einem  beliebig  begrenzten  Raume^^ 
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Was  diesen  Satz  merkwürdig  macfat,  ist,  dass  ein  analoger 
Satz,  den  man  fQr  die  Ebene  formuliren  möchte ^  nicht  existirt. 
Damit  erweist  sich  der  Vorgang  von  v.  Staudt,  der  zur  Begrün- 
dung der  projectivischen  Geometrie  anch  der  Ebene  räumliche 
Verhältnisse  heranzieht,  als  dem  Wesen  der  Sache  entsprechend. 
Uebrigens  enthält  die  Reihe  der  dabei  vorkommenden  Schlüsse 
eine  Lücke,  worüber  indess  bereits  eine  neue  Mittheilung  des 
Herrn  Verfassers  vorliegt  St. 

G.  Freye.  lieber  eine  geometrische  Darstellung  der 
imaginairen  Gebilde  in  der  Ebene.    Jena.   Noüenhahm. 

P.  Cassani.     Intorno  alle  ipotesi  fondainentali  della  geo- 

metria.     BatUglini  G.  XI.  333-349.  Kln. 

W.  FaAHM.     Habilitationsschrift.     Tübingen. 

F.  LiNBEMANN.  üeber  unendlich  kleine  BeAvegungen 
starrer  Körper  bei  allgemeiner  projectivischer  Mass- 
bestimmung.     Erlang.  Ber.  1873.  28.  Juli.  Clebach  Ann.  VIL  56-144. 

E.  d'OviDio.     Studio  sulla  geometria  projettiva. 

BrioBchi  Ann.  (2)  VI.  72-101. 

H.  Stahl.     Ueber  die  Massfunctionen  der  analytischen 

Geometrie.      Pr.  Berlin. 

Die  Entwickelung;  welche  die  sogenannte  Nicht-Euklidische 
Geometrie,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  von  Cayley  begründete 
projectiyische  Massgeometrie  in  neuerer  Zeit  gefunden  hat,  musste 
die  Ausdehnung  gewisser  bei  gewöhnlicher  Massbestimmung  be- 
kannter Betrachtungsweisen  und  Aufgaben  auf  die  verallgemei- 
nerte Massbestimmung  ebenso  interessant  als  wichtig  erscheinen 
lassen.  Die  f&nf  vorstehend  genannten  Abhandlungen,  von  den 
verschiedenen  Verfassern  unabhängig  und  fast  gleichzeitig  aus- 
gearbeitet, ergreifen  alle  die  hiermit  bezeichnete  Problemstellung, 
so  dass  nur  ein  gemeinsames  Referat  über  dieselben  am  Platze 
schien.  Die  Massfunctionen,  wie  sie  im  Räume  von  3  Dimensionen 
zu  betrachten  sind,  mag  man  in  solche  der  ersten,  zweiten  und 
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dritten  Stufe  eintheilen.  Der  Abstand  zweier  Punkte,  der  Winkel 
zweier  Ebenen  sind  Beispiele  für  die  erste  Stufe,  der  Dreieckß- 
und  Tetraederinhalt  bez.  für  die  zweite  und  dritte.  In  der  Ebene, 
in  der  nur  2  dieser  Stufen  auftreten,  kannte  man  die  analyti- 
schen Ausdrücke  flir  die  entsprechenden  Grössen  auch  bei  pro- 
jectivischer  Massbestimmung  vollständig  (die  Formeln  der  sphä- 
rischen Trigonometrie),  dagegen  waren  für  den  Raum  nur  erst 
die  Entfernung  zweier  Punkte  und  der  Winkel  zweier  Ebenen 
explicite  dargestellt.  Die  Aufgabe,  einen  Ausdruck  zu  construiren, 
der  dem  von  der  gewöhnlichen  Geometrie  her  bekannten  Mo- 
mente zweier  Raumgeraden  analog  wäre^  bildet  in  den  vorge- 
nannten Arbeiten  von  Lindemann, *Ovidio,  Stahl  den  Ausgangs- 
punkt und  Ovidio  giebt  eine  Deutung  desselben:  das  Moment 
zweier  Geraden  ist,  bis  auf  einen  numerischen  Factor,  gleich 
dem  Producte  der  beiden  gemeinsamen  Perpendikel,  welche  die 
beiden  Linien  gemäss  den  projectivischen  Vorstellungen  besitzen. 
Lindemann  andererseits  interpretirt  das  Moment  mit  Hülfe  ge- 
wisser auf  die  beiden  Geraden  bezüglichen  Doppelverhältnisse  und 
ist  dadurch  in  der  Lage,  überhaupt  von  einem  Momente  zweier 
linearen  Complexe  zu  sprechen.  Ueberdies  wird  bei  Lindemann 
und  Ovidio  eine  zweite  Massfunction  aufgestellt,  die  Lindemann 
die  Neigung,  Ovidio  das  Comoment  der  beiden  Geraden  nennt, 
und  welche  gleich  ist  dem  Momente  der  einen  Geraden  in  Bezug 
aut  die  absolute  Polare  der  anderen. 

Dabei  geben  Ovidio,  Lindemann  und  Stahl  das  Moment  der 
zwei  Geraden  in  einer  Form,  in  welcher  seine  Zusammensetzung 
aus  den  Coordinaten  der  beiden  Geraden  (im  Plücker  -  Cayley- 
schen  Sinne)  ersichtlich  ist.  Ein  interessanter  Satz,  der  sich  bei 
Lindemann  findet,  dass  nämlich  alle  Geraden,  welche  zwei  feste 
Erzeugende  der  Fundamentalfläche  schneiden,  gegen  eine  be- 
liebige Gerade  dieselbe  Neigung  haben,  wurde  wiederum  unab- 
hängig von  Clifl'ord  gefunden  und  der  British  Association  in  Brad- 
ford,  September  1873,  mitgetheiU,  (vergl.  auch  Proc.  ofthe  Lon- 
don Mathematical  Society  1873,  siehe  p.  280). 

Bei  Stahl,  wie  bei  Ovidio  werden  sodann  auch  Formeln  för 
die  Dreiecks-  und  Tetraederinhalte,  resp.  für  diejenigen  geome- 
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trischen  Grössen  aufgestellt,  die  diesen  Inhalten  dualistisch  ent- 
sprechen, wobei  freilich  der  Nachweis  Termisst  wird,  dass  der 
Inhalt   eines   aus   zwei  anderen  Tetraedern   zusammengesetzten 
Tetraeders  gleich  ist  der  Summe  der  beiden  Theilinhalte.    Stahl 
nimmt   dabei   Gelegenheit,   explicite   den  Inhalt    des   unendlich 
kleinen  Dreiecks,  resp.  Tetraeders  aufzustellen,  welches  durch  3 
bez.  4  consecutive  Punkte  einer  Curve   bestimmt   ist,   während 
beide,  Ovidio  und  Stahl,   weiterhin  eine  Reihe  von  Relationen 
mittheilen,  die  bei  einer  aus  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  be- 
stehenden Figur  zwischen  den  einzelnen  Massfunctionen  bestehen: 
Relationen,  die  man  als  Verallgemeinerungen  der  in  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  üblichen  Formeln  betrachten  darf.    Ovidio, 
dessen  Arbeit  wohl  wesentlich  die  Aufstellung  solcher  Relationen 
zum  Zweck  hatte,  hat  eine  Ableitung  der  entsprechenden,  auch 
sonst  bekannten  Beziehungen,  wie  sie  bei  gewöhnlicher  Mass- 
bestimmung auftreten,  unter  Benutzung  projeetivischer  Vorstellun- 
gen in  einem  Aufsatze  in  dem  Giornale  di  Matematiche  gegeben 
(s.  Abschn.  IX,  Cap.  1). 

Es  muss  hier  ferner  eine  etwas  früher  erscbienene  Mitthei- 
lung von  Schering  erwähnt  werden  (Gott.  Nachr.  1873,  13-21, 
B.  p.  27^),  die  wir  nur  desshalb  nicht  zugleich  mit  den  anderen 
Arbeiten  an  der  Spitze  dieses  Referates  aufgefllhrt  haben,  weil 
sich  ihr  Verfasser  nicht  derselben  Anschauungsweise  bedient, 
wie  die  übrigen  genannten  Autoren.  Indem  er  auf  die  Coinci- 
denz  der  Nicht- Euklidischen  Geometrie  mit  der  projectivischen 
keine  Rücksicht  nimmt,  bedient  er  sich  einer  abweichenden  Ter- 
minologie; er  redet  von  einem  Gauss'schen  und  einem  Riemann- 
schen  Räume,  wo  man  sonst  von  einem  Räume  mit  constanter 
negativer  oder  positiver  Krümmung,  oder,  in  Anlehnung  an  die 
projectivische  Anschauung,  von  einer  reellen,  nicht  geradlinigen, 
oder  von  einer  imaginären  Fundamentalfläche  spricht.  Mit  Bezug 
auf  die  vorliegenden  Fragen  theilt  er  (unter  Ausdehnung  auf  be- 
liebig viele  Veränderliche)  eben  auch  polygono  —  oder  polyedro- 
metrische  Relationen  mit. 

Stahl  entwickelt  in  seinem  Programme  dann  insbesondere, 
was  aus  der  gewöhnlichen  Theorie  krummer   Oberflächen  und 
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Raumcurven  wird,  wenn  man  projectivisehe  Massbestimmung  za 
Grande  legt.  Seine  Untersuchungen  culminiren,  in  engem  An* 
Schlüsse  an  die  Abhandlung  von  Clebsch  über  das '  Normalen- 
problem bei  Flächen  2*^'  Ordnung,  in  der  Bestimmung  der  KrQm- 
mungscurven  und  der  geodätischen  Linien  auf  den  Flächen  2^''* 
Grades.  Eigenthümlich  ist  ihm  dabei  eine  verallgemeinerte  Auf- 
fassung der  Massbegriffe;  indem  er  statt  der  Fundamentalfiäche 
zweiter  Ordnung  der  Gayley'schen  Geometrie  eine  Fläche  belie- 
biger Ordnung  setzt,  fällt  der  Begriff  seiner  allgemeinsten  Maas- 
function  nahezu  mit  dem  einer  absoluten  Invariante  eines  simul- 
tanen Systems  zusammen«  Die  geometrischen  Resultate,  betreffend 
Flächen  zweiter  Ordnung,  liessen  sich  übrigens,  wie  Stahl  selbst 
angiebt,  bei  der  bekannten  Theorie  der  von  Flächen  zweitaa 
Grades  gebildeten  confocalen  Systeme  voraussehen,  um  so  mehr, 
als  Clebsch  in  seiner  Behandlung  des  Normalenproblems  bereits 
selbst  eine  projectivische  Massbestimmung  anwandte.  Sie  finden 
sich  denn  auch  bereits  etwas  früher  in  einer  der  Noten  entwickelt, 
welche  Darboux  seinem  Buche:  Sur  une  classe  remarquable  de 
courbes  (Paris  1873,  s.  Abschn.  IX,  Cap.  3)  zugefügt  hat.  (VergL 
auch  einen  Aufsatz  von  Lttroth  in  Schlömilch  Z.  XIV.  156|  s. 
F.  d.  M.  I.  232). 

Insofern  die  Bestimmung  der  geodätischen  Linien  diejenige 
der  Curven  von  der  Länge  Null  als  besonderen  Fall  einschliesst 
und  das  Problem  der  conformen  Abbildung  einer  Fläche  auf  die 
Ebene  die  Kenntniss  eben  dieser  letzteren  verlangt,  ist  durch 
diese  £ntwickelungen  von  Darboux  und  Stahl  implicite  die  con- 
forme  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  die  Ebene  geleistet,  deren  For- 
meln (wieder  für  n  Dimensionen)  Schering  in  seiner  Note  angiebt 

Waren  die  bis  jetzt  besprochenen  Probleme  wesentlich  rein 
geometrischer  Natur,  so  beginnen  Frahm  und  Lindemann  auch 
die  mechanischen  Probleme  mit  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen 
zu  ziehen.  Die  mit  ausführlicher  Berücksichtigung  der  einschlä- 
gigen älteren  Theorieen  ausgearbeitete  Abhandlung  von  Linde- 
mann ist  namentlich  auch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  in 
allen  diesen  Fragen  zu  einem  wirklichen  anschauungsmässigen 
Erfassen  des  mechanischen  Vorganges  zu  gelangen  sucht 
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Das  erste  und  nächstliegende  Problem  ist  dabei  das  kine- 
matische^ betreffend  die  Bewegung  und  insonderheit  die  unend- 
lich kleine  Bewegung  eines  starren  Körpers.  Unter  einer  Be- 
wegung ist  dabei  eine  lineare  Tiansformation  der  Fundamental* 
fläche  in  sich  selbst  zu  verstehen.  Es  ist  bekannt,  dass  für  die- 
sen ^Gegenstand  bei  specieller  Massbestimmung  eine  grosse  geo- 
metrische Theorie  von  Poinsot,  Möbins,  Chasles  besteht ,  die  in 
neuerer  Zeit  namentlich  auch  durch  ihren  Zusammenhang  mit 
den  Vorstellungen  der  Liniengeometrie  Interesse  auf  sich  gezogen 
bat  Wie  Lindemaun  ausftlhrlioh  zeigt,  lassen  sich  diese  Sätze 
auf  allgemeine  Hassbestimmung  sämmtlich  übertragen,  erleiden 
aber  dabei  eine  mehr  oder  minder  wesentliche  Modifikation. 
Während  z.  B.  bei  gewöhnlicher  Massbestimmung  in  der  Unter- 
SQchimg  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  starren  Kör- 
pers ein  linearer  Complex  ausgezeichnet  auftritt,  sind  es  nun 
deren  zwei,  entsprechend  der  Gleichberechtigung,  welche  nun 
den  Begriffen  Translation  und  Rotation  innewohnt.  Man  mag 
überdies  die  Ausltthrungen  der  Lindemann'schen  Arbeit  als  ana- 
lytische Begründung  der  sonst  bekannten  Theorie  vom  allge- 
meinen, algebraisch-projectivischen  Oesichtspunkte  aus  betrachten. 
Dabei  ergeben  sich  naturgemäss  eine  Beihe  von  Erweiterungen 
dieser  Theorie,  wie  sie  gleichzeitig,  unter  Beschränkung  auf  ge- 
wöhnliche Massbestimmung,  von  Ball  in  den  Proceedings  der 
Boyal  Society  of  London  mitgetheilt  werden. 

Einem  bekannten,  dualen  Verhältnisse  entsprechend  stellt 
sich  neben  diese  Untersuchung  sofort  diejenige,  welche  sich  auf 
die  Zusammensetzung  der  Kräfte  am  starren  Körper  bezieht,  wo- 
bei Translations-  und  Rotationskräfte  einander  als  gleichberech- 
tigt, aber  auch  als  gleichbedeutend  gegenübertreten.  Es  ist  da- 
bei wohl  von  besonderem  Interesse,  dass,  wie  Lindemann  aus- 
fährt, der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ungeändert  er- 
halten bleibt,  insofern  er  lehrt,  aus  der  Intensität  zweier  sich 
schneidender  Kräfte  und  dem  gegenseitigen  Winkel  Grösse  und 
Lage  der  Resultante  zu  berechnen,  dass  aber  die  Gonstruction  des 
Parallelogramms  nur  noch  mit  unendlich  kleinen  Strecken  aus- 
geführt werden  kann  (vergl.  die  in  diesen  Fortschritten  IL  p.  648 
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referirte  Schrift  von  de  Tilly).  Der  Lindemann'schen  Arbeit 
bleibt  die  Frage  fern,  welche  Bewegung  ein  Körper  von  gege- 
bener Massenvertheilung  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Erfifte 
ausfuhrt;  wenn  in  ihr  von  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten die  Bede  ist,  so  bezieht  sich  dasselbe  wesentlich  auf 
die  allgemeine  Fragestellung  der  Statik.  Dagegen  giebtFrahm, 
wenn  auch  kurz  und  ohne  beweis ,  einige  analytische  Besultate 
an,  zu  welchen  er  (unter  Voraussetzung  von  n  Dimensionen)  flir 
die  freie  Bewegung  eines  starren  Körpers  gekommen  ist.  Er 
bedient  sich  dabei,  um  nicht  die  homogenen  Veränderlichen  zn 
verlassen  und  doch  der  ungewohnten  Unbestimmtheit  zu  entgehen, 
welche  dieselben  bei  Differentiationen  bieten,  einer  von  Vorne- 
herein als  berechtigt  zu  erkennenden  Httlfsanschauung,  vermöge 
deren  das  Problem  als  die  Aufgabe  der  Rotation  eines  staneo 
Körpers  im  Baume  von  n-f- 1  Dimensionen  um  einen  festen  Punkt 
erscheint.  Kln. 

E.  Schering.  Linien,  Flächen  und  höhere  Gebilde  im 
mehrfach  ausgedehnten  Gauss'schen  und  Riemann- 
ßchen  Räume.      Gott.  Nachr.  1873.  13-21. 

Siehe  das  vorhergehende  Referat,  p.  275.  Kln. 

J,  0.  V.  Hoffmann.  Resultate  der  Nicht-Euklidischen 
oder  Pangeometrie.    Hoffmann  z.  IV.  416-417. 

Sätze,  citirt  aus  einem  Aufsatze  von  F.  Klein.  H. 

A.  Genocchl  Lettre  ä  Mr.  Quetelet  sur  diverses  ques- 
tions  mathömatiques.     Bun.  de  Beig.  (2)  xxxvi.  181-196. 

M.  DE  Tilly.     Rapport  sur  cette  lettre.     Bull,  de  Belg.  (2) 

XXXVI.  124-139. 

Beide  Schriften  discutiren  die  Möglichkeit  eines  Beweises 
fllr  das  Postulat  des  Euklid.  Der  Brief  des  Herrn  Genocchi  ent- 
hält ferner  eine  historische  Notiz  tlber  diese  Frage. 

I.  Herr  de  Tilly  zeigt  die  Unmöglichkeit  des  Beweises  durch 
eine  ebene  Construction.     Man  nennt  Pseudokugel  die  Umdre- 
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huDgsfiäche  mit  constaoter  Krümmung,  welche  darch  die  Curye  der 
gleichen  Tangenten  entsteht;  dann  ist  die  Euklidische  Geometrie  auf 
der  Pseudokugel  identisch  mit  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie 
in  der  Ebene,  da  die  Figuren  auf  der  Pseudokugel  aus  geodäti- 
sehen  Linien  gebildet  werden.  Man  kann,  ohne  das  Postulat, 
nicht  beweisen,  dass  die  Summe  dei;  Winkel  im  Dreieck  2  Rechte 
beträgt,  weil  man  zu  demselben  Schluss  für  die  Pseudokugel 
kommen  würde,  was  absurd  ist.  Der  Einwurf  des  Herrn  6e- 
nocchi  ist  folgender:  Die  geodätischen  Linien  schneiden  sich  in 
mehr  als  einem  Punkt,  was  fttr  Gerade  in  der  Ebene  nicht  gilt. 
Dem  entgegnet  Herr  de  Tilly:  Dies  sei  nicht  der  Fall,  wenn 
man  als  Pseudokugel  die  Oberfläche  nimmt,  welche  durch  ein 
unendlich  Mal  wiederholtes  Rollen  entstanden.  Die  so  betrach- 
tete Oberfläche  ist  nicht  einfach  zusammenhängend,  sondern  un- 
endlichfach zusammenhängend,  und  ist  folglich  unbegrenzt,  nicht 
nur  im  Sinne  der  Axe,  sondern  auch  senkrecht  dazu.  Die  Spitzen- 
eurye  der  Pseudokugel  hindert  Übrigens  nicht,  eine  Gonstruction 
za  machen,  weil  jede  Gonstruction  in  einer  Entfernung  von  dieser 
Kante  gemacht  werden  kann.  Auf  den  Einwurf:  Die  Pseudokugel 
habe  nicht  die  Eigenschaft  des  Rückkehrens  (retournement),  ant- 
wortet Herr  de  Tilly:  Rückkehren  zum  Ausgang  sei,  im  Grunde, 
eine  nicht  ebene  Gonstruction.  Herr  Genocchi  zeigt  weiter,  dass 
man  bis  jetzt  noch  keine  klare  Vorstellung  von  den  geometrischen 
Operationen  auf  der  Pseudokugel  hat. 

IL  Unmöglichkeit,  das  Postulat  durch  irgend  eine  Ueber- 
legung  zu  beweisen.  Man  nenne  Pseudoentfernung  zweier  Punkte 
{x,  y, »)  {x-\-  dx,  y +dy,  z-^-dz)  den  Ausdrück 

da  =  ](dx'+dy')  c*Vrf*', 
Pseudo-Gerade  die  Linie 

,    y  =  iwa?  +  ii,  (w'4-l)(a?— P)(a?-0)=  — fc'e"*, 
Pseudo-Ebene  die  Revolutionsfläche 

Pseudo-Winkel  BAC,  in  dem  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Pseudo- 

längen  ka,  kb,  kc  haben,  die  Grösse  a,  definirt  durch  die  Relation 

Cka  =  Ckb  •  Ckc  +  Skb  Skc  cos«. 
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Diese  Grössen  haben,  sowohl  in  der  Geometrie,  wie  in  der  Kine- 
matik dieselben  Eigenschaften,« wie  die  Entfernungen,  Geraden, 
Ebenen  und  Winkel  in  der  Euklidischen  Geometrie.  Da  die  Summe 
der  Pseudowinkel  in  einem  Dreieck  nicht  gleich  2  Rechten  ist, 
kann  man  den  entsprechenden  Satz  in  der  Ebene  nicht  ohne 
Postulat  beweisen.  Auf  den  Einwurf:  Die  Pseudo-Ebene  ist  nicht 
in  allen  Punkten  identisch ;  folglich  ist  nicht  bewiesen,  dass  jeder 
Satz  in  der  Ebene  einen  entsprechenden  in  der  Pseudoebene  hat, 
wird  geantwortet:  Dies  ist  nicht  bewiesen,  aber  wenig  wahr- 
scheinlich. 

Man  kann,  sagt  Herr  Genocchi,  nicht  auf  die  Erfahrung  zu- 
rttckgehen,  um  das  Postulat  zu  beweisen,  weil  wir  keine  Erfah- 
ining  machen,  ohne  uns  auf  Geometrie  zu  stützen.  Es  muss  also 
im  Unterricht  das  Postulat  als  Postulat  und  nicht  als  eine  ans 
der  Erfahrung  hergeleitete  Wahrheit  hingestellt  werden.  H^rr 
de  Tilly  bemerkt  dagegen,  dass  das  Postulat  in  allen  Fällen  das 
idealisirte  Resultat  der  Erfahrung  sei.  Herr  Genocchi  zeigt  noch, 
dass  die  Geometrie  von  n  Dimensionen  im  Grunde  schon  1847 
von  Cauchy  studirt  worden  ist  (siehe  C,  R.  XXIV.  p.  885). 

Mn.  (0). 

W.  K.  Clifford.      Preliminary  sketch  of  biquaternions. 

Free,  of  L.  M.  8.  IV.  381-395. 

Diese  Theorie  steht  in  Verbindung  mit  der  Hamilton'schen  Theorie 
der  Quaternionen,  aber  der  Ausdruck  Biquaternionen  wird  in  völlig 
anderm  Sinne,  als  bei  Hamilton,  gebraucht.  .  So  wie  ein  Vector 
(Translationsgeschwindigkeit  oder  Paar)  eine  Grösse  ist,  die  mit 
der  Richtung  verbunden ;  und  wie  ein  „rotor"  (Ausdruck,  um  die 
Rotationsgeschwindigkeit  oder  die  Kraft  zu  bezeichnen)  eine  mit 
einer  Axe  verbundene  Grösse  ist,  so  ist  die  allgemeinere  Menge, 
die  der  Verfasser  betrachtet  und  die  er  „motor"  nennt,  eine  Grösse, 
die  mit  der  Schraubenlinie  verbunden  ist;  ihr  allgemeinster  Typus 
ist  die  Bewegung  eines  starren  Körpers.  Die  Bezeichnung  einer 
„Biquaternion^  entsteht  bei  dem  Versuch,  das  Verhältniss  zweier 
Motoren  auszudrücken.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  Symbole  eine 
allgemeinere  Interpretation  in  der  Geometrie   der   drei  Dirnen- 
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sionen  finden,  die  von  Herrn  Klein  die  elliptische  genannt  wird, 
nnd  welefae  ihre  Grenzen  bei  der  parabolischen  oder  Euklidischen 
Geometrie  bat.  Cly.  (0). 

J.  WoRPiTZKY.     üeber  die  Grundbegriffe  der  Geometrie. 

Grunert  Arch.  LY.  40ö'421. 

Die  Abhandlung  legt  in  kurzen  Zügen  den  wissenschaftlichen 
Standpunkt  dar,  von  welchem  aus  der  Verfasser  die  Abfassung 
eines  inzwischen  erschienenen  Lehrbuchs  der  elementaren  Geo- 
metrie unternommen  hat. 

Nachdem  die  Flächen,  Linien  und  Punkte  als  Grenzen  zweier 
Baumtheile,  Fläohentheile  und  Linientheile  definirt  sind,  wird  die 
Möglichkeit  der  starren  Bewegung  axiomatiseh  festgestellt  und 
hiermit  der  Begriff  der  Congruenz  gewonnen.  Eine  Figur  lässt 
sich  80  legen,  dass  ein  beliebiger  Punkt  eine  gegebene  Lage  er- 
hält; hält  man  zwei  Punkte  einer  Figur  fest,  so  bleibt  eine  un- 
yerzweigte  und  nicht  geschlossene  Linie,  die  beliebig  verlängert 
werden  kann,  in  Ruhe,  dies  ist  die  Gerade.  Hieran  schliesst 
sich  ein  Axiom,  welches  die  Monodromie  des  Baumes  ausdrückt, 
und  welches  der  Ver&sser  so  formulirt:  Dreht  man  eine  starre 
Figur  so,  dass  ein  ausserhalb  der  festen  Drehnngsaxe  liegender 
Punkt  seinen  Weg  fortwährend  vergrössert,  so  gelangt  er  wieder 
in  seine  Anfangslage,  nachdem  eine  von  ihm  zu  einem  festen 
Baumpunkte  ausser  der  Axe  gezogene  Gerade  die  Axe  während 
der  Drehung  einmal  geschnitten  hat. 

Den  Winkel  definirt  der  Verfasser  zunächst  ohne  Bücksicht 
auf  die  Ebene  durch  eine  gebrochene  Linie.  Die  Gleichheit 
zweier  Winkel  lässt  sich  durch  Congruenz,  und  die  Ungleichheit 
durch  Betrachtung  der  Fläche  definiren,  welche  ein  Schenkel 
beschreibt,  wenn  der  Winkel  um  den  andern  Schenkel  rotirt,  ohne 
dass  hierzu  der  Grössenbegriff  nöthig  ist. 

Hieran  knüpft  der  Verfasser  noch  das  Axiom:  Es  giebt 
kein  Dreieck  (d.  h.  keine  in  sich  selbst  zurücklaufende  dreimal 
gebrochene  Linie)  mit  drei  beliebig  kleinen  Winkeln.  Dieses 
Axiom  soll  das  elfte  Euklidische  vertreten. 

Nach  diesen  beiden  Axiomen  wendet  sich  der  Verfasser  zu 
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der  Anwendung  des  GrössenbegriflFs  auf  geometrische  Dinge,  und 
nachdem  er  die  gerade  Strecke  und  den  Körper  unter  diesen 
Begriff  subsumirt  hat,  führt  er  den  Begriff  der  Grenzgestalt  ein. 
Die  Grenzgestalt  eines  sich  verändernden  Baumgebildes  ist  n&m- 
lich  ein  unveränderliches  Gebilde,  dessen  Punkten  sich  die  Punkte 
des  ersteren  unendlich  nähern,  d.  h.  so  nähern,  dass  die  Strecke, 
welche  entsprechende  Punkte  verbindet,  kleiner  wird  als  jede 
beliebige  constante  Strecke. 

Mit  diesem  Begriff  der  Grenzgestalt  wird  es  möglich,  Raum* 
gebilde  zu  vergleichen,  die  in  keinem  noch  so  kleinen  Theile 
übereinstimmen,  z.  B.  die  Länge  einer  geraden  und  einer  krum- 
men Linie;  und  auch  einzusehen,  dass  eine  derartige  Vergleichung 
nicht  immer  möglich  ist;  dass  also  z.  B.  Linien  mit  unendlich 
vielen  Wendepunkten  mit  einer  geraden  Linie  nicht  immer  ver- 
gleichbar sind.  Doch  entbehrt  das  vom  Verfasser  zu  diesem 
Zwecke  aufgestellte  Axiom  in  der  vorliegenden  Form  noch  der 
Verständlichkeit.  Auch  scheint  es  bedenklich;  hier  ein  Axiom 
zu  statuiren,  wo  es  sich  nach  Ansicht  des  Referenten  am  die 
Definition  eines  erweiterten  Begriffes  handelt.  Nach  einigen  wei- 
teren Betrachtungen  rechter  Winkel  und  gestreckter  Winkel,  die 
immer  noch  ohne  den  Begriff  der  Ebene  angestellt  werden,  geht 
der  Verfasser  zur  Congruenz  der  Dreiecke  über,  die  er  ebenfalls 
ohne  den  Begriff  der  Ebene  beweist.  Erst  hieran  schliesst  sich 
die  Definition  der  Ebene  als  derjenigen  Fläche,  welche  der  eine 
Schenkel  eines  rechten  Winkels  beschreibt,  wenn  der  Winkel  um 
den  andern  Schenkel  als  Axe  rotirt.  Es  lässt  sich  hieraus  be- 
weisen, dass  jede  Gerade,  die  zwei  Punkte  mit  der  Ebene  gemein 
hat,  ganz  in  derselben  liegt,  und  hieraus  folgen  die  weiteren 
Eigenschaften  der  Ebene.  Endlich  kann  nun  zur  Anwendung 
des  Grössenbegriffs  auf  den  Winkel  geschritten  werden  und  die 
Parallelentheorie  mit  Hülfe  des  Anfangs  citirten  Axioms  erledigt 
werden.  Eine  Betrachtung  über  die  Vergleichung  der  Kreisbogen 
mit  Geraden  bildet  den  Schluss  des  Aufsatzes. 

Anzuerkennen  ist  des  Verfassers  Bestreben,  die  Elemente 
der  Geometrie  begrifflich  vollständig  klar  zu  stellen,  und  nament- 
lich den  gebräuchlichen  Fehler  zu  vermeiden,  wonach  mit  der 
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Planimetrie  begonnen  wird,  während  die  Existenz  der  Ebene 
nicht  bewiesen  ist.  Giebt  man  die  Möglichkeit  der  starren  Be- 
wegung eder  derCongrnenz  axiomatisch  zu,  so  ist  auch  die  Mo- 
nodromie  klar  dargelegt,  und  das  darauf  bezügliche  Axiom  ent- 
spricht der  Anforderung  der  Einfachheit  und  unmittelbaren  Evi- 
denz. Weniger  befriedigend  ist  das  die  Parallelentheorie  begrün- 
dende Axiom,  und  da  die  daraus  abgeleiteten  Beweise  auch 
etwas  complicirt  sind,  so  ist  fraglich,  ob  durch  diese  Fassung 
des  Axioms  etwas  gewonnen  ist.  Ueber  das  die  Grenzgestalt 
betreffende  Axiom  ist  schon  oben  gesprochen.  In  Bezug  auf  die 
Subsumtion  der  Geraden  unter  den  Grössenbegriff  hätte  der  Ver- 
fasser nacb  Ansicht  des  Referenten  beweisen  müssen,  dass  gleiche 
Strecken  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  wie  man  auch 
die  Endpunkte  combiniren  mOge,  wie  er  dasselbe  später  in  Be- 
zog auf  den  Winkel  gethan  hat.  A. 

J.  C.  V.  Hoffmann.  Studien  über  geometrische  Grund- 
begriffe. Hoffraonn  Z.  IV.  103-119. 
Der  Artikel  setzt  die  Discussion  des  Begriffs  der  Richtung 
fort,  welcher  in  Hoffmann  Z.  III,  443-452,  523-534  (s.  F.  d.  M. 
IV  p.  237)  bereits  den  ausschliesslichen  Gegenstand  ausmachte, 
und  bespricht  nach  einander  die  Richtnngsänderung,  Rieh- 
tuDgsgleicliheit  und  die  Verbindung  der  Richtung  mit  der 
Lage.  Richtung  ist  ursprünglich  eine  Qualität,  lässt  sich  aber 
in  quantitative  Bestimmung  umwandeln.  Auch  die  dazu  die- 
nende Drehung  wird  erst  durch  einen  Modus  des  Messens  zur 
Quantität.  Hierzu  wird  unnöthigerweise  der  Kreisbogen  her- 
beigeholt, mit  dem  Nachtheil,  dass  dadurch  ein  willkürliches 
Element,  der  Radius,  in  den  Begriff  einfliesst.  Es  genügte, 
die  Bedingungen  des  = ,  >  und  <  aufzustellen.  Ebensowenig 
Dothwendig  war  es,  dass  der  Verfasser  zur  Begriffsbestimmung 
gleicher  Richtung  eine  schneidende  Gerade  als  willkürliches  Ter- 
tium  einfährt  Bei  der  wiederholt  gebrauchten  genetischen  Me- 
thode war  es  leicht,  ohne  jegliches  variable  fremde  Element  aus- 
zukommen. Nur  hätte  er  den  Erfahrungsgrundsatz  der  Homo- 
geneität  des  Raumes  (d.  i.  die  Uebertragbarkeit  der  Raumgebilde); 
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der  doch  überall  stillschweigende  Voraussetzung  ist,  deutlich  in'a 
Auge  fassen  und  alles  daraus  ableiten  müssen.  Dies  würde  ihm 
eine  Menge  einzelner  Bestimmungen  erspart,  und  das  Ganze 
würde  sich  kürzer  und  übersichtlicher  gestaltet  haben.  Der 
grösste  Theil  der  Discussion  besteht  in  blosser  Ausbreitung 
und  Eintheilung  des  Stoffes  und  lässt  instructive  Gesichtepunkte 
vermissen.  H. 


J.  KoBER.      Bemerkungen  über  einige  Aufsätze  dieser 
Zeitschrift.     Hoffmann  Z.  IV.  120-124. 

J.  e.V.  Hoffmann.  Gegenbemerkungen  und  Anmerkungen. 

Hoffmann  Z.  IV.  124-129. 

Das  erste  und  Hauptthema  bilden  die  Eintheilungen  in  der 
Geometrie.  Der  im  vorigen  Jahrgang  p.  347  begonnene  Prin- 
cipienstreit  (s.  Fortsch.  d.  Math.  IV.  236)  wird  fortgesetzt,  ohne 
eigentlich  Neues  zu  bringen.  Roher  führt  das  1.  c.  als  schlagend 
bezeichnete  Argument  nun  genügend  aus.  Die  Appellation  des 
Gegners  an  den  Leser  lässt  sich  nur  dahin  beantworten,  dass  er 
die  eigentliche  Frage  noch  immer  nicht  beachtet  hat.  Wo  wie 
bei  den  Vierecken  Specialitäten ,  Parallelogramm,  Rechteck, 
Rhombus,  Quadrat  eingeführt  werden,  ist  vor  Allem  der  um- 
fassende Begriff  unentbehrlich,  das  Rechteck  und  der  Rhombus,  wel- 
che auch  ein  Quadrat,  das  Parallelogramm,  welches  auch  Rechteck 
und  Rhombus  sein  kann,  weil  alle  Sätze  für  das  allgemeine  auf- 
gestellt, auch  vom  besondem  gelten.  Kober  überlässt  es  Jedem, 
auch  das  negativ  Bestimmte,  das  uiigleiehseitige  Rechteck  und  den 
schiefwinkligen  Rhombus  ausserdem  zu  benennen,  wenn  er  einen 
Grund  aufweisen  kann  und  das  erstere  Haupterforderniss  nicht 
beeinträchtigt.  Dem  hat  Hoffmann  mit  vielen  Worten  nichts  ent- 
gegengestellt. Die  folgenden  Themata;  die  Benennungen  stumpf-, 
recht-,  spitzwinkliges,  gleichschenkliges  Dreieck,  das  Abtheilen 
grosser  Zahlen,  das  Decimalzeichen,  die  kürzeste  Divisionsmethode, 
das  specifische  Gewicht,  bieten  keinen  Anlass,  dem  früher  Be- 
merkten etwas  hinzuzufügen.  H. 
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A.  Transon.  Sur  une  propridtd  des  asymptotes  et  sur* 
cette  locution :  „Les  points  situ^s  k  riufini  sur  un  plan 
sont  en  ligne  droite".     Nouv.  Ann.  (2)  xil.  289-297. 

Kln. 

S.  A.  Sexe.  Nogle  Bemorkninger  vedkommende  Plan- 
geometrien.    Nyt  Magazin  1873.  282-294. 

Der  Verfasser  entwickelt  seine  Auffassung  mehrerer  geome- 
trischer Elementar -Begriffe,  wie  der  geraden  Linie,  des  Winkels, 
paralleler  Geraden,  etc.  L. 


Capitel  2. 
ContinuitätsbetrachtuDgen  (Analysis  situs). 

A.  Clebsch.     Zur  Theorie  der  Riemann'schen  Flächen. 

ClebBch  Ann.  VI.  216-230. 
Bei  dem  Studium  der  Riemann'schen  Flächen  hatte  es  früher 
eine  Hauptschwierigkeit  gebildet,  dass  man  sich  keine  klare  Vor- 
stellung bilden  konnte  von  dem  Zusammenhange  ihrer  Blätter 
und  dem  entsprechend  von  der  Art,  wie  man  nach  Riemann  auf 
ihnen  die  Querschnitte  zu  ziehen  hat.  Diese  Misslichkeit  wurde 
durch  eine  neuere  Untersuchung  von  Lüroth  (Clebsch  Ann.  III 
181,  s.  F.  d.  M.  III  p.  192)  beseitigt.  Clebsch  nimmt  in  der  vor- 
liegenden Mittheilung  die  Lüroth'schen  Betrachtungen  auf,  stellt 
sie  ausführlicher  dar  und  zeigt,  dass  sich  mit  Hülfe  derselben 
eine  Reihe  von  Untersuchungen  des  Clebsch-Gordan'schen  Werkes 
über  AbeVsche  Functionen  bedeutend  vereinfachen.         Kln. 

K.  Becker.     Zur  Lehre  von  den  Polyedern.   ScWömiich  z. 

XVIII.  328-330. 
Aus  den  früheren  Untersuchungen  des  Verfassers  (Schlömilch 
Z.  XIV,  s.  F.  d.  M.  n  342,  vergl.  auch  die  einschlägigen  Arbeiten 
von  C.  Jordan  in  Borchardf  s  Journal)  kann  man  folgenden  Satz 
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ableiten:  Werden  alle  mehr  als  dreiseitigen  Ecken  eines  Poly- 
eders von  (2w  + 1)  -  fach  zusammenhängender  Oberfläche  durch 
Dreikante  zerlegt,  so  ist  die  Anzahl  aller  Dreikante  an  den 
sämmtlichen  Eckpunkten  desselben  um  4(n — 1)  grosser,  als  die 
doppelte  Anzahl  seiner  Flächen.  Kln. 

Ch.  Wiener.     Ueber  eine  Aufgabe  aus   der  Geometria 

situs.      Clebsch.  Ann.  VI.  29-30. 

Es  ist  dies  die  Aufgabe,  sich  aus  einem  Labyrinthe,  d.  h. 
einem  zusammenhängenden  verschlungenen  Wege  mit  unüber- 
steiglichen  Rändern,  herauszufinden.  Kln. 

C.  HiERHOLZER.  Uebcr  die  Möglichkeit,  einen  Linienzug 
ohne  Wiederholung  und  ohne  Unterbrechung  zu  um- 
fahren.     Clebsch  Ann.  VI.  30-33. 

Diese  Möglichkeit  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  der 
Linienzug  keinen  od.er  zwei  sogenannte  ungrade  Knotenpunkte 
hat.  Vergl.  die  ältere  Darstellung  in  Listing's  „Vorstudien  zur 
Topologie"  (Göttinger  Studien.  Bd.  1.  1847).  Kln. 

A.  Langer.  Ein  Beweis  des  Euler'schen  Lehrsatzes 
über  die  Polyeder,     Pr.  Leitmeritz. 

Das  Polyeder  wird  aus  den  einzelnen  Flächen  zonenweise 
zusammengesetzt,  und  dabei  werden  die  neu  hinzukommenden 
Ecken  und  Kanten  gezählt.  No. 


Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 
Stereometrie). 

M.  Aschenborn.    Lehrbuch  der  Geometrie.  Berlin.  Decker.  8. 
Th.  Spieker.     Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie. 

Achte  Auflage.    Potsdam.  Stein.  8. 
Schullehrbttcher.  0. 
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£•  RoüCHE  et  C.  DE  CoMBESCüRE.     ifil^uients   de  g6o- 

m^trie.      Paris.  Gauthier- Villars.  8. 

Th.  Gauss.  Hauptsätze  der  Elementar  -  Mathematik. 
Theil  I.  Arithmetik  und  Planimetrie.  Theil  IL  Stereo- 
metrie  und   Trigonometrie.     Baozlau.  Kreuschmer.  8. 

Das  Lehrbuch  umfasst  das  Material,  welches  auf  Gymnasien 
gelehrt  zu  werden  pflegt.  Anordnung  und  Ausführung  sind  sach- 
gemäss.  0. 

0.  ScHLöMiLCH.  Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Dar- 
stellung der  Geometi'ie  des  Maasses.    EiseDach.  Bacmeister.  8. 

Der  erste  Theil  dieses  Lehrbuches,  der  in  seiner  fünften 
Auflage  Torliegt,  umfasst  die  Planimetrie  und  ebene  Trigonometrie, 
der  zweite,  in  dritter  Auflage  erschienene  Theil  enthält  die  Geo- 
metrie  des  Baumes,  incl.  der  sphärischen  Trigonometrie,  und 
zwei  Abschnitte  über  die  Prqjection.  .    0. 

6.  Bellavitis.     Considerazioni  suUa  geometria  pura, 
Ifem.  d.  R.  Ist.  Yen.  XTII.  189-253. 

In  diesem  Bande  beendet  der  Verfasser  eine  Arbeit,  deren 
frühere  Theile  im  14*^"  und  15'*"  Bande  der  Mem.  publicirt 
worden  sind.  Die  letzten  Seiten  (227-253)  enthalten  in  der 
Form  von  Noten  einen  detaillirten  Vorschlag  zu  einem  Cursus 
der  elementaren  Geometrie  nach  den  Ansichten  des  Autors. 

Jg.  (0). 

C.  Q.  Reuschlb.  Elemente  der  Trigonometrie  mit  ihrer 
Anwendung  in  der  mathematischen  Geographie. 

Stottgart.  Schweizerbart.  8. 
Das  vorliegende  Lehrbuch  hält  sich  nicht  streng  an  die 
Qrenzen  der  ebenen  Trigonometrie,  sondern  geht  stellenweise 
über  dieselben  hinaus.  So  nimmt  es  als  Ergänzung  die  Sätze 
über  Logarithmen  auf.  Auch  einige  Sätze  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie  werden   besprochen,   soweit  sie  zu  den  späteren 

Foitschr.  d.  Math.  V.  2.  19 
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Elementen  der  mathematischen  Geographie,  die  der  Yerfosser 
aber  nur  auf  terrestrische  Verhältnisse  aasdehnt,  erforderlich  sind. 
Hervorzuheben  sind  die  hübschen  Aufgaben  aus  der  elementaren 
Geodäsie.  0. 

Emsmann.     Mathematische  Excursionen.     Recension  von 

Th.   KöTTERITZSCH.      Schlömilch  Z.  XVIIT.  Litz.  67-69. 

S,  Dickstein,    üeber^  Winkelmessung.  Hoffmann z.iv.4O6-407. 

Eine  Reihe  elementarer  Sätze  über  Winkel  am  Kreise  lässt 
sich  in  den  Satz  zusammenfassen:  Werden  beide,  ttber  den 
Scheitel  hinaus  verlängerte  Schenkel  eines  Winkels  von  einem 
beliebigen  Kreise  getroffen,  so  ist  die  halbe  Summe  oder  halbe 
Differenz  der  2  Bogen  zwischen  seinen  Schenkeln  das  Mass  de« 
Winkels,  jenaehdem  der  Scheitel  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Kreises  liegt.  H. 

Zerlang.     Ueber   die   Betrachtung  irrationaler   Linien- 
verhältnisse.    Hoffmann  Z.  IV.  415-416. 

Der  Verfasser  rügt  die  Unterscheidung  der  Commensurabi- 
lität  bei  einigen  Beweisen,  welche  sich  unabhängig  davon  fuhren 
lassen.  Die  Frage  ist  nur:  Kann  man  bei  allen  Proportions 
Sätzen  der  Geometrie  ein  gleiches  thun  und  so  den  Begriff  der 
Proportion  ganz  von  der  Eigenheit  der  Verhältnisse  ablösen? 
Andernfalls  würde  doch  der  Gesichtspunkt  des  Verfassers  bei 
der  Wahl  der  Methode  nicht  allein  entscheiden.  H. 

J.   KOBER.      Ein   falscher  Satz.      Hoffmann  Z.  IV.  354-355. 

Entdeckt  im  Lehrbuch  der  Planimetrie  von  Heis  und  Eschwei- 
ler, Cap.  VI  No.  4,  und  übereinstimmend  im  Lehrbuch  von  F.  Rura- 
mer  (3'*^  Aufl.  §  144).     Die  Berichtigung  ist  instructiv.         H. 

Erler.      Kleinigkeiten   aus  der  Schulstube.     HoffmÄnn  z. 

IV.  325-334. 
Das  erste  Thema  der  Besprechung  bilden  diejenigen  Coa- 
structionsaufgaben,  wo  nur  ein  Datum  die  Dimension  der  Figur 
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hittznfllgt,  deren  Gestalt  schon  durch  die  übrigen  Data  bestimmt 
ist  Zweitens  wird  empfohlen,  die  inversen  Rechnungsarten  auch 
ihrer  inversen  Beziehung  gemäss  zu  lehren.  Dann  folgt  eine 
recht  vielseitige  Erörterung  der  Beziehung  der  stereometrischen 
Symmetrie  (im  Gegensatz  zur  Congruenz)  Zuletzt  zeigt  der  Ver- 
fasser, wie  man  es  zu  vermeiden  hat,  im  Laufe  eines  Beweises 
dieselbe  Sache  zweimal  zu  beweisen.  H. 

6.  Mainardi.     Pensieri  intorno  vari  argomenti.      Atti  d. 
Acc.  P.  d.  N.  Line.  XXVI.  884-397. 
Das  Referat  folgt  nach  Beendigung  der  Arbeit. 

M»  AzzARELLi.  Continukzione  della  risoluzione  di  alcuni 
problemi  geometrici  proposti  dal  Kramp.     Atti  d.  Acc. 

P.  d.  N.  L.  XXVI.  191-243. 
Fortsetzung  der  Arbeit  Band  XXV.  p.  317.     Die  Probleme 
betreffen  sphärische  Dreiecke.  Jg.  (0) 

W.  Besant.     Mathematical  notes.     Qnart.  J.  xii.  276. 

lieber  das  Porisma  von  Dreiecken,  deren  jedes  einem  gege- 
benen Kreise  ein-  und  umschrieben  ist.  Cly.  (0.) 

Em.  Weyr.     Uebev  den  Kreis  der  neun  Punkte.  Casopis. 

n.  190-191.  (Bohmiacb).  W. 

M.  AzzARELLi.  Formole  generali  per  assegnare  i  lati 
dei  triangoH  rettangoli  primitivi.    Atti  d.  Acc.  F.  d.  N.  L. 

XXVI.  43-53. 
Primitive  rechtwinklige  Dreiecke  nennt  der  Verfasser  solche 
rechtwinklige  Dreiecke,  deren  Seiten  durch  ganze  relative  Prim- 
zahlen gemessen  werden.  Jg.  (0.) 

G.  Affoltkr.  Dimostrazione  elementare  della  proprietä 
che  due  triangoli  polari  di  un  circolo  sono  in  posizione 
prospettiva.     Battaglinl  G.  XI.  110-111.  Mz. 

E.  Hain.     Sätze  ttber  das  Dreieck.    QmnertArch.LV.  881-335. 
Specielle  Fälle  bekannter  Sätze,  zum  Theil  Bestätigungen 
trigonometrischer  Formeln.  Schz. 

19* 
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E.  Lemoine.     Note   sur   un  pöint  remarquable  du  plan 

cVun   triangle.      Nouv.  Ann.  (2    XII.  364-367. 

Zieht  man  innerhalb  der  Winkel  eines  Dreiecks  ABC  zu  deo 
Seiten  desselben  antiparallele  Linien  und  be^zeichnet  die  Mitten 
der  innerhalb  dieser  Winkel  liegenden  Strecken  derselben  reap. 
mit  A\  B\  Cy  so  schneiden  sich  die  Linien  AA%  BW,  CO  in  einem 
Punkte  w,  welcher  genannt  wird  „centre  des  medianes  antiparal- 
l^les*^.  Von  den  diesen  Punkt  betreffenden  ohne  Beweis  ange- 
gebenen Eigenschaften  können  wir  hier  nur  einige  hervorhebeu. 
Zieht  man  durch  (o  Parallelen  zu  den  Seiten  ^  so  liegen  die  da- 
durch auf  den  Seiten  entstehenden  Schnittpunkte  auf  einem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  liegt  zwischen  w  und 
dem  Mittelpunkt  des  ABC  umschriebenen  Kreises.  Die  durch  «  zu 
den  Seiten  gezogenen  Antiparallelen  sind  einander  gleich.  Die 
Summe  der  Quadrate  der  von  einem  Punkte  auf  die  Dreiecks- 
seiten gefällten  Senkrechten  ist  für  w  ein  Minimum.  Auch  einige 
auf  (a  bezügliche  metrische  Relationen  sind  beigefügt.      Sehz. 

F.  Armenante.     Soluzione  di  quistioni.     BattagUni  G.  xi. 

250-252. 
Es  seien  q^^  q^,  q^  die  Radien  der  Kreise,  welche  denjenigen 
drei  Dreiecken  eingeschrieben  sind,  die  entstehen,  wenn  man  in 
einem  dem  gegebenen  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise  Tangenten, 
parallel  den  Seiten  desselben  zieht.  Es  werden  eine  Anzahl 
Relationen  zwischen  diesen  q  und  den  Stücken  des  ursprüng- 
lichen Dreiecks  bewiesen.  0. 

Meützneb.    Sätze  über  das  Viereck.    GronertArch.LV.  422-424. 

Die  Projectionen  der  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  auf 
je  ein  Paar  Gegenseiten  bestimmen  drei  mit  dem  gegebenen 
Viereck  ähnliche  Vierecke,  deren  Flächen  sich  zu  derjenigen  des 
gegebenen  verhalten  wie  die  Quadrate  der  cosinus  der  von  den 
entsprechenden  Gegenseitenpaaren  gebildeten  Winkel  zu  1.  Der 
zweite  Satz  bezieht  sich  auf  das  ebenfalls  ähnliche  Viereck, 
welches   von    den  Schwerpunkten  je  zweier  Dreiecke  gebildet 
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Wird,  in  welche  ein  gegebenes  Viereck  durch  jede  Diagonale 
zerfällt  Schz. 

L.  Lecornu.     Solution  de  la  questioii  1038.     Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  26-29. 
Wenn  die  vier  Seiten  eines  Vierecks  ABCD  und  die  Gerade, 
welche  die  Mitten  zweier  gegenüberliegender  Seiten  verbindet, 
gegeben  sind,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks 

J  = 

wobei  die  durch  die  Mitten  der  zwei  Seiten  AC  und  BD  gehende 
Gerade  mit  b,  AB  mit  a,  BD  mit  2d^  BC  mit  a^,  und  AC  mit 
2c  bezeichnet  sind.  Pr. 

J.  KüDELKA.    Ableitung  der  Kegelschnittslinien  aus  dem 
Pythagoräischen  Lehrsatze.     Hoffmann  z.  IV.  282-284. 

Die  Differenz  der  Quadrate  der  2  Leitstrahlen  gleich  dem 
Quadrat  der  Ordinate  gesetzt,  ergiebt  als  Ort  des  laufenden 
Punktes  die  Parabel.  Unrichtig  ist  die  Ableitung  der  Ellipse 
und  Hyperbel  durch  Hinzufbgung  einer  Bestimmung,  nach  wel- 
cher beide  zu  Specialitäten  der  Parabel  gemacht  werden,  welche 
jedoch  mit  der  Gleichung  selbst  in  Widerspruch  steht.         H. 

Schröder.     Auflösung  der  Gleichung  S.  136  No.  2. 

Hoffmann  Z.  IV.  285. 
Die  Lösung  bietet  sich  nach  gewöhnlicher  Reduction   von 
selbst  dar.  H. 

J.  C.  Walberer.     Beitrag   zur  Lehre   von  den  isoperi- 
metrischen Figuren.     Blätter  f.  d.  Bayer.  Gymnasialwesen.  IX.  153. 

Der  Verfasser  bemerkt  mit  Recht,  dass  die  meisten  elementar- 
geometrischen Beweise  für  die  isoperimetrischen  Sätze  den  Schu- 
lern Schwierigkeiten  bereiten  müssen.  Um  diesem  Mangel  abzu- 
helfen; beweist  ertrigonometrisch  in  einfacher  Weise  folgende  Sätze: 
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1)  Von  allen  tiber  einer  gegebenen  Grundlinie  conatruirten 
Dreiecken  mit  gleichem  Umfang  hat  das  gleichschenklige  den 
groBsten  Inhalt. 

2)  Von  allen  Vierecken  mit  gegebener  Seite  hat  das  Sehnen- 
*  Viereck  den  grössten  Inhalt. 

3)  Von  allen  isoperimetrischen  Vielecken  hat  das  reguläre 
den  grössten  Inhalt. 

4)  Von  allen  isoperimetrischen  Figuren  ist  das  reguläre  (n-f  1> 
Eck  grösser  als  das  reguläre  n-Eck. 

5)  Von  allen  isoperimetrischen  Figuren  hat  der  Kreis  den 
grössten  Inhalt. 

Für  letzteren  Satz  würde  Ref.  der  hier  gegebenen  Ableitung 
die  von  Schellbach  (Math.  Lehrstund.  150)  vorziehen.      Gr. 

F.  MüiR.  A  property  of  convex  and  stellate  regulär 
polygons   of  the  same   number   of  sides  inscribed  in 

a  circle.    Messenger  (2)  III.  47-50. 

Wird  der  Umfang  eines  ELreises  vom  Radius  r  in  zehn  gleiche 
Theile  getheilt  und  werden  Sehnen  für  jeden  Kreisbogen  gezogen, 
dann  entsteht  das  gewöhnliche  convexe  Zehneck,  während,  weim 
man  Sehnen  über  der  Summe  von  je  drei  dieser  zehn  Bogen 
zieht,  man  das  einzige  andere  regelmässige  Zehneck  erhält,  näm- 
lich das  strahlenförmige.  Es  ist  ein  bekannter  Satz,  dass  das 
Product  einer  Seite  des  convexen  Zehnecks  und  des  strahlen- 
förmigen Zehnecks  =  r'  ist.  Der  Verfasser  untersucht  den  all- 
gemeinen Satz  für  das  regelmässige  n-Eck,  wovon  Ersteres  ein 
specieller  Fall  ist.  Glr.  (0.) 

J.  P.  Revellat.  Solution  analytique  du  trac6  des  cour- 
bes  k  plusieurs  centres,  d^crites  d'aprfes  le  proc^de 
geom^trique  de  Perronet.    C.  R.  LXXVIL  434-339. 

Es  handelt  sich  um  eine  sogenannte  elliptische  üurve,  welche 
durch  eine  continuirliche  Aufeinanderfolge  von  Kreisbögen  mit 
verschiedenen  Centren  und  Radien  gebildet  ist,  und  welche  f&r 
Gewölbeconstructionen  vielfach  Verwendung  findet.    Ist  AB^2q 
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die  Weite  und  OC^b  die  Höhe  des  GewOlbes  Über  AB,  bo  be- 
steht das  Gesetz  der  Gurve  darin,  dass  die  Grenzradien  der  ein- 
zelnen auf  einander  folgenden  Kreissectoren  auf  der  nach  unten 
gehenden  Verlängerung  von  OC  lauter  gleiche  Strecken,  dagegen 
auf  AO  und  BO  ungleiche  Strecken  abschneiden,  welche  sich  der 

Beihe  nach  wie  die  Zahlen  1,  2,  3  . . .  — ^—  verhallen,  wenn  n 

die  ungrade  Anzahl  der  Kreiscentra  ist.  Die  beiden  kleinsten 
Kadien  liegen  in  AB,  der  grösste  in  OC.  Es  wird  die  Aufgabe 
behandelt,  aus  a,  b,  n  und  einer  gewissen  beliebig  zu  wählenden 
Yerhältnisszahl  den'kleinsten  Radius,  den  kleinsten  der  Abschnitte 
auf  der  Axe  AB  und  damit  die  flbrigen  Abschnitte  auf  beiden 
Axen,  die  übrigen  Radien  und  überhaupt  das  Polygon  der  Kreis- 
Centra  zu  beBtimmen,  eine  Aufgabe,  welche  wie  versichert  wird, 
seit  einem  Jahrhundert  der  Lösung  entbehrt  hat  Schz. 

E.  Plagge,    Zwei  Näheruugswerthe  für  die  Seite  (resp. . 
den  Centriwinkel)  des  regulären  Siebenecks  im  Kreise. 

Hoffmaon  Z.  IV.  356. 
Die  halbe  Seite  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
ist  um  0,0017  r  kleiner  als  die  Seite  des  Siebenecks.  Ein  anderer 
Näherungswerth,  dessen  Construction  aber  die  Siebentheilung  des 
Radius  erfordert,  ist  um  0,0014  r  grösser  als  dieselbe.  Das  arith- 
metische Mittel  kommt  dann  noch  näher.  H. 

A.  Morel.      Solution  de  la  question   1097.     Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  137-13». 
Verbindet  man  zwei  beliebige  Punkte  E  und  F  einer  Kreis- 
linie mit  einem  auf  der  Verlängerung  eines  Radius  CA  beliebig 
liegenden  Punkte  0,  bezeichnet  man  die  anderen  Durchschnitts- 
pankte  dieser  Seeanten  und  der  Kreislinie*  mit  £'  und  jP,  errich- 
tet man  ferner  Lothe  auf  den  Seeanten  OE  und  OF  in  den  Punk- 
ten E  und  F,  welche  Lothe  sich  im  Punkte  J  schneiden,  so  ist 
der  Bogen,  welcher  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  JOC 
liegt,  gleich  der  halben  Summe  oder  gleich  der  halben  Differenz 
der  Bogen  E'A  und  F'A,  Fr. 
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Demartres.     Solution    de  la  question    1110.    Nouv.  Ano. 

(2)  XII.  143-144. 
Wenn  man  bei  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  =  1  ut, 
den  Bogen  2a  =^  AC,  sin  2a  =  CP  und  den  Punkt  P  symmetriach 
von  P  in  Bezug  auf  OC  construirt;  die  Sehne  AC  in  D  hallrirt 
und  die  Geraden  PD  und  PP  zieht,  so  ist  PD  =  sin  3a  und 
PF  =  sin  4a. 

Wenn  man  cos  2a  =  CR  und  W  syi&metrisch  von  R  in  Bezog 
auf  OC  construirt,  so  ist:  KD  =  cos  3a  und  P'Ä  =  cos 4a. 

Pr. 

W.  LiGOwsKi.     Die  Berechnung  der  Zahl  tt.    GninertArcl 

LV.  218-219. 

Wenn  u  den  Umfang  eines  einem  Kreise  eingeschriebeneD 
n-Ecks,  Q  den  kleinen  Radius  desselben,  ^^  den  des  eingeschrie- 
benen 2n-Ecks,  Q^  den  des  eingeschriebenen  2VEcks,  imAllge^ 
meinen  q^  den  kleinen  Radius  des  eingeschriebenen  2"Vt-Eckfl 
bedeutet,  so  ist: 

._L>2«>.  « 


Für  n  ==  6  wird  die  Formel : 
3  1 


>n> 


J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  calculation  of  the  theore- 
tical  unit-angle  to  a  great  number  of  decimal  places. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  308-812. 
Die  Zahl  der  Grade  der  Winkeleinheit  (nämlich  des  Win- 

180 

kels,  dessen  Bogenlänge  gleich  dem  Radius  ist)  ist  ,  so  dass 

ft 

bei  blosser  Theilung  der  Werth  auf  so  viel  Decimalen  bestimmt 

werden  kann^  als  Decimalen  von  n  bekannt  sind.    Der  Werth 

ist  nach  des  Verfassers  eigenen  Rechnungen  auf  52  Decimalen 

eines  Grades  angegeben,  ebenso  in  Minuten  und  Sekunden,  die 

Sekunden  auf  47  Decimalen;  und  in  Graden  (oder  Centesimal* 

graden)  auf  51  Decimalen  eines  Grades.    Er  vergleicht  sie  mit 
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denen,  die  aus  einem  Werthe  von  —  entstanden  und  von  Paucker 

7t 

-auf  140  Decimalstellen  berechnet  sind.  Gly.  (0.) 

P.  Gray.  On  Mr.  Ainbrose  Smith's  experiraental  deter- 
mination  of  the  value  of  n  hy  the  theorie  of  proba- 
bility.      Messenger  (2)  III.  61. 

Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Gray  an  Herrn  Glaisher, 
über  die  Art  der  Veröflfentlichung  von  Herrn  Smith's  Bestim- 
mung, auf  welche  Letzterer  in  seiner  Arbeit  „remarks  on  the 
calculation  of  n""  Messenger  (2)  II  119  (s,  F.  d.  M.  IV  255)  Be- 
zug nimmt.  GIr.  (0.) 

K.  Zahradnik.  Ueber  goniometrische  Formeln.  Casopis. 
II.  146-148.  (Böhmisch). 

Enthält  eine  kleine  Erweiterung  der  von  Dr.  Brehm  im 
GroiDert'schen  Archiv  gegebenen  Gedächtnissregeln.  W. 

J.  Holmes.    Theorem  in  trigonometry.    Mesaenger  (2)  Iii. 

56-57. 
lieber  den  Seiten  a,  6,  c  eines  Dreiecks  seien  nach  lünen  und 
Aussen  gleichseitige  Dreiecke  beschrieben.     Verbindet  man  ihre 
Mittelpunkte  und  nennt  t,  t^  die  Seiten  der  so  erzielten  Dreiecke 
(welche  gleichseitig  werden),  so  ist  3(('  +  (J)  =  «'  +  *'  + c'. 

Glr.  (0.) 

J.  W.   L.  Glaisher.      Generalisation   of  the  foregoing 

theorem.  Messenger.  (2;  lU.  57-58. 

Ausdehnung  auf  den  Fall,  wo  statt  der  gleichseitigen  Drei- 
ecke irgend  welche  regelmässigen  Figuren  und  statt  des  gege- 
benen Dreiecks  irgend  ein  Vieleck  genommen  wird.      Glr.  (0.) 

F.  Eeidt.  Bemerkungen  zur  Praxis  des  trigonometri- 
schen Rechnens.      HoffmanD  Z.  IV.  335-341. 

Der  Verfasser  begrtlndet  zuerst  im  allgemeinen  den  Vorzug 
des  Gebrauches  fünfstelliger  Logarithmen  in  der  Schule  vor  den 
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siebeDstelligen,  geht  dann  insbesondere  darauf  ein,  dass  bei 
ersteren  der  Vorwurf  gegen  den  Gebrauch  der  Hiilfswinkel  weg- 
fällt, und  entwickelt  zuletzt  verschiedene  pädagogische  Gesichts^ 
punkte,  die,  wie  er  meint,  den  wissenschaftlichen  entgegengesetzt 
seien.  Das  letztere  ist  nicht  zutreffend:  alles  Angefllbrte  gilt 
ganz  gleicherweise  oder  doch  analog  von  der  Wissenschaft,  und 
wenn  es  von  einzelnen  Schullehrern  ausser  Augen  gesetzt  werden 
sollte,  so  hat  man  dies  nicht  als  wissenschaftlich  zu  beschönigen. 

H. 

W.  D.  Bushell.     Notes  on  contermiuate  angles. 

Messenger  (2)  IIL  12-23. 
Die  Arbeit  besteht  aus  einem  elementaren  Kapitel  über  Tri- 
gonometrie für  Anfängen  Die  Aufmerksamkeit  des  Lesers  wird 
mehr,  als  sonst  in  den  Abhandlungen  über  Trigonometrie,  auf 
die  Frage  der  Winkel,  als  Erzeugnisse  einer  einhüllenden  Linie 
gelenkt.  Gewisse  bekannte  Sätze  werden  mit  Rttcksicbt  auf  diese 
Anschauung  aufgestellt;  und  um  das  Verfahren  zu  erleicbteni 
neue  Benennungen  eingeführt.  Glr.  (0.) 

R.  F.  Scott.    On  a  formula  in  the  geometry  of  the  sphere. 

Messenger  (2)  IIL  58-59. 
Formel  über  Bogen,  die  vier  Punkte  auf  einer  Kugel  ver- 
binden. Glr.  (0.) 

A.  Ziegler.    Das  „Aussendreieck^S  ^i^  neues  Hülfsmittel 
zum  Studium  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Gnrnert  Arch.  LV.  221-224. 
Wenn  a,  b  und  c  die  Seiten,  A,  B  und  C  die  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  bezeichnen,  so  entsteht  das  Aussendreieck, 
wenn  man  eine  Seite,  z.  B.  b  zu  einem  Kreise  ergänzt;  es  er- 
gänzt also  das  Urdreieck  zur  halben  Sphäre  und  seine  St&cke 
sind  a;  360-6,  c,  180^4,  360-B  und  180C.  Mit  Hülfe  dieses 
Aussendreiecks  beweist  der  Verfasser  die  Einheit  der  vier  Glei- 
chungen von  Delambre-Gauss.  Fr* 
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M,  Jenkins.     The  ambiguoiis  case  in  spherical  trigono- 

metry.      MeBsenger  (2)  II.  150-152. 

Der  Verfasser  betrachtet  im  Einzelnen  alle  möglichen  Fälle 
und  untersucht  die  Bedingungen  ftr  das  Vorhandsein  zweier 
wirklicher  Dreiecke,  sowohl  wenn  die  gegebenen  Stücke  a,  b,  A, 
wie  auch  A,  B^  a  sind.  Die  llesuitate  ftlr  letzteren  Fall  werden 
auch  aus  denen  des  ersteren  mittels  des  Polar- Dreiecks  abge- 
leitet. Glr.  (0.) 

Mendthal.     Geometrischer  Beweis  der  Steiner'schen  Con- 
struction  zur  Lösung  des  Malfatti'schen  Problems, 

GruDert  Arch.  LV.  211-215. 

Ausgehend  von  den  Sätzen,  welche  Herr  PlUcker  in  Grelle 
J.  Xlj  pag.  119  ausgesprochen  hat,  giebt  Herr  Mendthal  hier  in 
gedrfingteT  Ettrze  einen  rein  geometrischen  Beweis  der  bekannten 
Steiner'schen  Lösung  des  ursprünglichen,  also  auf  ein  gegebenes 
Dreiseit  bezüglichen  Malfatti'schen  Problems.  Für  die  Literatur 
dieses  Problems  sehe  man  Wittstein's  Geschichte  desselben  (s. 
F.  d.  M.  III  p.  12).  '.  Seht. 

F.  Mertens.     üeber  die  Malfatti'sche  Aufgabe  füi-  das 
sphärische  Dreieck.    Borchardt  J.  LXXVI.  92-96. 

Herr  Sohellbach  hatte  schon  Im  45'^"  Bande  des  Borchardt'schen 
J.  eine  Auflösung  der  Malfatti'schen  Aufgabe  für  das  sphärische 
Dreieck  gegeben.  Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  die  Formeln, 
durch  welche  Malfatti  das  entsprechende  Problem  flir  das  ebene 
Dreieck  gelöst  hat,  sich  auf  das  sphärische  Dreieck  übertragen 
lassen.  Seht. 

Morbt-Blanc,     Solution  de  la  question  1031. 

NouY.  Ann.  (2)  XII.  474-475. 

Die  beiden  kürzesten  Entfernungen  zwischen  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  eines  körperlichen  Vierecks  schneiden  sich, 
wenn  das  Produkt  von  4  nicht  anstossenden  Abschnitten  der  Seiten 
gleich  dem  Produkt  der  4  anderen  Abschnitte  ist.  Pr. 
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K.  Hoppe.     Eine  Anwendung  des  Euler'schen  Satzes  von 

den  Polyedern.      Grunert  Arch.  LV.  217-218. 

Für  diejenigen  Polyeder,  fttr  welche  nach  dem  Euler*gchen 
Satz:  e-{-f==  k-\-2  ist,  gilt  auch  der  Satz:  Ein  Polyeder  von 
gegebenem  Netze  ist  im  allgemeinen  durch  ebenso  viele  Stttcke 
bestimmt,  als  es  Kanten  hat  Pr. 

A.  Transon.     Sur  le  t^trafedre.   Nouv.  Ann.  (2)  XIL  519-521. 

Ein  dem  Sinussatz  des  ebenen  Dreiecks  entsprechender  Satz: 
Werden  mit  a,  b,  c,  d  die  Flächen  des  Tetraeders  ABCD^  mit 
AB,  AC  etc.  die  Flächenwinkel  in  den  Kanten  AB,  AC  etc.  und 
mit  PA  die  halbe  Summe  der  drei  Winkel  der  körperlichen  Ecke 
A  bezeichnet,  so  dass  PA  =  i(AB+AC+AD)  und  bildet  man 
die  Function: 

fp(A)  =  }/cosPi4.  cos(Pi4-.4Ä).  eo»CPA-AC).  cos(PA-itD),' 
welche  nur  Elemente  der  Ecke  A  enthält,  und  entsprechend 
*(ß),  y(CO,  (p{D\  so  ist: 

9(1) "  ip{B)  ~"  qp(C)  ""  ^{Df  Schz, 

F.  J.  Studnioka.    Geometrische  Anwendung  einiger  Lehr- 
sätze von  den  Determinanten.  Casopis.  II.  144-146.  (Böhmisch). 

Der  fbr  Anfänger  geschriebene  Aufsatz  behandelt  verschie- 
dene das  ebene  Dreieck  und  das  Tetraeder  betreffende  Aufgaben. 

W. 

P.  ScHöi^EMANN.     üeber  die  Gonstruetion   und  Darstel- 
lung des  Ikosaeders  und  Sternen-Dodekaeders. 

fichlömilch  Z  XVIII.  387-392. 
Die  Ecken  des  Ikosaeders  liegen  in  drei  congruenten  ein- 
ander senkrecht  durchkreuzenden  Axen -Rechtecken.  Das  Ver- 
hältniss  ihrer  kurzen  Seite  S  zur  langen  Seite  D  ist  das  Ver- 
hältniss  der  Seite  eines  regelmässigen  Fünfecks  zur  Diagonale 
desselben.  In  dem  System  dieser  drei  Axen-Rechtecke  sind  über- 
haupt drei  Gruppen  gleich  langer  Linien  vorhanden:  die  30  Linien 
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der  ersten  Gruppe,  deren  Länge  gleich  S,  bilden  ein  Ikosaeder,  die 
30  Linien  der  zweiten  Gruppe,  deren  Länge  gleich  D,  ein  Ster- 
nen-Dodekaeder,  die  6  Linien  der  dritten  Gruppe,  das  sind  die 
Diagonalen  der  Axen-Rechtecke  stellen  die  Axen  des  Ikosaeders 
und  des  Sternen -Dodekaeders  dar  und  sind  gleich  dem  Durch- 
messer der  um  beide  Körper  beschriebenen  Kugel.  Die  Längen 
dieser  Linien  sind,  wenn  der  Radius  dieser  Kugel  gleich  1  ge- 
setzt wird: 

_  _. 2^ ^       4 sin  18^  __  ^ 

^  ""  j/l+4  8inM8^'     ^  ^  »/l+4sinM8°'     "*  ""  ^' 
Diese  Auffassung  des  Sternen -Dodekaeders  als  eines  dem  Iko- 
saeder   eiogeschriebenen   Körpers    wird   zur   Gonstruction   eines 
Fadenmodells  für  das  erstere  benutzt.  Schz. 

Teichmann,     üeber  Körperberechiuing.    z.  dtsch.  ing.  xvii. 

683-687.  0. 

S.  M.  Drach.     Relations  between  the  angles  of  regulär 

bodies.      Mesaenger.  (2;  III.  6. 

Näherungsweise  Relationen  zwischen  gewissen  Winkeln^  die 
durch  Versuche  gefunden  sind.  Glr.  (0.) 


Capitel  4. 

Darstellende  Geometrie. 

L.  Cremona.     Geometria  projettiva.     Rom.  Paravia. 
L,  Cremona,     Geometria  theor  kfivek  rovinnych. 

Prag.  Gregra. 

J.    BraSSEUR.       Double   perspective.       M6m.    de  Liege    (2)   111. 

731-753. 

Erster  Theil:  Principien.     Der  Verfasser  ersetzt  die  beiden 

orthogonalen  Projectionen  der  beschreibenden  Geometrie  durch 

eine  doppelte  conische  Projection  auf  eine  einzige  Ebene.     Er 
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bebandelt  dann  die  fundamentalen  Fragen  der  bescbreibenden 
Geometrie  für  Punkt,  Gerade  und  Ebene.  Zweiter  Theil :  An- 
wendungen. Der  Verfasser  betrachtet  als  parallele  oder  conische 
Projection  von  Punkten  im  Raum  die  Punkte  irgend  einer  Ebene 
und  findet  auf  diese  Weise  leicht  die  Theorie  homologischer  Fi- 
guren und  Aehnliches.  Mn.  (0.) 

Sacherl     Sirl   tracciaraento  delle  punteggiate  projettive 

simili.      Atti  di  Torino.  VIII.  76-80. 

Der  Verfasser  erinnert  in  dieser  kurzen  Note  an  die  gewöhn- 
lichen Methoden  (z.  B.  die  von  Culmann,  graphische  Statik 
p.  10—12)  ftlr  die  Construction  von  ähnlichen  Punktreihen  (pon- 
teggiate),  mit  Hülfe  der  Zeichnung  paralleler  Geraden  und  einer 
Parabeli  Er  giebt  sodann  eine  elegante  Methode  zur  Construction 
von  einer  Schaar  Punktreihen,  die  einer  gegebenen  ähnlich  siDd, 
wobei  er  eine  Reihe  von  Kreisen  mit  2  gemeinsamen  Punkten 
benutzt.  Jg.  (0.) 

A.   CaYLEY.      Problem.     Meeaenger.  (2)  IIL  50-52. 

Betrachtungen  über  das  Problem:  Zwei  gegebene  Tetraeder 
perspectivisch  darzustellen;  oder  was  dasselbe  ist,  die  beiden 
Tetraeder  A,  B,  C,  D  und  A',  B\  C,  D'  so  anzuordnen,  dass  sich 
die  Linien  AA',  BB',  CC  DD'  in  einem  Punkte  0  treffen. 

Glr.  (0.) 

A.  Cayley.     Plan  of  a  curve-tracing  apparatus. 

Proc.  of  L.  M.  8.  IV.  845-347. 

Der  Apparat  besteht  aus  zwei  Ebenen  /7,  TT,  die  sich  in 
derselben  horizontalen  Ebene  bewegen  und  (über  jeder  der  bei- 
den Ebenen)  aus  zwei  Punkten  oder  Strahlen  P,  P^  die  sich  in 
derselben  oder  einer  parallelen  Ebene  bewegen. 

Die  beiden  Ebenen  17,  72'  sind  durch  ein  Räderwwk  mit 
einander  verbunden,  so  dass  die  Bewegung  der  einen  die  der 
andern  Ebene  regulirt;  die  beiden  Punkte  P,  F  sind  vermittelst 
eines  Pentagraphs  oder  auch  anderweitig  verbunden,  so  dass  aa^b 
hier  die  Bewegung  des  einen  die  des  anderen  bestimmt 
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Wenn  nun  irgend  ein  Strahl  mit  einem  Punkte  seiner  Ebene 
verbanden  wird,  z.  B.  F  mit  einem  Punkte  von  11^  so  bestimmt 
die  Bewegung  von  11  zuerst  die  von  TV,  dann  die  von  JP  und 
endlich  die  von  P,  oder  der  sich  bewegende  Punkt  beschreibt 
auf  der  sich  bewegenden  Ebene  11  eine  Curve,  deren  Natur  von 
derjenigen  der  verschiedenen  Verbindungen  abhängt. 

Cly.  (0.) 

B.  NiEMTSOHiE.  üeber  die  Gonstruction  der  einander 
eingeschriebenen  Linien  zweiter  Ordnung.     Wien.  Ber. 

LXVII.  290-310.    LXVin. 

R.  NiEMTscHiK.  Ueber  die  Gonstruction  der  einem  Kreise 
eingeschriebenen  Ellipse,  von  welcher  der  Mittelpunkt 
und  eine  Tangente  gegeben  sind.    Wien.  Ber.  Lxvili. 

Betrachtet  man  einen  gegebenen  Kegelschnitt  X  als  Haupt- 
sebnitt,  unter  Umständen  als  Meridian  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung F,  und  schneidet  eine  Ebene  diese  Fläche  in  einem  zweiten 
Kegelschnitt  L  und  den  Kegelschnitt  X  in  den  Punkten  x  und  y, 
so  liefert  die  Projection  /  von  L  auf  die  Ebene  von  X  einen  Ke- 
gelschnitt, welcher  X  in  den  Punkten  x  und  y  berührt.  Aus 
diesem  Gesichtspunkte  werden  in  den  vorliegenden  Abhandlungen 
die  Aufgaben  ausgeführt,  den  oder  die  Kegelschnitte  /  zu  con- 
strairen,  welche  einen  gegebenen  Kegelschnitt  X  doppelt  berühren 
und  ausserdem  durch  gegebene  Punkte  gehen,  gegebene  Gerade 
berühren  oder  einen  gegebenen  Mittelpunkt  haben.  Aus  den  ge- 
gebenen Elementen  von  /  werden  bei  geeigneter  Wahl  von  F 
die  Ebene  von  L  und  deren  Schnittlinie  mit  der  Ebene  von  X 
und  damit  die  beiden  Berührungspunkte  von  /  und  X  bestimmt. 

In  der  ersten  dieser  Abhandlungen  werden  einem  gegebenen 
Kreise  eingeschriebene  Ellipsen  unter  verschiedenen  sonstigen 
Bedingungen  construirt,  indem  fllr  F  die  durch  den  gegebenen 
Kreis  X  als  grdssten  Kreis  bestimmte  Kugel  angenommen  wird, 
so  dass  also  auch  L  stets  ein  Kreis  ist 

In  der  zweiten  Abhandlung  werden  in  gegebene  Kegelschnitte 
doppelt  berührende  Kreise  construirt,  von  welchen  entweder  der 
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Mittelpunkt  oder  der  Radius  oder  ein  Punkt  oder  eine  Tangente 
gegeben  ist.  Von  den  Ellipsen  wurden  als  bekannt  angenommen 
die  beiden  Axen,  von  der  Parabel  Scheitel  und  Brennpunkt,  yod 
der  Hyperbel  die  Scheitel  und  die  Asymptoten.  Als  Fläche  F 
wurde  meist  die  durch  den  gegebenen  Kegelschnitt  als  Heridiaii 
und  eine  seiner  Hauptaxen  als  Rotationsaxe  bestimmte  Rotations- 
fläche benutzt.  Ausserdem  wurden  in  mehreren  Fällen  der  ge* 
gebene  Kegelschnitt  und  der  zu  construirende  Kreis  als  Schnitte 
eines  Rotations -Kegels,  Cylinders  oder  Hyperboloides  und  einer 
von  derselben  umhüllten  Kugel  mit  der  Zeichnungsebene  be- 
trachtet. 

In  der  dritten  Abhandlung  wird  ein  schon  im  ersten  Aufsatz 
behandelter  Fall  specieller  ausgefllhrt.  Schz. 

L.  BuRMESTER.  KineiTiatisch-geometrische  Constructionen 
der  Parallelprojectiou  der  Schraubenfl'ächen  und  ins- 
besondere des  Schattens  derselben.     Schiomiich  z.  xvin. 

185-203. 
Jede  Schraubenfläche  kann  erzeugt  gedacht  werden  durch 
die  Schraubenbewegung  eines  der  zu  ihrer  Axe  senkrecht  stehen- 
den unter  einander  congruenten  ebenen  Schnitte,  d.  i.  einer  ihrer 
Normal  -  Curven.  Da  nun  die  schiefe  Parallelprojection  einer 
Schraubenlinie  auf  eine  Normalebene  bekanntlich  eine  Cyeloide 
ist,  so  lässt  sich  die  Contour  der  schiefen  Parallelprojection  einer 
Schraubenfläche  auf  eine  Normalebene,  die  zugleich  als  Grund- 
rissebene angenommen  wird,  als  die  Hüllbahn  ansehen,  welche 
durch  die  mit  einem  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreise  ver- 
bunden gedachte  Normalcurve  in  der  Normalebene  erzeugt  wird. 
Diese  schiefe  Parallelprojection  Sg  der  Schraubenfläche  ist  aber 
zugleich  die  schiefe  Projection  der  Berührungskurve  S  der  Pro- 
jectionsstrahlen  mit  der  Schraubenfläche  und  steht  also  in  ein- 
facher Beziehung  zur  Qrundrissprojection  S,  von  S.  Aus  dieser 
Auflassung  ergeben  sich  einige  auf  S,,  S,  und  S  bezügliche  Sätze, 
mit  dereu  Hülfe  ihre  Gonstruction  abgeleitet  wird;  sobald  S  oder 
Sg  bestimmt  sind,  kann  die  Projection  von  8  auf  jede  beliebige 
andere  Ebene  £  erhalten  werden.   Bei  Beleuchtung  mit  parallelem 
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Licht  ist  S  die  Selbstschattengrenze,  S«  die  Schlagschattencontour 
der  Fläche,  Die  Normalcurve  C  und  die  Curve  S,  sind  von 
Herrn  Reuleanx  „Profile^,  S^  die  „Eingriffslinie'^  genannt.  Schliess- 
lich werden  die  Schattenconstructionen  einiger  specieller  Schrau- 
benflächen ausgeführt,  nämlich  der  Schraubenregelflächen,  deren 
Normalcurve  eine  allgemeine  Kreisevolvente  ist,  sowie  derjenigen 
Flächen,  deren  Normalcurve  eine  cyclische  Curve  oder  eine  Kreis- 
zuglinie ist.  Schz. 

R.  Staudigl.    Bestimmung  von  Tangenten  an  die  Selbst- 
schattengrenze  von  Rotationsflächen.    Wien.  Ber.LXXVIIL 

Wenn  2  Flächen  F  und  F^  sich  längs  einer  Curve  C  oscu- 
liren,  so  bertlhren  sich  ihre  Selbstschattengrenzen  in  den  Schnitt- 
punkten mit  C  und  haben  also  in  diesen  Punkten  gemeinschaft- 
liche Tangenten.  Um  daher  Tangenten  an  die  Selbstschattengrenze 
eines  Rotationskörpers  F  mit  dem  Meridian  K  zu  construiren, 
wird  eine  Rotationsoberfläche  zweiter  Ordnung  F^  mit  derselben 
Axe  bestimmt,  welche  die  gegebene  Fläche  in  einem  gewählten 
Parallelkreise  osculirt.  Construirt  man  die  Schnittpunkte  P,  und 
P,,  in  welchen  die  Selbstschattengrenze  diesen  Kreis  schneidet, 
dann  liegt  bei  vorausgesetztem  parallelen  Licht  die  Selbstschatten- 
grenze von  F^  in  der  durch  den  Mittelpunkt  M  und  die  Punkte 
Pi  und  P,  bestimmten  Ebene.  Die  Schnittlinien  dieser  Ebene 
mit  den  BerQhrungsebenen  von  F  in  P,  und  P,  liefern  also  zu- 
gleich die  gesuchten  Tangenten  in  P^  und  P,  für  die  Selbst- 
sebattengrenze  von  F.  Diese  Construction  wird  durchgeführt  an 
einem  Wulst,  dessen  Meridian  ein  Kreis  ist  mit  Berücksichtigung 
specieller  Fälle.  Schz. 

Capitel  5« 

Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.    Ebene  Gebilde. 

F.  G.   Affoltkr.      Lehrsätze,   Beweise  und   Construc- 

tionen  für  einen   Cursus  der  neueren   Geometrie   an 

Mittelschulen.     Hoffmaon  Z.  lY.  18M91. 

FortÄchr.  d.  Math.  V.  2,  20 
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Es  ist  eine  Zusammenstellung  bekannter  Sätze  mit  elementar- 
geometrischen Beweisen,  welche  die  Potenzlinie  zweier  Kreise 
und  die  Polareigenschaften  am  Kreise  betreffen.  Letztere  sind 
gegründet  auf  den  Satz,  dass  wenn  zwei  Kreise  sich  rechtwinklig 
schneiden,  alle  durch  den  Mittelpunkt  des  einen  gehenden  Geraden 
durch  die  Peripherien  in  4  harmonischen  Punkten  geschnitten 
werden.  Auch  für  den  von  Steiner  im  30'""  Bande  des  Grelle- 
sehen  Journals  mitgetheilten  Satz,  welcher  um  den  Höhenpunkt 
eines  Dreiecks  beschriebene  Kreise  betrifft,  ist  ein  elementarer 
Beweis  angegeben.  Schz. 

A.  Maier.    Neuere  Geometrie.    Für  höhere  Lehranstalten 

bearbeitet.     Karlsrabe.    Maisch  nnd  Vogel. 

Auf  79  Octavseiten  werden  die  Elemente  der  neueren  Geo- 
metrie in  leicht  verständlicher  Weise,  gegliedert  in  Lehrsätze  mit 
ihren  Beweisen,  im  Uebrigen  hauptsächlich  der  Steiner'schen 
Darstellung  sich  anschliessend,  so  entwickelt,  dass  sie  sich  zur 
Benutzung  auf  höheren  Schulen  wohl  eignen.  Am  Kreise  wird 
gezeigt,  dass  er  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahl- 
büschel oder  Punktreihen  ist;  an  ihm  werden  die  Sätze  von 
Pascal  und  Brianchon,  sowie  die  Polareigenschaften  abgeleitet. 
Dife  Kegelschnitte  werden  als  Kreisprojectionen  dargestellt  und 
ihre  Fundamentaleigenscbaften  aus  denen  des  Kreises  abgeleitet 

Schz. 

Pellissier.     Solution  de  la  question  1103.     Nonv.Ann.(2) 

XIL  48. 

Wenn  a,  b  tand  c  die  Spitzen  eines  Dreiecks  und  a\  V  und  d 
die  auf  den  gegenüberstehenden  Seiten  liegenden  Spuren  der 
Polaren  dieser  Spitzen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bezeich- 
nen, so  schneiden  sich  die  über  aa\  hl/  und  c&  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise  in  denselben  Punkten.  Pr. 

F.  Lucas.     Rapport  anharmonique  de  quatre  points  du 
plan.      C.  R.  LXXVII.  463-465. 
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Der  Verfasser  nennt  den  im  allgemeinen  imaginären  Ausdruck 
d — a    y — a 

WO  a,  /?,  y,  5  die  symbolischen  Coordinaten  von  vier  Punkten 
Ay  B,  Cf  D  einer  Ebene  bedeuten,  das  anharmonische  Verhältniss 
dieser  vier  Punkte,  und  erläutert  den  Nutzen  der  Einführung 
desselben  an  einigen  Beispielen.    Setzt  man  qp  =  (> .  e^,  so  ist 

e  =  ^  :  ^  und  a  =  <  vIDÄ-  <  ACB. 

Ist  (p  reell,  so  liegen  die  4  Punkte  in  einem  Kreise.  Wird  die- 
ser zu  einer  geraden  Linie,  so  ist  (p  mit  dem  gewöhnlichen 
Doppelverbältniss  identisch.  Seht 

A.  Brill.      Ueber  Entsprechen    von  Punktsystemen  auf 

einer  Curve.     Clebsch  Ann.  vi.  33-65. 

Wenn  zwischen  zwei  Punkten  x  und  y  einer  geraden  Linie 
eine  Beziehung  derart  besteht,  dass  jedem  Punkt  x  eine  Anzahl 
(etwa  A)  Punkte  y  und  jedem  Punkt  y  (&)  Punkte  x  entsprechen, 
welche  mit  Xy  bezw.  y,  beweglich  sind,  so  lässt  sich  ein  Abhän- 
gigkeitsverbältniss  zwischen  beiden  —  nach  Gbasles  eine  ,,Gor- 
respondenz"^  —  durch  eine  Gleichung  zwischen  zwei  den  Punkten 
zugehörigen  Variabein  ausdrücken,  welche  für  die  eine  zum  Grad 
k,  fUr  die  andere  zum  Grad  A  ansteigt.  Wenn  die  Punktreihe 
eine  krumme  ist,  und  die  einander  entsprechenden  Puncte  x  und  y 
auf  einer  algebraischen  Gurve  f  liegen,  so  hat  man  sich  die  Gor- 
respondenz  als  eine  Gleichung  zwischen  den  Goordinaten  der 
Punkte  x  und  y  zu  denken,  vermöge  deren  jedem  Punkt  y  eine 
Curve  (o?)  entspricht,  welche  f  in  den  dem  Punkt  y  entsprechen- 
den (mit  y  beweglichen)  Punkten  x  und  ausserdem  beliebig  noch 
in  festen  Punkten  schneidet;  von  den  beweglichen  können  einige 
iu  den  Punkt  y  selbst  fallen.  In  gleicher  Weise  entspricht  dem 
Punkt  X  eine  Gurve  (y)  mit  ähnlichen  Eigenschaften,  wie  die 
Curve  (x);  und  es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Anzahl  der  iny 
bezw.  X  entfallenden  Schnittpunkte  von  (o;)  bezw.  (y)  gleichgross 
ist.  Eine  ZurückfUbrung  dieses  Falles  auf  den  einer  geraden 
Punktreihe,  etwa  durch  Elimination  je  einer  der  Goordinaten  der 

20* 
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Punkte  X  und  y,  erweist  sich  darum  als  unzweckm&ssig,  weil 
die  entstehende  Gleichung  zwischen  je  nur  einer  der  Coordinaten 
Ton  X  und  y  den  Inhalt  der  Correspondenz  nicht  mehr  Yollstän- 
dig  darstellen  würde  (vgl.  ttbrigens  die  Verbesserung  zu  §  1  in 
dem  Druckfehlerverzeichniss  des  VI.  Bandes).  Es  müssen  danim 
für  den  Fall  krummliniger  Punktreihen  die  Chasles'schen  ßätze 
über  Correspondenzen  eine  Modification  erfahren.  Diese  anzu- 
geben ist  die  Aufgabe,  die  sich  der  Verfasser  stellt.  Nun  ist 
eine  der  nächstliegenden  Fragen  über  Correspondenzen  die  nach 
der  Anzahl  der  Punktepaare,  welche  zweien  zugleich  genügen. 
Der  Verfasser  löst  diese  Aufgabe  für  Punkte  einer  algebraischen 
Curye  von  beliebigem  Grad  und  Geschlecht,  indem  er,  von  den 
einfachsten  Annahmen  über  die  beiden  Correspondenzen  aas- 
gehend, stufenweise  zu  dem  Fall  übergeht,  dass  die  beiden  Cor- 
respondenzgleichungen  durch  Zusammenfallen  der  Punkte  o;  und  y 
identisch  erftUit  werden,  und  dass  für  beide  die  Curven  {x)  und 
{y)  durch  die  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  von  f  und  durch  eine 
beliebige  Anzahl  einfacher  fester  Punkte  von  f  hindurchgehen. 
Die  Schwierigkeit,  welche  das  identische  Verschwinden  beim 
Zusammenrücken  von  x  und  y  mit  sich  bringt,  wird  durch  Va- 
riation der  Constanten  in  der  Correspondenzgleichung  beseitigt. 
Die  gesuchte  Zahl  ergiebt  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  zu- 
nächst als  ein  Ausdruck,  welcher  von  der  Anzahl  der  „Coincidenz- 
punkte*'  der  einen  Correspondenz  abhängt,  d.  h.  von  der  Anzahl 
der  Punkte  von  f,  in  welchen  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
X  und  y  zusammen  gefallen  sind.  Jener  Ausdruck  verhält  sieh 
indess  den  beiden  Correspondenzen  gegenüber  unsymmetrisch; 
indem  man  diesen  Umstand  benutzt,  die  Correspondenzen  ver- 
tauscht und  die  erhaltenen  Ausdrücke  gleich  setzt,  erhält  man 
eine  Formel  für  die  Anzahl  der  Coincidenzen  einer  gegebenen 
Correspondenz  und  somit  eine  Ausdehnung  des  bekannten  Cor- 
respondens^rincips  von  Ohasles  auf  Curven  von  beliebiger  Ord- 
nung und  beliebigem  Geschlecht. 

Der  zweite  Theil  des  Aufsatzes  beschäftigt  »ich  mit  der  Auf- 
stellung der  Anzahl  derjenigen  Panktetripel  bezw.  -quadrupel 
auf  der  Curve  f,  welche  zugleich  drei  bezw.  vier  Relationen  zwi- 
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sehen  ihren  Coordinaten  befriedigen,  immer  unter  Berücksichti- 
gung des  Falls,  dass  jene  Belationen  alle  oder  zum  Theil  durch 
Zusammenfallen  je  zweier  der  variabeln  Punkte  befriedigt  wer- 
den. Man  begegnet  der  Schwierigkeit,  die  sich  der  Bestimmung 
des  Grades  der  Resultante  in  diesem  Fall  entgegensetzen,  wie 
früher  durch  Variation  der  Constanten,  wobei  es  sich  als  zweck- 
mässig herausstellt,  die  Variationen  für  die  Constanten  der  ver- 
schiedenen Gleichungen  in  verschiedener  Ordnung  der  Null  sich 
annähernd  anzunehmen. 

In  dem  Anhang  zum  l'"*"  Theil  findet  man  aus  den  erwähnten 
Betrachtungen  eine  Recursionsformel  aufgestellt,  vermöge  deren 
der  bekannte  von  Jonquiöres  und  Cayley  angegebene  Ausdruck 
ftir  die  Anzahl  der  Cnrven,  welche  gewisse  Bei'übrungsbedin- 
gungen  erfüllen,  —  ein  Ausdruck,  der  durch  Induction  erhalten 
wurde  —  bewiesen  werden  kann.  Eine  andere  Anwendung  wird 
auf  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  vierfach  schneidenden  Sehnen 
einer  Raumcurve  gemacht.  In  dem  Anhang  zum  2^^"  Theil  er- 
mittelt ferner  der  Verfasser  die  Anzahl  derjenigen  aus  einer 
6-fach  unendlichen  Schaar  auszuscheidenden  3-fach  unendlichen 
Curvenschaaren  (von  beliebiger  Ordnung)^  die  der  Bedingung  ge- 
nügen, auf  einer  gegebenen  festen  Curve  noch  vier  weitere  Basis- 
punkte  zu  besitzen.  Auf  diese  Bestimmung  gestützt,  kann  man 
u.  A.  die  Anzahl  derjenigen  rationalen  Functionen  von  zwei  Va- 
riabein angeben,  welche  für  nur  5  Punkte  einer  Curve  vom  Ge- 
schlecht 8  Null  und  für  ebensoviel  unendlich  werden.        Bl. 

J.  LüROTH.     Ueber  das  Eechnen  mit  Wtlrfen. 

Gott.  Nachr.  1873.  767-779. 
Staudt  hat  den  Inbegriff  von  vier  Elementen  desselben  Ele- 
mentargebildes mit  BOcksicht  auf  die  Ordnung,  in  der  sie  ge- 
schrieben werden,  einen  Wurf  genannt.  Zwei  Wtlrfe  sind  gleich, 
wenn  sie  projectivisch  sind;  jeder  Wurf  kann  demnach  in  einen 
andern  verwandelt  werden,  von  dem  die  3  ersten  Elemente  ge- 
gebene reelle  «sind.  Ist  das  vierte  dann  auch  reell,  so  nennt  ihn 
Staudt  neutral;  zwei  nicht  neutrale  sind  conjugirt,  wenn  dann 
die  vierten  Elemente  conjugirt  sind.     Ein  Wurf  heisst  0^1,  oo, 
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wenn  sein  viertes  Element  mit  dem  ersten,  zweiten  oder  dritten 
identisch  ist.  Sind  abcd  =  u  und  abcd^  =  w,  zwei  Würfe,  und 
wird  s  so  bestimmt,  dass  cc,  dd^,  as  in  Involution  sind,  so  nennt 
Staudt  den  Wurf  abcs  die  Summe  u  +  u^;  wird  hingegen  p  so 
bestimmt^  dass  ac,  dd^,  bp  in  Involution  sind,  so  heisst  der  Wurf 
abcp  das  Product  uu^ ,  (wie  Herr  Lüroth  die  Staudt'scfae  Definition  des 
Products  umgestaltet  hat);  woraus  sich  dann  die  andern  Opera- 
tionen ergeben  (Beitr.  zur  Geom.  der  Lage  §  19—21).  Der  Nach- 
weis der  Analogie  der  Wurf- Operationen  mit  den  Zahlen -Ope- 
rationen, der  von  Staudt  begonnen,  wird  nun  von  Herrn  Ltiroth  fort- 
gesetzt. Jeden  Wurf,  bei  dem  das  erste  und  dritte  Element  durch 
die  beiden  andern  getrennt  sind,  nennt  Herr  Lüroth  negativ,  die  an- 
dern positiv,  detinirt,  wenn  ein  Wurf  grösser  ist  als  ein  anderer, 
und  zeigt  nun,  dass  bei  der  Addition  und  Multiplication  von 
Würfen  dieselbe  Zeicbenregel  statt  hat,  wie  bei  Zahlen,  dass  die 
Producte  von  „echten"  und  „unechten"  Würfen  sich  ebenso  ver- 
halten, wie  bei  Zahlen,  und  dass  wenn  abcd<iabcd^<iabcd^<"', 
der  Sind  dd^d,^-"  mit  dem  Sinne  abc  übereinstimmt. 

Es  giebt  ferner  stets  einen  positiven  Wurf,  dessen  Quadrat 
dem  Producte  zweier  nicht  neutraler  conjugirten  gleich  ist:  der 
absolute  Werth  der  letzteren;  und  jeder  nicht  neutrale  Wurf  ist 
in  der  Form  u-\-m  darzustellen,  wo  u  und  t)  neutral  sind  and  t 
eine  der  beiden  Wurzeln  des  harmonischen  Wurfs. 

Nun  ist  auch  der  Begriff  einer  ganzen  Wurffunction  festge- 
stellt. Die  absoluten  Functionswerthe  müssen,  weil  positiv,  eine 
untere  Grenze  haben.  Nach  Analogie  eines  Beweises  von  Dar- 
boux  (Bull.  1872.  S.  307)  wird  besonders  mit  Hilfe  des  Satzes, 
dass  man  durch  fortgesetzte  Halbirung  eines  positiven  Wurfes 
jeden  gegebenen  positiven  Wurf  unterschreiten  kann,  gezeigt, 
dass  ein  Wurf  mindestens  existirt,  der  das  Minimum  bewirkt,  dann, 
dass  dasselbe  Null  ist.  Daraus  folgt,  dass  jede  ganze  Wurf- 
function für  u  Würfe  verschwindet. 

Mit  Benutzung  der  (rein  geometrischen)  Grassmann'sehen 
Definition  der  Curve  u^^'  Ordnung  (Grelle  J.  XXKI)  wird  nun, 
weil  die  homogenen  Coordinaten  nichts  anders  als  Wurfrerb&It- 
nisse  sind  und  die  Bildung  der  Resultante  zweier  Gleichungen 
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rein  formal  ist,  der  Beweis  der  beiden  Hauptsätze  der  ebenen 
Cnrventheorie  über  die  Zahl  der  Schnittpunkte  einer  Curve  mit 
einer  Geraden  oder  einer  andern  Curve  ohne  Hülfe  von  Mass- 
begriffen geführt.  Sra. 

A.  MiLiNOWSKi.  Erzeugnisse  krumm-projectivischer  Ge- 
bilde.    SchlÖmllch  Z.  XVIII.  288-306. 

In  der  Weise  und  als  Fortsetzung  der  Abhandlung  des  Herrn 
Schröter  (BorchardtJ.  LIV  S.  31)  untersucht  Herr  Milinowski  die  Ein- 
hüUungscurven  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier 
projecti vischen  Punktreihen  oder  Involutionen,  welche  auf  einem 
und  demselben  Kegelschnitte  oder  auf  einer  Geraden  und  einem 
Kegelschnitte  liegen,  in  Bezug  auf  ihre  Klasse,  Ordnung,  singu- 
lare Elemente  und  ihr  Verhalten  zu  dem  Träger,  bezüglich  den 
Trägern  der  erzeugenden  Gebilde.  Sm. 

A.  Andreieffsky.  Sur  les  m^thodes  de  M.  Chasles  et 
de  M»  Bresse  pour  construire  les  rayons  de  courbure 
des  courbes  d^crites  par  le  mouvement  datis  son  plan 
d'une  figure  plane  invariable.    Warech.  Adz.  1873. 

Der  Verfasser  leitet  die  Regeln  zur  Construction  des  Krüm- 
mungsradius her,  welche  Herr  Bresse  in  seiner  Abhandlung:  „Sur 
un  th^oröme  nouveau  concernant  le  mouvement  plan  et  Tappli- 
cation  de  la  cin6matique  ä  la  dötermination  des  rayons  de  cour- 
bure" (J.  de  TEc.  Pol.  Cah.  35,  1853)  gegeben  hat,  desgleichen 
die  Methoden  von  Chasles,  die  sich  in  der  Arbeit  „Construction 
des  rayons  de  courbure  des  courbes  döcrites  dans  le  mouvement 
d'une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  plan^  (Liouville  J.  X.  1845) 
finden.  Ke.  (0.) 

Groüabd.    *£tude  sur  les  figures  semblables.     inst.  (2)  i. 

132-133. 
Zwei  ähnliche  Figuren,   die  irgendwie  in  der  Ebene  liegen, 
haben  stets  ein  Aehnlichkeitscentrnm.     Von  dieser  Eigenschaft 
ausgehend,  hat  der  Verfasser  im  Jahre  1870  (s.  F.  d.  M.  II  p.  357) 
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einige  Bemerkungen  über  ähnliche  Figuren  veröflfentlicht.  Hier 
handelt  es  sich  nun  um  ähnliche  Figuren  im  Raum.  HiuBichflicb 
der  Resultate  ist  auf  die  Arbeit  selbst  zu  verweisen.       Uz. 

C.  Mittel  ACKER.     Zur  allgemeinen  Theorie  der  KegeU 

schnitte.      Schlömilch  Z.  XVIII.  1-32. 

Ausgehend  von  dem  Satze,  dass  das  anharmonische  YerhiUt- 
nisB  von  4  Punkten  einer  Geraden  identisch  mit  dem  ihrer  Po- 
laren in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  ist,  geht  der  Verfasser 
dazu  Über,  diesen  Satz  in  einen  andern  aufzulösen,  durch  welchen 
die  Länge  des  geradlinigen  Weges,  den  ein  Punkt  besehreibt, 
zum  Sinus  des  Drehungswinkels  seiner  Polare  in  Relation  gesetzt 
wird.  Sind  nämlich  A  und  B  zwei  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnittes,  a  und  6  ihre  Polaren ,  und  nennen  wir  die  Ent- 
fernung der  gegebenen  Punkte  c,  den  Durchschnittspunkt  der 
Polaren  C,  ihren  Winkel  %  die  Normalen  aus  den  Punkten  A, 
B,  C  auf  die  zugehörigen  Polaren  a,  b,  c  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  Qa,  Qb,  Qc,  endlich  den  Haupt- 
parameter der  Curve  p,  dann  ist  immer 

(1)  -MLiLiüH^^dy, 

wie  sich  leicht  bei  Annahme  der  Gleichung 


verificiren  lässt.  Diese  Gleichung  (1)  ist  nun  der  Schlüssel  zu 
allem  Weiteren  in  der  Arbeit,  das  hauptsächlich  in  der  geome- 
trischen Deutung  metrischer  Relationen  besteht.  Mz. 

F.  HozA.     Kleinere  mathematisclie  Mittheilungen. 

Grnnert  Arch.  LV.  441-446. 

Es  werden  bekannte  Sätze  über  Kegelschnitte  bewiesen. 

Schz. 

L.  Saltel.     Thdorfemes  sur  las  coniques  et  sur  les  sur- 
faces  du  second  ordre.    Nonv.  Ann.  (2)  XII.  89-92. 

Ohne  Beweis  werden  Sätze  über  Kegelschnitte  und  Ober- 
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flächen  zweiter  Ordnung  aufgestellt,  die  sieh  auf  folgende  Figuren 
bezieben.  Sind  P,  A,  B,  1,  2  fünf  Punkte,  welcbe  einen  Kegel- 
scbnitt  S  bestimmen,  und  ziebt  man  die  Strablen  (PI)  und  (P2), 
sowie  die  Kreise  (ABl),  (^02)  und  bezeicbnet  man  die  zweiten 
Scbnittpunkte  dieser  Kreise  mit  den  Strablen  durcb  1'  und  2', 
und  den  durch  P,  V,  2'  bestimmten  Kreis  mit  2!j  so  werden 
dureh  A  und  B  beliebige  Kreise  X  gelegt,  welcbe  die  Strahlen 
PA  und  PB  in  je  zwei  Punkten  A'j  F  und  ebenfalls  den  Kreis 
2;  schneiden.  In  entsprechender  Weise  entsteht  die  zweite  Figur 
aus  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  einen  Kreis- 
schnitt C  und  4  Punkte  P,  1,  2,  3  bestimmt  ist;  an  Stelle  der 
Kreise  durch  die  Punkte  A  und  B  treten  hier  Kugeln  duich  den 
Kreis  C.  Schz. 

0.  ToGi^OLi.     Sopra  un  modo  di  generazione  delle  Gurve 
plane  di  terz'  ordiiie.    BattagUni  G.  xi.  376-377. 

Ein  Kreisbttscbel,  d.  i.  die  einfach  unendliche  Schaar  von 
Kreisen,  die  durcb  dieselben  beiden  Funkte  gehen,  bestimmt  auf 
einer  Geraden  eine  quadratische  Involution.  Nimmt  man  zu 
einem  gegebenen  Kreisblischel  ein  zweites  hinzu,  das  jenem  pro- 
jeetiviscb  ist,  so  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kreise  auf 
einer  Gurve  vierten  Grades  im  Allgemeinen.  Man  kann  aber  in 
derselben  Ebene  stets  zwei  solche  Kreisbüschel  annehmen,  die 
erstens  projectiviscb  sind,  und  zweitens  auf  einer  bestimmten  Ge- 
raden dieselbe  quadratische  Involution  erzeugen.  In  diesem  Falle 
wird  die  Gerade  ein  Theil  des  gebildeten  Ortes,  und  man  erhält 
ausserdem  eine  von  den  Kreisbttscbeln  erzeugte  Gurve  dritten 
Grades.    Dies  wird  in  gegenwärtiger  Note  näher  ausgeführt 

Mz. 

H.  Schröter,  üeber  Curven  dritter  Ordnung.   (Fortsetzung). 

Clebsch  Ann.  VI.  85-111. 
Ueber  den  ersten  Theil  dieser  Arbeit  (Glebsch  Ann.  V,  50-83), 
ist  F.  d.  M.  IV,  281  berichtet,  ebenso  über  Arbeiten  von  Dur6ge 
pag.  283  und  Em.  Weyr  Bd.  III  pag.  274,  welche  ähnliche  Unter- 
suchungen zum  Gegenstande  haben.  Die  vorliegende  Fortsetzung 
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beschäftigt  sich  zunächst  wieder  mit  der  Curve  dritter  Ordnung 
C^,  welche  der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Schaar  von  Kegel- 
schnitten  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  ist.  Eine  jede 
solche  Curve  kann  aufgefasst  werden  als  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischen  gleichseitig  hyperbolisch  involutorischen  Strahlen- 
büschel 0  und  p,  wenn  in  die  Verbindungslinie  der  Centra  Theile 
entsprechender  Strahlenpaare  fallen.  Diese  schon  in  der  früheren 
Arbeit  discutirte  Erzeugungsweise  lässt  einige  singulare  Fälle  zu; 
den  einen  hat  Herr  Dur^ge  am  Schluss  der  erwähnten  Abhand- 
lung betrachtet,  nämlich  den,  dass  die  asymptotischen  Strahlen 
beider  Bttschel  einander  entsprechen.  Alsdann  löst  sich  die  C* 
in  einen  Kreis  und  eine  Gerade  auf.  Der  Verfasser  dagegen 
untersucht  den  etwas  verallgemeinerten  Fall,  wo  nur  ein  asymp- 
totischer Strahl  des  einen  Büschels  einem  ebensolchen  des  andern 
Büschels  entspricht,  und  erhält  alsdann  eine  Curve  Q  dritten 
Grades  mit  einem  Doppelpunkt,  deren  Construction  sehr  einfach 
ist.  Man  braucht  nämlich  nur  von  o  und  p  aus  an  einen  um  d 
geschlagenen  Kreis  Tangenten  zu  legen,  dann  liegen  die  vier 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Tangentenpaare  auf  der  CJ  und 
sind  paarweise  conjugirt,  und  wenn  der  Radius  des  Kreises  sich 
verändert,  so  beschreiben  diese  vier  Durchschnittspunkte  die 
Curve  Cd.  Es  werden  nun  noch  weitere  Eigenschaften  dieser 
Curve  entwickelt,  z.  B.  dass  die  Strecken  dp  und  da  von  jedem 
Punkte  der  Curve  aus  gesehen  unter  gleichen  Winkeln  erscheinen, 
was  eine  einfache  Construction  der  Punkte  gestattet,  in  denen 
eine  durch  d  gelegte  Gerade  die  CJ  ausserdem  schneidet;  ferner 
wird  eine  von  Steiner  angegebene  involutorische  Relation  gefol- 
gert zwischen  den  Abständen  dreier  Paare  conjugirter  Punkte, 
flcr,  bßj  cy,  nämlich 

ah  ,  aß  ^    ac  ,  ay 

ah  .  aß  ac  ,  ay^ 

dann  wird  der  Ort  der  Verbindungslinie  conjugirter  Punkte,  die 
im  allgemeinen  die  Cayley'sche  Curve  dritter  Klasse  Ä,  ist,  un- 
tersucht, welche  sich  in  diesem  Falle  in  den  Doppelpunkt  d  und 
in  eine  Parabel  $'  auflöst,  deren  Directrix  durch  d  geht;  es 
zeigt  sich,  dass  die  Cd  die  Fusspunktencurve  dieser  Parabel  för 
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den  Pol  d  ist;  darauf  wird  nachgewiesen,  dass  diejenigen  Strahlen, 
welche  durch  den  dem  .unendlich  entfernten  Punkt  der  Curve 
conjugirten  Punkt  d  gelegt  sind,  der  Curve  noch  in  zwei  Punkten  be- 
gegnen, welche  von  d  aus  unter  rechten  Winkeln  erscheinen,  eine 
Eigenschaft,  die  wieder  zu  einer  einfachen  Erzeugung  der  Curve 
fuhrt.  Endlich  wird  gezeigt,  dass  sich  die  Parabel  ^'  und  die 
Curve  Cd  in  den  drei  Fusspunkten  der  von  d  auf  ^,  gefällten 
Normalen  berühren,  und  dass  die  drei  Wendepunkte  der  C4  auf 
der  Polare  von  d  in  Bezug  auf  $*  liegen. 

Die  Erzeugung  der  hier  betrachteten  C®  durch  projectivische 
gleichseitig  hyperbolische  Büschel  ist  als  ein  specieller  Fall  der 
Erzeugung  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  anzusehen. 
Jede  solche  Curve  kann  nämlich  erzeugt  werden  als  Durchschnitt 
zweier  beliebiger  projectivischer  involutorischer  Strahlenbüschel 
in  halb  perspectivischer,  d.  h.  in  solcher  Lage,  dass  Theile  ent- 
sprechender Strahlenpaare  in  die  Verbindungslinie  der  Centra  0  p 
fallen;  wie  dies  Herr  Duröge  in  der  oben  erwähnten  Abhandlung 
näher  untersucht  hat.  Der  Verfasser  wird  nun  zu  der  Unter- 
Buchung  eines  anderen  speciellen  Falles  geftlhrt,  indem  er  zwei 
circular  involutorische  Strahlbüschel  (o)  und  (p)  in  halbperspec- 
tivische  Lage  bringt;  die  Discussion  dieser  Curve,  welche  der 
Verfasser  als  die  hyperbolisch  gleichseitige  Curve  dritter  Ordnung 
bezeichnet,  bildet  den  zweiten  Abschnitt  der  vorliegenden  Fort- 
setzung. Die  Curve  kann  folgendermassen  erzeugt  werden:  Man 
verbinde  o  und  p  und  errichte  auf  op  in  0  und  p  Senkrechte, 
dann  ist  ihr  unendlich  entfernter  Punkt  s^  der  Tangentialpunkt 
von  o  und  p,  d.  h.  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangenten  in  0 
und  p  die  C  zum  dritten  Mal  schneiden.  Zieht  man  nun  eine 
Gerade  L  durch  s»  und  durch  den  Punkt  r,  in  welchem  op  die 
(?  zum  drittenmal  schneidet,  nimmt  auf  L  einen  beliebigen  Punkt 
X  und  halbirt  die  Winkel  xop  und  xpo,  so  schneiden  sich  die 
beiden  Paare  von  Halbirungslinien  in  vier  Punkten  aba^b^,  die 
paarweise  conjugirt  sind  und  die  bei  der  Veränderung  von  x 
die  gesuchte  Curve  beschreiben.  Die  Halbirungslinien  des  Win- 
kels der  Geraden  ox  und  px  verbinden  paarweise  je  zwei  con- 
jugirte   Punkte,  nämlich  ab  und  (v;  6,;   sie  umhüllen   also  eine 


Digitized  by 


Google 


314      VIII.  Absclmitt.  Beine,  elementare  u.  synthetische  Geometrie. 

Curve  fi',  die  Cayley'sche  Curve,  wenn  C  als  Hesse'sche  Cur?e 
aufgefasst  wird. 

Die  C^  hat  ausser  s^  noch  zwei  reelle  unendlich  entfernt« 
Punkte  q  und  9',  in  Richtungen,  welche  zu  beiden  Seiten  m 
45^  gegen  L  geneigt  sind;  diese  beiden  Punkte  sind  coiyagirt: 
die  St^  hat  deshalb  die  unendlich  entfernte  Gerade  zur  Tangente. 
Wenn  man  beachtet,  dass  die  vier  Punkte  a  b  a^  b^  die  vier 
Mittelpunkte  der  Berlihrungskreise  des  Dreiseits  oxp  sind,  also 
dass  jeder  von  ihnen  der  Höhenschnitt  des  durch  die  drei  übrigen 
gebildeten  Dreiecks  ist,  so  ergiebt  sich  leicht  die  EigeoBchaft, 
dass  die  Mitten  aller  Sehnen  von  C^  welche  conjugirte  Punkte 
verbinden,  auf  einer  Geraden  liegen,  welche  senkrecht  zu  op 
ist.  Von  den  Eigenschaften  der  Curven  C^^^  und  flP\  zu 
welchen  die  weitere  Untersuchung  führt,  und  in  Bezug  aufweiche 
im  Einzelnen  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden  muss,  mögen 
hier  nur  folgende  erwähnt  werden. 

Die  Orthogonalkreise  d.  h.  die  Orte  der  Durchschnittspunkte 
sich  senkrecht  schneidender  Tangenten  sämmtlicher  Kegelschnitte 
eines  Gewebes,  dessen  Tripelstrahlencurve  fi(^)  ist,  bilden  eine 
Ereisschaar  mit  den  beiden  gemeinschaftlichen  Punkten  0  und  p. 
(Ein  Gewebe  ist  das  polare  Gebilde  zu  einem  Kegelschnitt-Netz). 
Und  zwar  ist  jeder  dieser  Kreise  Orthogonal  -  Kreis  zu  einer 
Schaar  von  Kegelschnitten  des  Gewebes,  die  einem  Rechteck 
eingeschrieben  sind,  und  die  Gerade  op  ist  Orthogonalkreis 
(Directrix)  für  sämmtliche  Parabeln  des  Gewebes. 

Und  femer:  Das  Kegelschnittnetz,  dessen  Tripelcurve  0-^^ 
ist,  besitzt  eine  Kreisschaar  mit  den  Nullkreisen  0  und  p.  (Im 
Allgemeinen  enthält  ein  Netz  nur  einen  Kreis).  Bei  der  Unter- 
suchung der  Gestalt  der  C^  ergeben  sich  zwei  Hauptfälle,  jenach- 
dem  r  zwischen  o  und  p  liegt  oder  in  der  Verlängerung.  Hieran 
schliesst  sich  endlich  eine  Untersuchung  der  Wendepunkte,  und 
die  Besprechung  einiger  singulärer  Fälle,  in  welchen  die  C^  ^' 
gelöst  ist.  Ä. 

V.  Schlegel.     Ueber  die  mechanische  Erzeugung  von 

Curven.     Clebscb  Ann.  VL  321-329. 
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Der  Herr  Verfasser  betrachtet  die  von  Herrn  Schroeter  in 
Clebsch  Ann.  V.  65  (b.  F.  d.  M.  IV  281)  mitgethei^e  Construetion  der 
Curven  dritter  Ordnung  rein  äusserlich  und  findet,  dass  sie  sich 
von  der  Orassmann'sehen  hauptsächlich  durch  £infU)irung  eines 
festen  Kegelschnittes  (Kreises)  statt  zweier  festen  Geraden  unter- 
scheidet. Es  wird  das  der  Schroeter'schen  Erzeugungsart  ent- 
sprechende sogenannte  planimetrische  Product  aufgestellt,  und 
der  Grad  der  Curven,  welche  bei  allgemeinerer  Lage  der  in  ihm 
enthaltenen  Elemente  dargestellt  werden,  bestimmt.  Es  wird 
bemerkt,  dass  in  ähnlicher  Weise  das  von  Herrn  Grassmann 
(Ausdehnungslehre  1844  S.  226)  angegebene  Princip  für  die  me- 
chanische Erzeugung  beliebiger  algebraischer  Curven  dadurch 
eine  Erweiterung  erfahren  könne,  dass  nicht  nur  feste  Gerade 
und  Punkte,  sondern  auch  Curven  zu  Grunde  gelegt  werden, 
eine  Erweiterung,  welche  Herr  Grassmann  selbst  schon  früher 
in's  Auge  gefasst  hatte  (Crelle  J.  XXXI  131).  Schz. 

H.  DüREGE.      Ergänzung   zu   dem  Aufsatze    „Ueber  die 

Formen  der  Curven  dritter  Ordnung". 
Borchardt  J.  LXXVI.  59-61. 

Ueber  den  im  Titel  bezeichneten  Aufsatz  ist  in  den  F.  d.  M. 
Bd.  IV.  pag.  277-280  berichtet.  Bei  der  Aufzählung  der  ver- 
schiedenen Formen  hatte  der  Verfasser  Übersehen,  dass  es  auch 
Curven  geben  kann,  bei  welchen  der  eine  Theil  drei  reelle 
Asymptoten  hat,  während  der  andere  Theil  ein  geschlossenes 
Oval  bildet.  Zu  den  früher  aufgeführten  Fällen  sind  demnach 
noch  zwei  Formen  der  ersten  Gattung  hinzuzufügen.  (Vgl.  das 
citirte  Referat  d.  drei  gerade  Asymptoten.)  Der  Theil  U  besteht 
aus  drei  in's  Unendliche  gehenden  Stücken;  je  zwei  nicht  dem- 
selben Stücke  angehörende  Aeste  schliessen  sich  derselben  Asymp- 
tote an.    S  bildet  ein  Oval. 

6.  Eine  gerade  und  eine  parabolische  Asymptote  (Ueber- 
gangsfall).  Der  Theil  U  besteht  aus  zwei  in's  Unendliche  gehen- 
den Stücken,  der  eine  Ast  jedes  Stückes  schliesst  sich  der  ge- 
raden, der  andere  der  parabolischen  Asymptote  an.  8  bildet 
ein  Oval. 
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Der  Herr  Verfasser  erwähnt  hierbei,  dass  ihm  erst  nach  Ab- 
fassung seines  früheren  Aufsatzes  bekannt  geworden  ist,  dass 
die  Trennung  der  beiden  Hauptgattungen  (mit  oder  ohne  S)  schon 
vor  ihm  durch  Herrn  Cremona  aufgestellt  ist  (Considerazioni 
suUe  curve  piani  del  terz'  ordine.   Battaglini  G.  II  pag.  78). 

A. 

H.  G.  Zeuthen.    Sur  las  diflP^rentes  fonnes  de  courbes  du 
quatrifeme  ordre.     0.  B.  LXXVll.  270-272. 

Die  vorliegende  Note  ist  der  Vorbote  der  ebenso  betitelten 
Abhandlung  des  Verfassers  in  Clebsch  Ann.  VII,  pag.  410 — 432, 
über  welche  im  nächsten  Bande  der  F.  d.  M.  referirt  werden 
wird.  Hier  zeigt  der  Verfasser,  dass  eine  ebene  Curve  vierter 
Ordnung  höchstens  4  Doppeltangenten  erster  Gattung  hat,  das 
heisst  solche,  welche  ein  und  denselben  Zweig  doppelt  berühren, 
dass  sie  also  auch  höchstens  vier  einspringende  Bögen,  und  höch- 
stens 8  reelle  Wendepunkte  besitzt.  Von  den  verschiedenen  mög- 
lichen Formen  der  Curven  vierter  Ordnung,  deren  der  Verfasser 
in  der  citirten  Abhandlung  36  anführt,  werden  hier  nur  diejenigen 
aufgestellt,  welche  das  Maximum  von  einspringenden  Bögen  und 
von  getrennten  Zweigen  besitzen.  Diese  sind  in  der  folgenden 
Zusammenstellung  enthalten,  wo  unter  n-Folium  eine  geschlos- 
sene Curve  mit  n  einspringenden  Bögen,  unter  Oval  eine  solche 
mit  keinem  einspringenden  Bogen  verstanden  wird: 

1)  Ein  Quadrifolium   und  zwei  Ovale  ausserhalb  desselben; 

2)  Ein  Quadriiolium  und  ein  Oval  innerhalb  desselben; 
8)  Ein  Trifolium,  ein  Unifolium  und  zwei  Ovale; 

4)  Zwei  Bifolia  und  zwei  Ovale; 

5)  Ein  Bifolium,  zwei  Unifolia  und  ein  Oval; 

6)  Vier  Unifolia. 

Die  vorliegende  Note  und  die  citirte  Abhandlung  gewinnen 
namentlich  noch  dadurch  ein  grösseres  Interesse,  dass  sie  des 
Verfassers  Arbeit:  ^Etudes  des  propriöt^  de  Situation  des  sur- 
&ces  cubiques^  (Clebsch  Ann.  VIII,  pag.  1  bis  30)  vorbereitet 
haben.  Seht 
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H.  G.  Zeuthen,     Om  Udseendet  af  Kurver  af  tredie  og 

§erde  Orden,      Zeuthen  Tidsskr.  ^3)  ni.  97. 

Eine  Curve  vierter  Ordnung  kann  unter  ihren  28  Doppel- 
tangenten nicht  mehr  als  vier  haben,  welche  denselben  Ast  berühren, 
und  folglich  unter  den  24  Inflexionstangenten  nicht  mehr  als  8 
reelle.  Der  Verfasser  giebt  eine  nähere  Bestimmung  der  Lage 
derAeste  gegen  die  vier  Doppeltangenten.  Später  (Bd.  IV  p.  15) 
hat  der  Verfasser  gezeigt,  dass  die  Curve  immer  4  reelle  Doppel- 
tangenten hat,  welche  denselben  Ast  reell  oder  imaginär  berühren. 

Hn. 

J.  WoLSTENHOLME.     On  cpicycloids  and  hypocycloids. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  321-327. 
Die  Curve  wird  als  Enveloppe  einer  Kreissehne  betrachtet, 
deren  Enden  den  Kreis  beschreiben  mit  Geschwindigkeiten,  die 
sich  wie  m  zu  n  (zwei  ganze  Primzahlen)  verhalten. 

Cly.  (0.) 

G.  SiDLER.     Trisection  eines  Kreisbogens  und  die.Kreis- 

Conclioide.     Bern.  Mitth.  1873. 

Die  Kreiseonchoide  (Limagon  de  Pascal)  entsteht  bekannt- 
lich, wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  0  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises  C  einen  S^trahlbUschel  legt  und  auf  jedem  Strahl 
von  dem  zugehörigen  Kreispunkte  X  aus  den  Radius  R  des 
Kreises  nach  beiden  Seiten  aufträgt.  Sie  ist  zugleich  die  Fuss- 
punktcurve  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  einen  gleich  grossen 
Kreis,  der  den  anderen  Endpurikt  des  durch  0  gehenden  Durch- 
messers von  C  zum  üentrum   hat;   sie  wird  femer  beschrieben 

R 

durch  Abrollen  eines  Kreises  mit  dem  Radius  —  auf  einem  gleich 

grossen  Kreise  von  einem  mit  dem  ersten  fest  verbundenen  Punkte, 
der  die  Entfernung  R  vom  Mittelpunkt  hat.  Aus  diesen  drei  Erzeu- 
gungsarten werden  die  beiden  von  den  Herren  Hippauf  (F.  d.  M.  IV, 
28)  und  Jouanne  (Nouv.  Ann.  (2)  IX.  F.  d.  M.  H  362)  angegebenen 
Arten   der  Verwendung  zur  Dreitheilung  eines  Winkels,  sowie 
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eine  Reihe  von  Eigenschaften  dieser  Carve  entwickelt,  welche 
sich  auf  die  Normalen,  die  doppelt  berührenden  Kreise,  den 
KrüinmuDgsmittelpunkt  und  die  Evolute,  den  Flächeninhalt  und 
die  Bogenlänge  beziehen;  z.  B.  dass  ihre  Evolute  die  durch  Re- 
flexion entstehende  Brennlinie  eines  mit  dem  Grundkreise  con. 
centrisehen  Kreises  von  halb  so  grossem  BAdius  fftr  von  0  aus- 
gehende Strahlen  ist;  dass  die  Kreisconchoide  mit  deijeoigen 
Ellipse,  deren  Halbaxen  3A  und  R  sind,  gleichen  Flächeninhalt 
und  gleichen  Umfang  hat  und  zugleich  mit  einer  gewissen  ver- 
kürzten Gycloide  gleiche  Bogenlänge  und  halb  so  grossen  Flä- 
cheninhalt besitzt.  Schz. 


B.    Räumliche  Gebilde. 

J.  Thomae.     Geometrie  der  Lage.     Halle.  Nebert.  1873. 

Eine  knappe  Darstellung  der  Grundlagen  der  synthetischen 
Geometrie  auf  Staudt'scher  Basis.  Kln. 

E.  Sturm.     Das  Problem  der  räumlichen  Projectivität 

Gott.  Nachr.  1873.  311-320. 
Das  Problem  ist  dieses:  Gegeben  sind  im  Räume  zwei 
Gioippen  von  gleich  vielen  Punkten,  welche  einander  entsprecbend 
(homolog)  zugeordnet  sind;  solche  entsprechende  (correspon- 
dirende)  Gerade  zu  finden,  welche  bezüglich  mit  den  Punkten 
der  einen  und  der  andern  Gruppe  verbunden  projectivische  EbeneD- 
würfe  liefern,  in  denen  die  nacA  homologen  Punkten  gehenden 
Ebenen  entsprechend  sind,  und  die  Vertheilung  dieser  Geradeu 
Im  Räume  zu  discutiren.  Es  sind  nun  die  Resultate  angegeben,  in- 
dem zuerst  vorausgesetzl;  wird,  dass  beide  Gruppen  aus  je  vier 
Punkten  bestehen,  dann  aus  je  fllnf  Punkten  u.  s.  w.  bis  aas  je 
11  Punkten.  Mz. 

SiLLDORF.      Geometrische    Verwandtschaft     räumlicher 

Systeme.  Schlömilch  Z.  XYIII.  523-543. 
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Bedeuten  p,  -"  p^  homogene  lineare  Functionen  der  Goor- 
dinaten  eines  Punktes  x,  so  stellen  die  Gleichungen 

Pi  Vi  "^V^Vt^  Pz  Vz  =  Pa  Va 
eine  cubische  Yerwandteehaft  zwisohen  den  Punkten  x  und  y 
dar,  welche,  Yon  analytischer  Seite  öfter  untersucht,  in  gegen- 
wärtigem Aufsatze  vom  Verfasser  synthetisch  betrachtet  wird. 
Gegen  die  Yon  ihm  gegebene  Befirt;immung  der  Zahl  von  Durch- 
schnitten einer  Raumcnrve  beliebiger  Ordnung  mit  einer  Fläche 
beliebiger  Ordnung  wird  man  Mancherlei  einwenden  können. 

Ein. 

H.  Eggers.     Zur  Involution.   Grunert  Arch.  LV.  341-361. 
F,  August.     Einleitende  Bemerkungen  hierzu. 

Grunert  Arch.  LV.  337-340. 
Die  einleitenden  Worte  sind  vornehmlich  für  solche  Leser 
bestimmt,  welche  den  Betrachtungen  der  neueren  Geometrie  femer 
stehn.  In  der  Arbeit  selbst  werden  nun  hauptsächlich  die  Fälle 
discutirt,  in  welchen  eine  Involulioa  n^^"  Grades  mehrfache  Paukte 
hat.  Die  Bedingungen  hierfür  werden  angegeben.  Doppelele- 
mente hat  sie  im  Allgemeinen  stets.  Am  Schluss  wird  die  Con- 
struction  der  vier  Doppelelemente  einer  Involution  dritten  Grades, 
sowie  der  sechs  Doppelelemente  einer  Involution  vierten  Grades 
angegeben,  und  hieraus  die  analoge  Construction  für  eine  Invo- 
lution n*''"  Grades  gewonnen.  Endlich  wird  noch  die  Construc- 
tion zusammenfallender  Elemente  zweier  concentrischer  projecti- 
viscber  Involutionen  behandelt.  Mz. 

V.  Imschenetsky.  Note  sur  le  rapport  anharmonique 
du  plan  de  courbure  P  en  un  point  quelconque  d'une 
ligne  d'intersection  de  deux  surfaces  quelconques,  des 
plana  tangents  A  et  B  h,  ces  surfaces  et  du  plan  mend 
par  rintersection  des  plans  A  et  B.    M6m.  de  Liege  (2)  V. 

Der  Verfasser  untersucht  die  im  Titel  bezeichnete  Frage, 
indem  er  den  Satz  von  Meunier  zur  Elimination  der  trigonome- 
trischen Linien  anwendet,  die  sich  in  dem  Ausdruck  fttr  das  an- 
barmonisebe  Verhältniss  finden.  Mn.  (0.) 

FortMhr.  d.  Math.  V.  3.  21 
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A.  Tbanson.    Sur  le  th^or^me  de  Dandelin.     Nou?.  Ann. 

(2)  Xn.  21-23. 
Schneidet  eine  Ebene  E  einen  Rotationskegel  und  wird  eine 
Kugel  K  diesem  Kegel  eingeschrieben,  welche  zugleich  die 
Ebene  E  berührt,  so  ist  bekanntlich  der  Berührungspunkt  einer 
der  Brennpunkte  des  in  £  befindlichen  Kegelschnittes,  und  die 
Schnittlinie  /  von  E  mit  der  Berührungsebene  B  der  Kugel  K 
ist  die  sKUgehörige  Leitlinie.  Dieser  Satz,  welcher  bereits  eine 
Erweiterung  gefunden  für  den  Fall,  dass  K  die  Ebene  £  schnei- 
det, wird  nun  ausgedehnt  auf  den  Fall,  dass  K  die  Ebene  £ 
weder  berührt  noch  schneidet;  es  wird  nämlich  gezeigt,  im 
dann  auf  der  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  K  auf  £  gefällten  Senk- 
rechten, deren  Länge  a  sei,  der  in  der  Entfernung  /a'  —  r'  von 
£  befindliche  Punkt  diejenige  Eigenschaft  eines  Brennpunktes 
besitzt,  dass  das  Verhältniss  der  Entfernung  jedes  Kegelschnitt- 
punktes von  ihm  und  der  erwähnten  Leitlinie  constant  ist.  Be- 
stimmt man  durch  eine  zweite  Kugel  einen  zweiten  derartigen 
Brennpunkt,  so  ist  je  nach  der  Lage  der  zweiten  Kugel  die 
Summe  oder  Di£ferenz  der  nach  den  Punkten  des  Kegelschnittes  £ 
gehenden  Radienvectoren  constant.  Schz. 

L,  Saltel.     Thöorferaes  sur  les  coniques  et  sur  les  sur- 
faces  du  second  ordre.     Nouv.  Ann.  (2i  xii.  89-92. 
Siehe  Abschn.  VUl  Cap.  5,  A.  p.  310. 

F.  Klein.     Ueber  Flächen  3*"  Ordnung.   Zwei  Noten.  Erlang. 

Ber.  1873. 
In  der  ersten  der  beiden  Noten,  (welche  Vorläufer  einer 
ausführlicheren  Abhandlung  in  den  Math.  Ann.  VI  S.  551-581 
sind)  setzt  Herr  Klein  auseinander,  wie  aus  der  Fläche  3'^'  Ord- 
nung mit  vier  reellen  Knotenpunkten  durch  die  beiden  Processe 
der  Bindung  oder  Trennung  der  durch  einen  Knotenpunkt  ver- 
bundenen Flächentheile  (nach  ähnlicher  Art  wie  aus  dem  Kegel 
2<«»  Grades  dureh  Bindung  oder  Trennung  das  einschalige  oder 
zweischaUge  Hyperboloid  hervorgeht)  sämmtliche  Gattungen  der 
Flächen  3**'  Ordnung  mit  3,  2,  1  reellen  oder  keinem  Knoten- 
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puDkte  abgeleitet  werdeu  können,  ausser  der  mit  einem  isolirten 
Knotenpunkte;  der  Durchgang  eines  Knotenpunkts  durch  die 
biplanare  Form  ändert  die  Gattung  insofern  nicht,  als  die  durch 
die  beiden  Äufloseprocesse  erhaltenen  Resultate  dieselben  sind, 
ob  sie  Yor  oder  nach  dem  Durchgange  vorgenommen  werden. 

In  der  zweiten  Note  theilt  Herr  Klein  mit,  was  er  in  Folge 
genaueren  Studiums  des  Weiler'schen  Modells  (Gott.  Nachr.  1872 
402,  s.  F.  d.  M.  IV  393)  der  Diagonalfläche  vonClebsch  (Gott.  Nachr. 
1871  No.  12,  GlebschAnn.  IV.  S.  331)  über  die  Lag^yerhältnisse  der 
Fläche  3*^'  Ordnung  mit  27  reellen  Geraden  gefunden  hat,  welche 
durch  Deformation  aus  der  genannten  speciellen  Fläche  abgeleitet 
werden  kann.  Besonders  hervorzuheben  ist,  dass  die  Fläche  ans 
10  Dreiecken,  90  Vierecken,  30  Fünfecken  besteht,  die  paraboli- 
sche Curve  in  10  Ovale  zerfällt,  jedes  einem  der  Dreiecke  ein- 
geschrieben, und  dass  es  vier  Arten  ebener  Schnitte  und  demnach 
vier  Unter-Arten  dieser  Gattung  der  Fläche  3'®'  Ordnung  giebt,  je 
nach  der  Art  des  unendlich  fernen  Schnitts.  Sm. 

L.  ScHLÄFLi.  Quaud'  h  che  dalla  superficie  generale  dl 
terz'  ordine  si  stacca  uua  parte  che  non  sia  realmente 
segata  da  ogni  piano  reale  ?    Bnoschi  Ann.  (2)  v.  289-296. 

Herr  Scbläfli  zeigt  zuerst,  dass  eine  allgemeine  Fläche  3*"^'  Ord- 
nung, von  der  sieh  ein  geschlossener  Theil  abzweigt,  der  nicht 
von  jeder  reellen  Ebene  reell  geschnitten  wird,  nur  3  (ein  Drei- 
eck bildende)  reelle  Geraden  und  13  reelle  dreifache  Bertthrungs- 
ebenen  hat ,  also  von  der  fünften  Gattung  nach  der  Anordnung 
von  Cremona  (Borchardt  J.  LXVIII  S.  116)  ist,  indem  er  den 
Büschel  um  die  eine  jedenfalls  reelle  Gerade,  die  auf  dem  nicht 
geschlossenen  Theile  liegt,  untersucht.  Darauf  beschreibt  er  die 
Veränderung,  welche  die  12  Geraden  einer  Doppelsechs,  die  sich 
auf  der  Fläche  mit  einem  Knotenpunkte  zu  je  zweien  in  eine 
der  6  Knotenpunkts  -  Geraden  vereinigen,  bei  dem  Uebergange 
von  der  einen  Gattung  zur  nächsten  (nach  jener  Anordnung)  er- 
fahren, in  ähnlicher,  aber  abersichtlicherer  Weise,  als  es  vom 
Ref.   (Flächen  3^^'  Ordnung  Leipz.  1867  S.  355)   geschehen  ist: 

21* 
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entweder  gehen  zwei  Gegengerade  der  Doppelsechs  aus  reellen 
in  conjugirt  imaginäre  über,  oder  zwei  Gerade  der  einen  Sechs 
sind  conjngirt  imaginär  und  ihre  Gegengeraden  ebenfalls;  sie 
bleiben  imaginär,  aber  jede  ist  nach  dem  Uebergange  mit  der 
Gegengeraden  der  andern  conjugirt. 

Nach  einer  allgemeinen  Auseinandersetzung,  in  welcher  Weise 
der  Riemann'sche  Zusammenhang  einer  Fläche  durch  yerscbie- 
dene  Operationen  (Quer-  und  RUekkehrschnitte,  Zusammenheftun- 
gen,  Trennungen)  geändert  wird,  wird  schliesslich,  indem  die 
Ordnung  des  Zusammenhangs  einer  unbegrenzten  Ebene,  eine^ 
Ellipsoids  oder  zweimaateligen  Hyperboloids  Null  angenommen 
wird,  die  der  5*^",  4'**",  3'*"",  2**",  1'""  Gattung  der  allgemeinen 
Fläche  3*"  Ordnung  gleich  —  2, 0, 2,  4,  G  gefunden.         Sm. 

Em.  Weyr.     Sopra  le  proprieth  iiivolutorie  di  un  esagoiio 
gobbo  e  d'un  esaedro  completo.     Rend.  d.  ist.  Lomb.  (2)  vi 

179-180. 
Die  Note  enthält  den  Beweis  für  folgenden  Satz:  .,Die 
10  Paare  der  entgegengesetzten  Ebenen  irgend  eines  räumlichen 
vollständigen  Hexagons  schneiden  eine  Ebene  P  längs  10  Paar 
Geraden ,  welche  zu  einem  involutorischen  System  2'"  Ordnung 
gehören,  dessen  Fundamentalpunkte  die  Schnitte  der  Ebene/' 
mit  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  sind,  welche  dem  Hexagon 
umschrieben  ist".  Auch  der  entsprechende  Satz  für  das  vollstän- 
dige Hexaeder  findet  sich  bewiesen.  Jg.  (0.) 

Ed.  Weyr.     Classification  des  courbes  du  sixifeme  ordre 

dans   Tespace.      C  R.  LXXVI.  424-428.  475-473.  555-55i 

Die  Raumcurven  C^  werden  in  folgende  drei  ClasseD  einge- 
ordnet: Entweder  ist  Cg  der  vollständige  Durchschnitt  einer 
Fläche  zweiter  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung,  oder  sie  ist 
auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  gelegen,  ohne  dass  eine  FlScke 
zweiter  Ordnung  hindurchgeht,  oder  endlich,  sie  liegt  auf  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung,  ohne  zugleich  in  einer  Fläche  dritter 
Ordnung  enthalten  zu  sein.  Diese  drei  Gattungen  von  Gurren 
werden  durch  die  characteristischen  Symbole  (2,3),  (3),  (2)  ^ 
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zeichnet.  Ein  weiteres  Eintheilungsprincip  wird  durch  die  Zahl 
der  scbeiubaren  Doppelpunkte  gewonnen.  Jede  Baumcurve  C^ 
hat  wenigstens  6  und  höchstens  10  scheinbare  Doppelpunkte. 
In  der  ersten  Classe  (2,3)  existirt  nur  eine  Art,  welche  durch  6 
gcheinbare  Doppelpunkte  characterisirt  ist,  in  der  zweiten  Classe 
(3)  lassen  sich  5  Arten  von  Curven  unterscheiden,  je  nachdem 
dieselben  6,  7,  8,  9  oder  10  scheinbare  Doppelpunkte  haben, 
endlich  zerfallen  die  Gurven  der  Classe  (2)  in  zwei  Arten,  da 
sie  entweder  7  oder  10  scheinbare  Doppelpunkte  besitzen. 

Sehn. 

G.  Darboüx.     Sur  les   lignes  asymptotiques  de  la  sur- 

face  de   Steiner.      Bull.  d.  l..  Soc.   Phil.-  X.   37-38.     loat.   (2)    L 
142-143. 

Durch  die  Methoden  von  Clebsch  und  Cremona  lässt  sich 
eine  Steiner'sche  Fläche  so  in  eine  Ebene  abbilden,  dass  die 
ebenen  Schnitte  derselben  dargestellt  werden  durch  alle  diejenigen 
Kegelschnitte,  welche  die  drei  Diagonalen  eines  gewissen  voll- 
ständigen Vierseits,  des  Fundamentalvierseits,  harmonisch  theilen. 
Die  Schnitte  der  Tangentialebenen  müssen  also  dargestellt  wer- 
den durch  Kegelschnitte,  die  die  genannte  Eigenschaft  haben, 
ausserdem  aber  einen  Doppelpunkt  besitzen,  also  in  zwei  Gerade 
zerfallen.  Man  hat  also,  um  die  Abbildung  eines  solchen  Schnittes 
zu  erbalten,  durch  die  Abbildung  M  des  Berührungspunktes  zwei 
Gerade  zu  legen,  welche  die  drei  Diagonalen  des  Fundamental- 
vierseits  harmonisch  theilen;  dies  sind  die  Tangenten  der  beiden 
Kegelschnitte,  welche  durch  M  gehen,  und  dem  Vierseit  einge- 
sehrieben sind.  Daraus  folgt,  dass  die  asymptotischen  Linien  der 
Steinefschen  Fläche  abgebildet  werden  durch  die  Kegelschnitte» 
welche  dem  Fundameutalvierseit  eingeschrieben  sind.        A. 

G.  Darboüx.  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  algöbriques  et  sur  la  thöorie  des  ima- 
ginaires.     M^m.  de  Bordeaux.  VIII.  291-350.    IX.  1-280. 

Siebe  Abschnitt  IX,  Cap.  3,  C. 
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C.    Geometrie  der  Anzahl. 
A.  Clebsch.     Zur  Theorie  der  Characteristiken, 

Clebsch  Ann.  VI.  1-16. 

In  der  Theorie  der  Gharacteristiken  spielt  der  von  Chasles 
ursprünglich  durch  Induction  gefundene  Satz,  demzufolge  die 
Zahl  der  Kegelschnitte  eines  Systems,  welche  eine  gegebene 
Bedingung  erfüllen,  von  der  Form  afA-{-bv  ist,  wo  die  a,  b  nur 
von  der  Natur  des  Kegelschnittsystems,  die  jm,  v  nur  von  der  zu- 
tretenden Bedingung  abhängen,  eine  fundamentale  Rolle.  Clebsch 
unternimmt  es  in  dem  vorliegenden  Aufsatze,  innerhalb  gewisser 
Grenzen  einen  analytischen  Beweis  dieses  Satzes  zu  erbringen, 
und  es  ist  das  wohl  um  so  bedeutsamer,  als  dieses  ganze  Gebiet 
bisher  ausschliesslich  der  rein  geometrischen  Speculation  ange- 
hörte. Die  zum  Beweise  erforderlichen  Hülfsmittel  sind  der 
(F.  d.  M.  IV  p.  62  besprochenen)  Abhandlung  Glebsch's  über  ,,eine 
Fundamentalaufgabe  der  Invariantentheorie^^  entnommen;  aas 
ihnen  geht  namentlich  auch  hervor,  dass  das  betreffende  Theorem 
auf  individuellen  Eigenschaften  des  beim  Kegelschnitte  auftreten- 
den Formensystems  beruht,  und  dass  also  kein  Grund  vorhanden 
ist,  bei  Gurven  höherer  Ordnung  einen  entsprechenden  Satz  m 
vermuthen,  (wie  das  durch  die  neueren  Arbeiten  über  die  Gharac- 
teristiken höherer  Gurven  sich  in  der  That  ergeben  hat). 

Kln. 

8.  Roberts.     On  parallel  surfaoes.     Proc.  of.  L.  M.  Soc  iv. 

218-235. 

Die  ursprüngliche  Oberfläche  wird  entweder  als  eine  allgemeine 
von  der  Ordnung  m  oder  als  eine  von  der  Glasse  n  angenommen. 
Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  Bestimmung  der  numerischen 
Gharacteristiken  der  Parallel-Oberflächen.  Die  hauptsächlichsten 
Resultate  sind  in  den  Tabellen  auf  pag.  222  und  226-227  nieder- 
gelegt, jedoch  enthält  die  Arbeit  noch  verschiedene  andere  Re- 
sultate. •  Cly.  (0.) 

R.  Sturm.  Ueber  Fusspunkts-Curven  und  -Flächen,  Nor- 
malen und  Normalebenen.   Clebsch  Ann.  vi.  241-264, 
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Die  rein  synthetisch  gehaltene  Untersnchnngen  bewegen 
sieh  um  Fragen,  deren  allgemeiner  Character  sieh  dahin  kenn- 
zeichnen lässt:  Wenn  von  einer  Curve  oder  Fläche,  die  ihre 
Natur  charaeterisirenden  Zahlen,  als  da  sind  Ordnung,  Classe  etc. 
bekannt  sind,  wie  lassen  sich  die  entsprechenden  Zahlen  fttr  die 
FuBspunktengebilde  bestimmen?  In  Betreff  der  zahlreichen  Ein- 
zelnheiten, welche  mit  der  Behandlung  jener  Aufgabe  verknüpft 
sind,  muss  auf  die  Abhandlung  selbst  verwiesen  werden. 

Sehn. 

M.  Chasles.  Determination  imm^diate,  par  le  principe 
de  correspondance,  du  nonibre  de  points  d'intersection 
de  deux  courbes  d'ordre  quelconque,  qui  se  trouvent 
h  distance  finie.   Liouville  J.  (2)  XVIII.  202-211. 

M.  Chasles.  Note  relative  k  la  d^termination  du  nom- 
bre  de  points  d'intersection  de  deux  courbes  d'ordre 
quelconque,  qui  se  trouvent  ä  distance  finie. 

LiouYille  J.  ^2)  XVIII.  212-219. 

M.  Chasles.  Note  relative  a  la  ddtermination  du  uom- 
bre  de  points  d'intersection  de  deux  courbes  d'ordre 
quelconque,  qui  se  trouvent  k  distance  finie. 

C.  E.  LXXVI.  126-132. 
Die  erste  dieser  Abhandlungen  ist  ein  Abdruck,  die  letxte 
die  Fortaeta&ung  einer  bereits  in  diesem  Jahrbuch^  1872^  IV  p.  311 
besprochenen  Abhandlung  desselben  Verfassers,  die  zweite  ein 
Abdruck  der  dritten.  In  der  letzteren  findet  man  einen  auf  das 
Correspondenzprincip  gegründeten  Beweis  des  Satzes  ^  dass  die 
Zahl  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Curven  von  der 
Ordnung  beztlglich  p  und  p'  gleich  pp'  ist;  derselbe  stützt  sieh; 
zum  Unterschied  von  dem  in  der  vorhergehenden  Abhandlung 
gegebenen,  auf  den  (als  evident  anzunehmenden)  Satz,  dass  die 
Anzahl  der  von  einem  Punkt  der  Ebene  an  eine  algebraische 
ebene  Curve  ziehbsren  Tangenten  (oder  auch  Normalen)  constant 
ist.  Es  folgen  Beispiele  von  Schnittpunktsystemen,  unter  denen 
sieli  solche  mit  Contacten  höherer  Ordnung  im  Unendlichen  be- 
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finden.  Der  Verfasser  scbliesst  mit  der  Bemerkung  (die  bereits 
zu  der  vorgängigen  Abhandlung  gemacht  werden  muss)}  dass 
die  Rechnungen  fttr  den  Fall  höherer  Berührungen  im  Unend- 
liehen  sich  bequemer  gestalten,  nachdem  man  die  unendlich  ferne 
Gerade  mittelst  einer  homographischen  Transformation  wie: 

in  eine  der  Coordinatenaxen  verwandelt  hat.  El. 

DE  LA  GouRNERiE.  Sur  Ic  nombrc  des  polrits  d'iuter- 
section,  qua  repr^sente  un  point  multiple  comiDua  a 
deux  courbes  planes,  lorsque  diverses  branches  de  la 
premifere  sont  tangentes  k  des  branches  de  la  seconde. 

0.  R.  LXXVII.  573-577. 
Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  auch  sonst  schon  be- 
handelten Aufgabe:  Für  zwei  Curven,  welche  im  Ursprung  eines 
Coordinatensystems  vielfache  Punkte  besitzen,  deren  Aeste  sich 
theilweise  in  höherer  Ordnung  berühren,  die  Anzahl  der  in  diesen 
Punkt  entfallenden  Schnittpunkte  zu  bestimmen.  Wie  das  fie- 
sultat  einer  desfallsigen  Untersuchung  auch  für  in^s  Unendliche 
fallende  Schnittpunkte  sich  verwerthen  läset,  hat  Ghasles  in  der 
in  diesem  Bande  pag.  325  besprochenen  „Note  relative  k  la  d^ter- 
mination  etc/'  (am  Ende)  angegeben.  Die  Methode,  deren  sich 
der  Verfasser  bedient,  und  die  er  an  dem  Beispiel  zweier  Curven 
7*^"  Ordnung  (mit  Rückkehrpunkten  höherer  Ordnung  im  Ursprung) 
auseinandersetzt,  ist  die  folgende:  Er  untersucht  den  Verlauf 
der  verschiedenen  Zweige  eines  jeden  der  vielfachen  Punkte  nach 
einem  dem  bekannten  Puiseux'schen  ähnlichen  Verfahren,  und 
bestimmt  die  Anzahl  der  von  den  einzelnen  Zweigen  herrühren- 
den Schnittpunkte,  die  dann  einfach  zu  addiren  sind.        Bl. 

H.  G.  Zeuthen.    Note  sur  le  principe  de  cörrespondance. 

Darboux  Bull.  V.  186-191. 

Der  Verfasser  giebt  einen  Auszug  aus  einem  Theile  seiner 
in  den  Memoiren  der  Dänischen  Academie  erschienenen  Abhand- 
lung über  die  allgemeinen  JSigensobaft^n   von  Gurvensystemfo, 
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worttber  weiter  unten  referirt  ist ,  und  Bchlieest  daran  einige  Be- 
traehtungen  über  das  Correspondenzprincip.  Einem  neuen  ein- 
fachen Beweise  dieses  Prineips  folgt  der  für  die  Anwendungen 
desselben  wichtige  Satz: 

^.Die  Anzahl  der  Coincidenzen  von  X  und  Y,  welche  in  einem 
Punkte  D  der  Geraden  L  stattfinden,  ist  gleich  der  Summe  der 
Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Segmente  XY,  welche  auf  L 
von  einem  Punkte  X,  dessen  Entfernung  von  D  unendlich  klein 
von  der  ersten  Ordnung  ist,  und  von  den  eorrespondirendeu 
Punkten  Y  begrenzt  werden^.  Dieser  Satz  lässt  sich  nicht  nur 
auf  die  Correspondenzen  in  Strahlbttscheln  und  Curven  vom  6e- 
Bcblechte  Null,  sondern  auch  auf  die  von  Herrn  Brill  studirten 
Correspondenzen  in  Curven  von  allgemeinem  Geschlechte  über« 
ta^agen.  Herr  Zeuthen  diseutirt  dann  namentlich  noch  erstens 
die  fbr  die  Anwendungen  des  Correspondenzprincips  schon  1855 
von  Ghasles  bei  seinem  Ausspruche  des  Prineips  als  nothwendig 
hervorgehobene  Bedingung,  dass  die  Gorrespondenz  durch  eine 
algebraische  Gleichung  ausdrQckbar  sei,  und  zweitens  die  Stellung 
einer  durch  das  Correspondenzprincip  gewonnenen  numerischen 
Lösung  eines  Problems  der  algebraischen  Behandlung  gegenOber. 

Auf  diese  Note  folgt  die  Mittheilung  der  von  der  Königl. 
Aoademie  der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen  gestellten  mathe- 
matischen Preisaufgabe  ftir  1873,  welche  die  Ausdehnung  der 
Characteristikentheorie  auf  die  geometrischen  Gebilde  verlangt, 
welche  aus  einer  cubischen  Raumcurve  und  der  ihr  zugehörigen 
Developpabeln  bestehen.  Seht. 

H.  G.  Zeuthen.     Almindelige  Egenskaber  ved  Systemer 

af  plane  Kurver.    Kjobenhovn.  Vidensk.  SeUk.  (5)  IV.  287-393. 

Diese  dänisch  geschriebene  Abhandlung  ist  begleitet  von 
einem  französisch  geschriebenen  Auszuge,  betitelt:  Rösumö  du 
memoire  intitulö:  Recherche  des  propriötte  g^nörales  des  sys- 
t^mes  de  eourbes  planes,  pag.  1  bis  22.  Schon  bei  Gelegenheit 
des  Referates  über  eine  vorbereitende  Abhandlung  (F.  d.  M.  IV 
pag,  309)  i9t  i^uf  den  bedeutenden  Schritt  aufmerksam  gemacht, 
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den  Herr  Zeuthen  in  der  Äasbildun^  der  Characteristikentheorie 
durch  diese  Abhandlung  gethan  hat^  in  welcher  die  Systeme  all* 
gemeiner  ebener  Curven  vom  anzahlgeometrisohen  Standpunkte 
aus  untersucht  werden.  Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  Eigen- 
schaften gewisser  in  einem  Elementarsysteme  vorkommender  sin- 
gulärer  Curven,  nämlich  zunächst  derjenigen,  welche  durch  das 
Auftreten  eines  neuen  Doppelpunkts  resp.  einer  neuen  Doppel- 
tangente veranlasst  werden,  und  ausserdem  aller  derjenigen, 
welche  keine  vielfache  Ordnungsgerade  (brauche),  resp.  vielfacben 
Klassenpunkt  (sommet)  besitzen.     Zu  diesen  letzteren  gehören: 

1)  solche ;   wo   ein  Doppelpunkt  zu  einer  Spitze  geworden  ist, 

2)  solche,  wo  eine  Spitze  zu  einem  Berührungspunkt  zweier  Qrd- 
nungscurven  geworden  ist,  3)  solche,  wo  zwei  Doppelpunkte, 
4)  solche,  wo  ein  Doppelpunkt  und  eine  Spitze,  5)  solche,  wo 
zwei  Spitzen,  6)  solche,  wo  drei  Doppelpunkte,  7)  solche,  wo 
zwei  Doppelpunkte  und  eine  Spitze,  8)  solche,  wo  ein  Doppel- 
punkt und  zwei  Spitzen  zusammengefallen  sind,  und  die  zu  diesen 
reciproken  singulären  Curven.  Die  Vorstellung  aller  dieser  sin- 
gulären  Curven  und  der  Yertheilung  der  singulären  Punkte  und 
Geraden  auf  ihnen  ist  durch  Zeichnungen  erleichtert,  welche  die 
singulären  Curven  selbst  und  je  zwei  ihnen  im  Systeme  benach- 
barte Curven  enthalten. 

Zwischen  den  Anzahlen  dieser  singulären  Curven  in  einem 
Systeme  und  den  Charaeteristiken  desselben  werden  im  zweiten 
Abschnitte  vermittelst  des  Correspondenzprincips  eine  Beihe  von 
Belationen  entwickelt.  Zu  den  Charaeteristiken  eines  Systems 
allgemeiner  Curven  gehören  zuerst  die  schon  von  Chasles's  erster 
Abhandlung  her  bekannten  Zahlen  fi  und  fi',  welche  angeben, 
wieviel  Curven  des  Systems  durch  einen  Punkt  gehen,  resp.  eine 
Gerade  berühren.  Diesen  fügt  jedoch  Herr  Zeuthen  noch  fol- 
gende hinzu:  1)  die  Ordnung  der  Curve  der  Doppelpunkte,  2)  die 
Ordnung  der  Curve  der  Spitzen,  3)  die  Olasse  der  Bnveloppe 
der  Doppelpunktstangenten,  4)  die  Glasse  der  Enveloppe  der 
Rttckkehrtangenten ,  5)  die  Classe  der  Enveloppe  der  von  den 
Doppelpunkten  ausgehenden  Tangenten,  6)  die  Glasse  der  Enve- 
loppe der  von  den  Spitzen  ausgehenden  Tangenten,  7)  die  Classe 
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der  Enveloppe  der  zwei  Doppelpunkte  verbindenden  Geraden, 
8)  die  Ciasse  der  Enveloppe  der  einen  Doppelpunkt  und  eine 
Spitze  verbindenden  Geraden,  9)  die  Glasse  der  Enveloppe  der 
zwei  Spit^sen  verbindenden  Geraden;  und  die  dazu  reeiproken 
Zahlen.  Die  Gleichungen,  welche  zwischen  diesen  20  Characte- 
ristiken  und  den  20  Zahlen  f&r  die  oben  erwähnten  singulären 
Curven  bestehen,  sind  so  beschaffen,  dass  17  Zahlen  alle  Übrigen 
bestimmen.  Der  Untersuchung  dieser  Gleichungen  folgen  An- 
wendungen derselben  aul  Systeme  speciellerer  Curven  und  auf 
das  System  der  Projectionen  der  ebenen  Schnitte,  welche  ein 
Ebenenbüschel  aus  einer  allgemeinen  Fläche  ausschneidet.  Bei 
dieser  Anwendung  ergeben  sich  unter  andern  die  Salmon-Cayley- 
schen  Relationen  zwischen  den  Singularitäten  einer  Fläche  (Zeu- 
then,  Clebsch  Ann.  IV,  1,  s.  F.  d.M.  IV  p.  295). 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  das  schwierige  Studium  der  sin- 
gulären Curven  mit  vielfachen  Ordnungsgeraden,  namentlich  der- 
jenigen, welche  in  elementaren  Systemen  von  Curven  dritter  und 
vierter  Ordnung  vorkommen  können,  und  die  Formeln,  welche 
sich  aus  den  oben  erwähnten  allgemeinen  Gleichungen  durch 
Hinzuftlgung  der  Anzahlen  dieser  singulären  Curven  ergeben. 

Der  vierte  Abschnitt  endlich  ist  der  numerischen  Bestimmung 
der  Characteristiken  der  Elementarsysteme  der  verschiedenen 
Arten  von  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  gewidmet,  wobei 
die  Bestimmung  der  Anzahlen  gewisser  singulärer  Curven  manche 
Schwierigkeit  verursacht.  Ein  Tbeil  der  Resultate  dieses  Ab- 
schnitts war  schon  in  früheren  Mittheilungen  niedergelegt  (C.  R. 
Bd.  LXXIV  und  LXXV,  pag.  703-707),  über  welche  F.  d.  M.  IV, 
pag.  305  und  309  referirt  ist.  Seht. 

L.  Painvin.     Sur  les  surfaces  algdbriques.     JDarboux  Bull. 

IV.  91-97. 
Eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der  grösstentheils  be- 
kannten, meist  auch  in  der  Analyt.  Geom.  d.  R.  von  Salmon- 
Fiedlef  enthaltenen  Anzahlen,  zu  welchen  die  eine  sogenannte 
allgemeine  Fläche  n^®'  Ordnung  an  einer  oder  mehreren  Stellen, 
zwei-  oder  mehr-punktig  berührenden  Geraden  und  die  zuge- 
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hörigen  Berttbrungspuokte  Veranlassung  geben.  Das  Interesse, 
welches  viele  Geometer  an  diesem  Gegenstande  nehmen,  wird 
den  hier  folgenden  Abdruck  des  die  Note  beschliessenden  Lite- 
raturverzeichnisses gerechtfertigt  erscheinen  lassen: 

1)  Salmon:  a)  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  IV, 
pag.  260,  1849;  b)  Quaterly  Journal,  vol  I,  pag.  336;  c)  Philosoph. 
Transaction,  pag:  229,  18G0;  d)  Transactions  of  the  royal  Jrish 
Academy,  t.  XXIII,  1856—1859;  e)  Analytio  Geometry  of  three 
diniensions. 

2)  Cayley:  a)  Phil.  Trans.  1869;  b)  Journal  de  Liouville, 
t.  X  etc. 

3)  Cremona:  a)  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  delle 
superficie,  1866;  b)  Memoire  de  gtom^trie  pure,  Borebardt  J. 
LXVIII,  1867. 

4)  Clebsch:    Borebardt  J.  1860-1861  etc. 

5)  Zeuthen:  a)  Anuali  di  Matematiea,  t.  III,  1869;  b)  Math. 
Annalen,  1871. 

6)  R.  Sturm:    Borebardt  J.,  LXXII,  1870.      .       Seht. 

E.  PiCQUKT.     Sur  les  courbes  gauchcs  alg^briques. 

C.  R.  LXXVII.  474-478. 
Die  zweifachen  Secanten  einer  Raumcurve  m*^'  Ordnung  bil- 
den eine  Congruenz,  welche  von  der  Klasse  im(m—l)  ist,  and 
von  der  Ordnung  h  sein  möge.  Dann  ist,  wie  der  Verfasser 
nachweist,  die  Ordnung  der  von  den  dreifachen  Secanten  gebil- 
deten Fläche  gleich 

(,«^2).[A-im(iii~l)], 
und  die  Zahl  der  vierfachen  Secanten  gleich 

^A(A-4i»+ll)  -  Am(m-2)(m— 3)(m— 13). 
Die  Arbeit  enthält  auf  pag.  476,  Zeile  8  von  unten  einen  Vor- 
zeichen-Druckfehler^ da,  wie  aus  dem  Halphen'schen  Satze 
fifA'+w'  (F.  d.  M.  IV,  pag.  311)  sofort  folgt,  die  Zahl  der  ge- 
meinsamen Doppelsecanten  zweier  Raumcurven  von  den  Ordnun- 
gen p  und  9,  welche  hp  resp.  hg  Doppelsecanten  jd  durch  einen 
Punkt  schicken,  gleich 

*i>-*«-*rip{p— 1)  •*?(«— 1)  ist. 
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Die  oben  angegebenen  Zahlen  des  Herrn  Picquet  sind  ttbrigenB 
auch  in  der  „Analyt.  Geom.  d.  R.  von  Salman- Fiedler",  Zweite 
Auflage  Bd.  II,  Artikel  216  und  219)  entwickelt.  Doch  enthält 
die  von  Salmon-Fiedler  dort  angegebene  Zahl  der.  vierfach  schnei- 
denden Secanten  einer  Raumcurve  einen  Vorzeichen-Druckfehler. 
Es  muss  nämlich  dort  auf  pag.  2G5,  Zeile  7  heissen : 

Vi  (—«»*+  1 8iw'  —  711»'-*-  78m  -  48i«A  +  132A  +  12A'). 
Diese  Zahl  ist  identisch  mit  der  oben  erwähnten  von  Picquet. 

Seht. 


L.  Painvin.  Sur  rabaissement  de  la  classe  d'ane  courbe 
produit  par  la  pr^sence  d'uii  poiiit  de  rebronssemeiit. 
Darbonx  Bull.  IV.  131-142. 

Von  den  Schnittpunkten  zweier  Curven  derselben  Ebene 
fallen  bekanntlich  p  •  q  Punkte  in  einen  Punkt,  welcher  fttr  die 
eine  Curve  p-fach,  für  die  andere  g-fach  ist,  vorausgesetzt,  dass 
die  beiden  Curven  in  diesem  Punkte  keine  gemeinsame  Tangente 
besitzen,  aber  p-q  -\-  v  Punkte,  wenn  sie  in  diesem  Punkte  eine 
v-fach  berührende  gemeinsame  Tangente  besitzen.  Diese  Zahl 
V  wird  fttr  einen  speciellen  Fall  angegeben,  und  in  Zusammen- 
hang mit  der  Frage  gebracht,  um  wieviel  das  Auftreten  eines 
vielfachen  Punktes  mit  so  zusammenfallenden  Tangenten  die 
Klasse  einer  Curve  vermindert.  Speciell  wird  abgeleitet,  dass 
diese  Verminderung  fUr  einen  Doppelpunkt,  dessen  beide  Tan- 
genten in  eine  (A  +  2)  -  punktig  berührende  Gerade  zusammen- 
fallen, A  +  2  beträgt  oder  um  ein  Gewisses  weniger.        Seht. 

L.  Painvin.     Sur  Tintersectiön  de  deux  courbes. 

Darboux  Bulh  V.  138-144. 

Der  oben  (siehe  das  vorige  Referat)  angegebene  Satz,  wel- 
cher aussagt,  wieviel  von  den  Schnittpunkten  zweier  Curven  in 
einen  fttr  beide  vielfachen  Punkt  fallen,  in  dem  die  Curven 
ausserdem  gemeinsame  Tangenten  besitzen,  wird  hier  ausftthrlich 
bewiesen.  Seht. 
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G.  Halpuen.  Sur  les  cara<3t^ristiqaes ,  dans  la  thdorie 
des  coniques^  sur  le  plau  et  dans  l'espace,  et  des  sur- 
faces  du  second  ordre,     o.  B.  LXXVI.  1074-1077. 

Herr  Halphen  spricht  hier  ftlr  die  im  Titel  genannten  Gebilde 
einige  Sätze  aus,  welche  zwar  nur  durch  die  Form  neu  sind, 
aber  doch  zu  einer  für  die  Geometrie  der  Anzahl  äusserst  wich- 
tigen Schreibweise  den  Grund  legen.  Diese  Sätze  unterwerfen 
die  Moduln  der  Bedingungen  den  Gesetzen  der  Multiplication 
von  Polynomen,  und  lassen  sich  etwa  so  zusammenfassen: 

Bezeichnet  ^"'  v"  gr  bei  Kegelschnitten  im  Räume  die  Anzahl 
derjenigen  unter  den  oc"»+"+'^  Kegelschnitten  eines  Systems,  welche 
ihre  Ebene  durch  m  Punkte  schicken,  n  Gerade  schneiden,  und  r 
Ebenen  berühren,  und  bei  Flächen  zweiten  Grades  die  Anzahl 
derjenigen  Flächen  eines  Systems  von  00*"+«+'"  Flächen,  welche 
durch  m  Punkte  gehen,  n  Gerade  berühren  und  r  Ebenen  berühren, 
so  ist  erstens  die  Anzahl  derjenigen  Kegelschnitte  resp.  Flächen, 
des  Systems,  welche  irgend  eine  vorliegende  p-fache  Bedingung 
Z  erfüllen,  durch  F,  ein  homogenes  Polynom  p*^"  Grades  ron 
fi,  V,  Qj  den  Moduln  der  Bedingung  darstellbar,  und  zweitens  ist 
die  Anzahl  derer,  welche  die  Bedingungen  Z^,  Z^  Z,  etc.  mit 
den  resp.  Moduln  F^,  F„  F,  etc.  erfüllen,  durch  F^F^F^'-j 
das  Produkt  dieser  Moduln,  darstellbar. 

Das  in  diesen  Sätzen  liegende  Princip  ist  inzwischen  ?om 
Referenten  iu  seiner  Note  „üeber  die  Characteristiken  der  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  im  Räume "  (Gott.  Nachr.  Mai  1874)  and 
in  seinen  Untersuchungen  über  die  Characteristiken  der  cubischen 
Raumcurven  vielfach  angewandt  und  weiter  ausgebildet. 

Seht. 

S.  Roberts.  On  the  Plückerian  cliaractenstics  of  a  curve 
whose  eqiiation  is  a  resultant  or  a  discriminant  in 
some  general  cases.   Quart.  J.  xii.  281-304. 

Die  Untersuchung  behandelt  besondere  Fälle  gewisser  allge- 
meiner Formeln  (A)  (£)  und  (C),  die  mit  einer  andern  Ar- 
beit (p.  229,  8.  Abschn.  IX  Cap.  3,  A)  in  Zusammenhang  jalebeo, 
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von  denen  (Ä)  und  (0)  selbst  wieder  besondere  Fälle  einer  For- 
mel auf  pag.  281  in  Salmon's  „Higher  Algebra""  zweite  Aufl.;  sind. 

Cly.  (0.) 

S.  Roberts.    Note  on  the  characteristics  of  epi-and  hy- 
pocycloids  and  allied  curves.  Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  353-356. 

Die  trochoidischen  Gurren  werden  durch  zwei  Gleichungen 
yon  der  Form 

X  =  Ä  Qo&pd  +  B  cos  qß 

y  =  A  sin.pö  +  B  Biuqd 
ausgedrückt,  wo  p  und  q  ganze  relative  Primzahlen  sind.     Die 
Singularitäten/  besonders  die  der  Kreispunkte  in  der  Unendlich- 
keit werden  einem  Studium  unterzogen.  Cly.  (0.) 

S.  Roberts.     Note  on  normals  and  the  surface  of  cen- 
tres  of  an  algebrical  surface.    Proc.  of  L.  M.  S.  iv.  302-307. 

I.  Für  eine  Oberfläche,  die  speciell  zur  Ebene  im  Unendlichen 
keine  Beziehung  hat;  von  der  Ordnung  m,  der  Classe  n,  einem 
Grade  des  Tangentenkegels  a,  ist  die  Zahl  der  Normalen  in  einem 
willkürlichen  Punkte 

=  m  -f-  w  +  ö- 
Gezeigt  wird,  wie  diese  Zahl  sich  für  den  Fall  gewisser  Bezie- 
hungen der  Oberfläche  zur  Ebene  im  Unendlichen  ändert. 

II.  Für  eine  Oberfläche,  die  keine  Beziehung  zur  unendlich 
entfernten  Ebene  hat,  seien  m,  n,  a  wie  oben  angenommen,  oder 
letztere  und  einige  andere  Zahlen  so  bestimmt,  dass 

die  Ordnung  der  ebenen  Schnitte    =  m, 
die  Classe 


=  c, 
=  n, 


die  Zahl  der  Rückkehrpunkte 
die  Zahl  der  Beugungen     .    . 
die  Classe  des  Tangentenkegels 
die  Zahl  der  Cuspidalpunkte   . 
die  Zahl  ihrer  stationären  Ebenen     =  i 
dann  ist  für  die  centrirte  Oberfläche  die  Ordnung 
3ii+*(=3«  +  0  +  3a+c(=3m+», 
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und  die  Ciasse 

3(n  +  a)  +  c  +  ft  —  2(m+n)  =  n  +  3a  +  c  +  *  — 2m 

==6a  +  c+j  — 2»»  —  2«. 
Im  Falle  einer  Oberfläche  von  der  Ordnung  m  ohne  Singu- 
laritäten stimmen  diese  Resultate  mit  denen  der  Herren  Darboux 
und  Lothar  Marcks  ttberein.  Cly.  (0.) 


Em.  Weyr.     üeber  Evoluten  ebener  Curven.     Casopia  iL 

277-280.  (Böhmisch). 
Es  werden  die  bekannten  Singularitäten  der  Evolute  einer 
ebenen  Curve  «•*'■■  Ordnung,  welche  selbst  verschiedene  Singula- 
ritäten aufweist,  entwickelt.  W. 
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Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Capitel  1. 
Coordinaten, 

AousT.   Theorie  des  coordonn^s  curvilignes  quelconques. 

ni.  partie.  Brioschi  Ann.  (2)  V.  261-288. 
Diese  Arbeit  bildet  eine  Vereinfachung  und  die  Vollendung 
der  in  (1)  VI  desselben  Journals  enthaltenen;  im  ersten  Theile 
werden  frtlher  gefundene  Gleichungen,  welche  nach  demselben 
Gesetz  geformt  vTaren,  in  eine  zusammengezogen,  im  letzten  Theile 
befasst  sich  Herr  Aoust ,  mit  der  Zusammenstellung  der  Bedin- 
gungsgleichungen,  welchen  die  Krümmungen  mit  ihren  Gompo- 
nenten,  die  Winkel  zwiechen  den  Coordinatenlinien  u.  s.  w.  ge- 
nügen müssen.  Für  die  Zusammenfassung  der  Gleichungen  ist 
die  Einführung  der  Seitenkrümmung  nach  einer  beliebigen  Rich- 
tung V  wesentlich,  welche  schon  an  einer  anderen  Stelle  erläu- 
tert wurde  (cf.  Jahrb.  f.  d.  Fortschr.  II,  458);  Lyi  bedeutet  also 
die  Krümmung  des  Elementes  db^  nach  v;  unter  der  Richtung 
V  kann  z.  B.  diejenige  der  Bogenelemente  db,  db^,  db^,  auch  die 
Richtung  der  Normalen  n  verstanden  werden ;  analoge  Bedeutung 
hat  L^a,  und  man  begreift  sofort,  wie  in  folgender  Gleichung: 

d   f  db^  C08(Lyi,^)\ d_  / db^  cos  (Ly2,/e*)\ 

dßj  \rf(>,  Lyi        )       di}^\dQ^  Ly2        ) 

_  rffc,   dh^  /cos  (Lyi,  L^i)  ^  cos  (Ly^  L^i)  \ 

d(>,       dQ^    V  hy\   Lf^'i  Ly'i    Lf4l  / 

Fortschr.  d.  Math.  V.  2.  22  . 
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ausser  vielen  andern  9  früher  entwickelte  Gleichungen  enthalten 
sind,  die  sich  durch  Vertauschung  der  Zahlen  12  mit  01,02 
und  dadurch  ergeben,  dass  man  fllr  v  und  ia  der  Reihe  nach 
0,  1,  2  setzt.  Neben  den  im  ersten  Theile  Br.  Ann.  VI  betrach- 
teten Quantitäten  kommen  hier  noch  insbesondere  zur  Erörterung 
die  nach  den  Normalen  genommenen  Seitenkrümmungen  der 
Coordinatenlinien  mit  ihren  Componenten  und  Projectionen,  die 
Variation  des  Winkels,  welchen  die  Normale  einer  Fläche  mit 
dem  Durchschnitt  der  beiden  andern  bildet;  Variation  des  Ab- 
Standes  zweier  unendlich  nahen  GoordinatenlSächen  derselben  Fa- 
milie, Relationen  zwischen  den  Variationen  der  Contingenzwinkel 
der  nach  beliebiger  Richtung  v  genommenen  Seitenkrümmungen. 
Die  Frage  nach  den  partiellen  DiflFerentialgleichungen,  wel- 
chen die  Krümmungen,  die  Winkel  zwischen  den  Coordinaten- 
linien u.  s.  w.  genügen  müssen,  ist  nicht  mit  sonderlicher  Durch- 
sichtigkeit behandelt;  die  Zerlegung  der  Krümmungen  in  Com- 
ponenten steigert  die  Zahl  der  Gleichungen  in  einem  die  lieber- 
sieht  sehr  erschwerenden  Grade,  ferner  geht  aus  der  Darstellung 
allenfalls  hervor,  dass  die  aufgestellten  Gleichungen  nothwendig 
sind  (obgleich  man  nicht  ganz  sicher  ist,  dass  nicht  einzelne  Ton 
den  übrigen  abhängen);  aber  nicht,  dass  sie  ausreichend  sind. 
Von  den  verschiedenen  Fällen  sei  hier  der  erste  erwähnt,  in 
welchem  es  sich  um  die  Componenten  der  Haupt-  und  Seiten- 
Krümmungen,  um  die  Quotienten  -7— , -7-^, -i-^  und  um  die  Win- 

dQ     dQ,     dp, 

kel  qp,  <jpj,  <jp,  zwischen  den  Coordinatenlinien  handelt;  zwischen 
diesen  33  Stücken  bestehen  30  Gleichungen.  K. 

M.  Eethy.  Ueber  ein  Dualitäts-Princip  in  der  Geome- 
trie des  Raumes.  .Gott.  Nachr.  1873.  6-11. 
Als  Coordinaten  eines  Punktes  wählt  Herr  R6thy  die  Flächen 
XYZ  der  in  dem  Punkte  zusammenstossenden  Coordinaten-Paralle- 
logramme.  Jedes  Werthsystem  definirt  gleichzeitig  zwei  Punkte. 
Ist  eine  Gleichung  in  XYZ  linear  (1/X+  Fr+  »fZ  + 1  =0),  so 
erzeugen  die  Punktenpaare,  deren  Coordinaten  sie  befriedigen, 
ein  von  den  Coordinaten-Äxen  asymptotisch  berührtes,  also  einem 
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gewissen  cx)^- Systeme  angeböriges  einmanteliges  Hyperboloid; 
zwei  lineare  Gleichungen  stellen  eine  von  den  Axen  asymptotiscb 
berührte,  mithin  einem  gewissen  c»*- Systeme  angehürige  Raum- 
curve  4*'*''  Ordnung,  (niebt,  wie  Herr  Rötby  sagt,  S**"*  Ordnung), 
drei  lineare  ßleicbungen  ein  Punktenpaar  dar. 

V,  V,  W,  deren  geometrische  Bedeutung  leicbt  zu  erkennen 
ist,  werden  die  Coordinat^n  des  System -Hyperboloids  genannt. 
Die  Gleichung  UX+VY+WZ  +  l  =0  mit  U,  F,  W  als  laufen- 
den Coordinaten,  stellt  also  das  Punktenpaar  (XYZ)  dar,  durch 
das  alle  System -Hyperboloide  gehen,  deren  U,  V,  W  diese  Glei- 
chung befriedigen;  zwei  Gleichungen  in  U,  V,  W  die  System-Curve 
4*"  Ordnung,  die  durch  die  beiden,  und  drei  Gleichungen  das 
System-Hyperboloid,  das  durch  die  drei  Punktenpaare  geht. 

Durch  die  Coordinaten-Axen  und  -Ebenen  werden  Ausnahmen 
bewirkt.  Aus  den  Sätzen  der  gewöhnlichen  Geometrie  ergeben 
sich  solche  für  unsere  beiden  Systeme ;  freilich  sind  letztere,  auch 
wenn  das  Unendliche  durch  coUineare  Transformation  entfernt 
wird,  sehr  particulär.  Sm. 

E.  d'Ovidio.     Sülle  relazioni  ruetriche  in  coordinate  omo- 

genee.      Battaglini  G.  XI.  197-220. 

Ein  Seitenstüek  zu  der  oben  VIII.  1  p.  273  besprochenen,  auf 
allgemeine  Massbestimmung  Rücksicht  nehmenden  Arbeit  desselben 
Verfassers,  unter  Beschränkung  auf  gewöhnliche  Massverhältnisse 

elementarer  dargestellt.  Kln. 

f 
W.  Frahm.     Habilitationsschrift.    Tübingen. 
Siehe  Abschnitt  VIII,  Cap.  1  p.  273. 

F.  LiND&MANN.  Ueber  unendlich  kleine  Bewegungen 
starrer  Körper  bei  allgemeiner  projectivischer  Mass- 
bestimmung.     Erlang,  Ber.  1873.    Clebsch  Ann.  VII  56-144. 

Siehe  Abschnitt  VIII,  Cap.  1  p.  273. 

H.  Stahl.     Ueber   die  Massfunctionen  der  analytischen 
Geometrie.    Pr.  Berlin. 
Siehe  Abschnitt  VIII,  Cap.  1  p.  273. 

22» 
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R.  Heger.     Das  haraionische   Hexaeder  und  das    har- 
monische Oetaeder.     Schlömilch  Z.  XVIII.  307-312. 

Im  ÄQSchluss  an  bekannte  Definitionen  werden  eine  ?oll- 
ständige  vierkantige  Ecke  und  eine  vollständige  vierseitige  Ecke 
erklärt;  hierauf  harmonisches  Hexaeder  die  Figur  genannt,  welche 
durch  drei  Ebenenpaare  gebildet  wird,  deren  Schnittlinien  io 
einer  Ebene  liegen,  ferner  harmonisches  Oetaeder  die  Figur,  die 
durch  drei  Punktpaare  gebildet  wird,  deren  drei  Verbindungs- 
geraden durch  einen  Punkt  gehen.  Die  Eigenschaften  dieser 
Figuren  werden  angegeben,  und  zuletzt  wird  eine  Anwendung 
hiervon  auf  die  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  gemacht 

Mz. 

W.  Spottiswoode.    Note  sur  la  repr^sentation  algebri- 
que  des  Hgnes  droites  daiis  Tespace. 

C.  R.  LXXVI.  1189-1193. 

Stellt  man  eine  Gerade  im  Raum  durch  die  Gleichungen 
zweier  durch  sie  hindurch  gehenden  Ebenen  dar,  so  lassen  sich 
aus  dem  System  der  8  Coefficienten  6  zweigliedrige  Determinanten 
bilden,  die  bekanntlich  PlUcker  als  Coordinaten  der  Geraden  ein- 
geführt hat.  Zwischen  diesen  6  homogenen  Grossen  (oder  5  Ver- 
hältnissen) besteht  eine  quadratische  Gleichung,  so  dass  die  Zahl 
der  Bestimmungsstücke  einer  Geraden  im  Baum  sich  auf  4  reda- 
cirt.  Der  Verfasser  betrachtet  nun  ein  der  geraden  Linie  ana- 
loges Gebilde  in  einem  Raum  voii  5  Dimensionen,  welches  durch 
3  lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  5  Variabein  dargestellt 
wird.  Man  kann  als  Coordinaten  desselben  wiederum  die  aas 
dem  System  der  Coefficienten  herstellbaren.  10  dreigliedrigen  De- 
terminanten auffassen.  Zwischen  denselben  bestehen  5  quadrati- 
sche Gleichungen,  von  denen  indess  2  eine  Folge  der  tibrigen 
sind;  die  Anzahl  der  Bestimmungsstücke  ist  also  10—1  —  3  =  6. 
Der  Verfasser  bildet  die  Bedingungsgleichungen  dafür,  dass  2 
solche  Geraden  sich  treffen  und  zeigt,  wie  sich  der  Uebergang 
zu  den  Coordinaten  der  Geraden  im  Raum  von  3  Dimensionen 
gestaltet,  BL 
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6.  Bellavitis.     Exposition  de  la  m^thode  des  ^quipol- 
lences.    (Traduit  de  Titalien  par  M.  Laisant).    Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  97-113.  145-161.  193-207.  241-257.  297-305.  501-519.  529-561. 
Der  gegenwärtige  Aufsatz  ist  eine  Keproduction  der  im  Jahre 
1854  erschienenen  Originalschrift.  Die  Methode  war  bereits  in 
folgenden  vorausgehenden  Schriften  des  Verfassers  dargelegt  : 
LEssai,  1835.  Ann.  des  sciences  du  r.  Lomb.  Vänitien.  III.  La 
Methode,  1837.  Recueil  p^riodique  VII.  Les  Solutions  graphiques, 
1843.  M^m.  de  linst,  imp.  et  r.  de  Venise  I.  Inzwischen  ist 
eine  Bearbeitung  von  Hoüel,  1869.  Nouv.  Ann.  (2)  VIII  289  er- 
schienen, über  welche  in  Fortsch.  d.  Math.  II  454  berichtet  ist. 
Diese  umfasst  den  wesentlichen  Inhalt  des  gegenwärtigen  voll- 
ständig. Hoüel  hat  nur  von  einem  gewissen  Ueberflnss  an  Ein- 
führungen und  Bezeichnungen  abgese'hen.  Es  ist  nicht  zu  ersehen, 
warum  Bellavitis  für  die  entgegengesetzte  Richtung,  die  schon 
auf  dreifache  Weise,  durch  Stellung  der  Buchstaben,  das  Minus- 
zeichen und  ein  Increment  im  Exponenten  von  i  ausgedrückt 
wird,  noch  das  Zeichen  cj  einführt.  Ebenso  ist  das  Zeichen  V 
neben  und   statt  t  wohl  überflüssig,  und  der  Vortheil,  den  ihm 

2 

der  Gebrauch  des  Zeichens  e  =  e*  =  »'*,  genannt  ramun,  bringt, 
wohl  nur  ein  scheinbarer:  er  brauchte  nur  die  Exponenten  von 
i  immer  auf  den  Rechten  als  Einheit  zu  beziehen.  Der  grösste 
Theil  des  Aufsatzes  behandelt  specielle  planimetrische  Aufgaben, 
der  dritte  Abschnitt  die  Herleitung  der  trigonometrischen  Rela- 
tionen. Eine  etwas  umfassendere  Aufgabe,  bei  welcher  die  Leistung 
der  Methode  mehr  an's  Licht  tritt,  ist  die:  In  einen  Kreis  ein 
Vieleck  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  durch  gegebene  Punkte 
gehen  oder  (die  eine  und  andere)  nach  Länge  gegeben  sind. 
Da  selbstverständlich  jede  Lösung  einen  dem  besondern  Zwecke 
entsprechenden  Ansatz  erfordert,  es  also  nicht  sowohl  auf  Eennt- 
niss  bestimmter  Sätze  als  vielmehr  auf  Vertrautheit  ankommt, 
60  können  wir  in  Betreff  der  Handhabung  nur  auf  die  durchge- 
fthrten  Beispiele  der  Schrift  selbst  verweisen.  H. 

R.  B.  Hayward.     On  the  extension  of  the  term  „Area" 
to  any  closed  circuit  in  space.    ProcofL.M.S.  IV.  289-291. 
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Bezieht  sich  auf  eine  Arbeit  von  De  Morgan  (Cambridge 
and  Dublin  Math.  Journ.  V,  1850),  wo  gezeigt  wird,  dass  der 
Ausdruck  „Area^^  in  vollkommen  bestimmtem  Sinne  auf  jeglichen 
geschlossenen  Umkreis  in  einer  Ebene  angewandt  werden  kann, 
wie  „autotomisch"  auch  dessen  Gharacter  sein  möge;  und  dass 
man  diesen  Ausdruck  betrachten  kann,  wie  wenn  er  ein  alge-* 
braisches  Zeichen  hätte,  welches  durch  die  Richtung  bestimmt 
wird,  in  der  der  Umkreis  beschrieben  ist.  Der  Verfasser  unter- 
nimmt zu  zeigen,  dass  es  für  jeden  geschlossenen  Umkreis  im 
Baume  eine  ebene  Fläche  giebt,  die  durch  den  Umkreis  selbst 
bezeichnet  wird,  und  die  bestimmt  ist  sowohl  in  der  Figur,  wie 
in  der  Flächenmenge;  und  welche  ganz  passend  als  die  Fläche 
im  allgemeinen  Fall  bezeichnet  werden  kann  (wenn  der  Umkreis 
eben  ist,  führt  sie  selbst  auf  die  Fläche  in  De  Morgan's  Sinn). 

Cly.  (0.) 


Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene, 
A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 
E.  Grühl.     Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 

Berlin.    Weidmann. 

V.  Falisse.     Cours  de  göom^^trie  analytique. 

Mona.  Manceaox.  8^ 

Das  Buch  behandelt  die  Kegelschnitte,  lässt  aber  leider  die 
Theorie  der  Dreilinien-  und  Tangential-Coordinaten  fort.  Abge- 
sehen davon  ist  das  Buch  fttr  den  Unterricht  wohl  geeignet 

Mn.  (0.) 

G.   Salmon.      A  treatise  on   the  higher  plane   curves: 
intended  as  a  sequel   to  a  treatise  of  conic  sections. 

Second  edltion.     Dublin.  Hodges,  Foster  and  Co. 
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G.  Salmon.     Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen 
Ciii-ven.     Deutsch  bearbeitet  von  W.  Fiedler. 

Leipzig.  Teubner. 

Die    Salmon'schen   Lehrbücher   zeichnen    sich   vor   anderen 
ebenso  durch  den  Umfang  und  die  Vollständigkeit  des  gebotenen 
Materials  wie  durch  die  Frische  und  Concision  der  Darstellung 
aus.      Man    erkennt   allerwärts  die  Hand  nicht  des  Referenten, 
sondern  des  Erfinders,  der  selbstthätig  in  die  Entwicklung  der 
Wissenschaft  eingreift,  und,  indem  er  auf  die  Grenzen  des  Wissens 
aufmerksam  macht.  Jünger  fltr  dieselbe  zu  werben  weiss.    Zwar 
wird  man  nach  systematischer  Gliederung  und  einer  schematisch- 
einheitlichen  Behandlungsweise,  wie  man  sie  z.  B.  in  französischen 
Lehrbüchern  öfters  antrifft,  vergeblich  suchen;    dafür  bieten  die 
Salmon'schen  Werke  eine  Fülle   von  Material   und  eine  solche 
Auswahl  von  Methoden,    dass  ein   Hauptvorzug   in  eben  dieser 
Vielseitigkeit  gefunden    werden   muss.     Jedes  einzelne  Capitel 
bildet  fibrigens  ein  in  sich  abgeschlossenes  und  völlig  abgerun- 
detes   Ganze.     Diese  Eigenschaften   sicherten   denn   auch   dem 
obengenannten  Werk  gleich  bei  seinem  ersten  Erscheinen  einen 
ungewöhnlichen  Erfolg  zu.     Die   erste  Auflage  war   bald   ver- 
griffen, ohne  dass  der  Verfasser,  der  seine  Thätigkeit  inzwischen 
einem  ganz  andern  Berufsgebiet  zugewandt  hatte,  sich  entschliessen 
konnte,  eine  zweite  Auflage  folgen  zu  lassen.     Erst  als  er  in 
Herrn  Cayley  einen  Mitarbeiter  gefunden  hatte,   der   wie  nicht 
leicht  ein  Anderer,  im  Stande  war,  durch  Bearbeitung  und  Zu- 
sätze dem  Buche  die  deiQ  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  ent- 
sprechende Form  zu  geben,  entschloss  sich  der  Verfasser  zu  einer 
neuen   Auflage,    der    mit    dankenswerther   Beschleunigung    die 
deutsche  Bearbeitung  denn  auch  unmittelbar  folgte. 

Mit  Kücksicht  darauf,  dass  das  Buch  in  vielen  Partien  völlig 
umgearbeitet  worden  ist,  möge  hier  eine  Zusammenstellung  des 
Inhaltes  der  neuen  Auflage  folgen. 

Dieselbe  zerfällt  in  9  Capitel.  Das  erste  handelt  von  den 
trimetriscben  und  Linien  -  Coordinaten  und  der  Transformation 
derselben. 
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In  dem  zweiten  von  den  allgemeinen  Eigenschaftea  der 
algebraischen  Gurven  handelnden  Capitel  werden  zunächst 
aus  Betrachtungen  über  die  Zahl  der  Bestimm ungsstllcke  Sätze 
über  die  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Curven  abgeleitet. 
Der  folgende  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Unterscheidung 
der  im  Endlichen  und  Unendlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
einfachster  Natur,  vermittelst  der  Gestalt  der  Curvengleichung; 
wobei  Gelegenheit  genoraoien  wird,  den  Begriff:  „Geschlecht" 
(deficiency)  einer  algebraischen  Curve  einzuführen.  In  Art.  47 
werden  interessante  Bemerkungen  von  Herrn  Cayley  über  die 
Dualität  zwischen  den  Singularitäten:  Doppelpunkt,  Doppeltan- 
gente etc.  angeführt,  deren  weitere  Verfolgung  übrigens  zeigt, 
dass  die  Figur  für  die  Doppeltangente  in  Art.  46  zufällig  gerade 
einen  Ausnahmefall  abbildet;  in  der  Regel  finden  nämlich  die 
zwei  Berührungen  zwischen  Curve  und  Doppeltangente  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Letzteren  statt. 

Das  3*^  Capitel,  über  Enveloppen,  handelt  von  den  Enveloppen 
im  Allgemeinen;  ferner  von  den  Methoden  zur  Aufstellung  der 
Gleichung  der  Reciprocalcurve ,  von  den  Eigenschaften  der  Evo- 
luten, Brennlinien,  Faralielcurven,  Fusspunktcurven  etc. 

Das  4""  Capitel  (metrische  Eigenschaften  der  Curven)  enthält 
die  Sätze  von  Newton,  Carnot,  Cotes  über  die  auf  einer  Geraden 
von  einer  Curve  n*""'  Ordnung  abgeschnittenen  Segmente,  dann 
Sätze  über  gerad>  und  krummlinige  Durchmesser  und  Brenn- 
punkte von  Curven  n**'  Ordnung  (nach  einer  Bezeichnung  von 
Plücker). 

Das  5*^  Capitel  beschäftigt  sich  insbesondere  mit  den  Curven 
3»er  Ordnung.  An  die  Sätze  über  Durchschnittspunkte  einer  ge- 
raden Linie  mit  einer  Curve  3'**'  Ordnung,  schliesst  sich  die  Aus- 
einandersetzung einer  neuen  von  Sylvester  mitgetheilten  Theorie 
der  „Reste"  von  Schnittpunktsystemen  auf  einer  Curve  3'*'^  Ord- 
nung, einer  Theorie,  die,  wie  dies  in  einem  Anhang  zur  deut- 
schen Ausgabe  ausführlicher  besprochen  wird,  kurz  vor  dem  Er- 
scheinen der  englischen  Ausgabe  bereits  von  anderer  Seite  eine 
ausführliche  Behandlung  erfahren  hatte.  Ein  interessanter  Ab- 
schnitt dieses  Capitels  ist  der  über  die  Eintheilung  der  Carven 
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3»«r  OrdnuDg  in  Classen  nach  der  Art  des  Zusammenhangs  und 
der  gegenseitigen  Lage  der  reellen  Gurvenzweige.  Unterabtheir 
luDgen  ergeben  sich  dann  weiter  aus  der  Natur  und  Lage  der 
unendlich  fernen  Punkte  der  Curve.  Es  folgt  ein  Abschnitt  über 
unicnrsale  Curven  3^"  Ordnung  und  ein  grösserer  Excurs  über 
die  Invarianten  und  Covarianten  der  temären  Formen  S'**"  Grades, 
letzterer  übrigens  anknüpfend  an  die  canonische  Form. 

Das  6***  Capitel  über  Curven  4'*^^  Ordnung  beginnt  mit  der 
Aufzählung  der  möglicherweise  auftretenden  Singularitäten,  und 
beschäftigt  sich  dann,  nach  einer  kurzen  Uebersicht  über  die 
hiemach  möglichen  Curvenformen,  mit  der  Aufstellung  und  Grup- 
pirung  der  Doppeltangenten  für  den  Fall  allgemeiner  und  ^bicir- 
cularer"  Curven  4'*^'  Ordnung.  Die  Bemerkung  (§  269,  bez.  270), 
dass  das  letzterwähnte  Problem  für  Curven  4**''  Ordnung  mit 
einem  und  für  (allgemeine)  solche  mit  zwei  Doppelpunkten  noch 
nicht  behandelt  sei,  ist  wohl  nicht  zutreffend.  Das  Capitel  schliesst 
mit  einem  Abschnitt  über  Invarianten  und  Covarianten  von  Curven 
4**'  Ordnung. 

In  dem  7^^"  von  den  transcendenten  Curven  handelnden  Ca- 
pitel wird  eine  Anzahl  bemerkenswerther  Curven  der  genannten 
Art  nebst  ihrer  Entstehungsweise  angegeben,  wobei  auch  den 
Itouletten  ein  kurzer  Abschnitt  gewidmet  wird:  ein  Excurs,  den 
Referent  gerne  ausgedehnter  gesehn  hätte,  denn  aus  der  Kine- 
matik und,  allgemeiner  zu  reden,  aus  der  Theorie  der  unendlich 
vielen  Transformationen  dürften  sich  wohl  noch  Gesichtspunkte 
für  das  Studium  der  transcendenten  Curven  und  ihren  Zusammen- 
hang mit  den  algebraischen  ergeben. 

Das  8**"  Capitel  enthält  einen  Abschnitt  über  die  Cremona- 
sehen  (birationalen)  Ebenentransformationen,  vermöge  deren  jedem 
Punkt  einer  Ebene  im  Allgemeinen  nur  ein  solcher  in  einer  an- 
deren Ebene  entspricht  und  umgekehrt,  ferner  einer  solchen  über 
eindeutige  Transformation  einer  gegebenen  algebraischen  Curve 
und  die  Unveränderlichkeit  des  Geschlechtes  hierbei,  über  das 
Entsprechen  von  Punkten  in  einer  solchen  und  das  auf  die  Punkte 
einer  .Curve  von  beliebigem  Gesehlecht  ausgedehnte  Chasles'sche 
Correspondenzpriacip. 


Digitized  by 


Google 


344  I^-  Abschnitt    Aoalytische  Geometrie. 

Die  im  2^^''  Gapitel  entbotenen  allgemeinen  Betrachtangen 
über  die  Tbeorie  der  algebraischen  Curven  werden  im  9**"  Ga- 
pitel darcb  eine  Darstellung  der  von  Cayley  und  Salmon  für  die 
Berührungspunkte  der  Doppeltangenten,  durch  Betrachtangen  Aber 
die  zu  einer  gegebenen  Curve  in  einfacher  invarianter  Beziehung 
stehenden  Curven,  wie  Hesse'sche  etc.  Curve,  fortgesetzt.  Es  folgt 
ein  Abschnitt  über  osculirende  Kegelschnitte;  den  Schluss  bildet 
ein  kurzer  Abriss  über  die  Methode  der  Characteristiken  von 
Curven-  und  insbesondere  von  Kegelschnitt-Systemen. 

Die  Behandlungsweise  ist  vorwiegend,  jedoch  nicht  aus- 
schliesslich, die  analytische ;  hierdurch  hauptsächlich  unterscheidet 
sich  das  Werk  von  der  bekannten  synthetischen  ^Teoria  delle  curve 
piane"  von  Cremona.  Der  Hauptvorzug  einer  gemischten  Dar- 
stellungsweise beruht  in  der  Beweglichkeit,  die  der  Autor  dem 
Stoff  gegenüber  besitzt,  und  der  Vielseitigkeit,  in  der  er  das 
Wesen  der  Dinge  zur  Anschauung  bringen  kann,  Vorzüge,  die 
das  Salmon'sche  Lehrbuch  in  vollstem  Masse  besitzt;  ein  Nach- 
theil dürfte  darin  erblickt  werden,  dass  hochgespannten  Anfor- 
derungen an  Strenge  nicht  in  jeder  Hinsicht  entsprochen  werden 
kann,  wenn  ermüdende  Weitläufigkeiten  vermieden  werden  solleii. 
Es  genügt  jedoch  dann  meist  eine  desfailsige  Andeutung  zur 
Orientirung.  Im  Vorübergehn  sei  hier  bemerkt,  dass  an  einigen 
wenigen  Stellen  eine  Andeutung  darüber  erwünscht  gewesen 
wäre,  dass  der  Beweis  einer  aufgestellten  Behauptung  nicht  er- 
bracht ist  oder  zu  erbringen  Schwierigkeiten  macht. 

Das  ganze  Lehrbuch  ist  mit  interessanten  und  lehrreichen 
Beispielen  und  Aufgaben  vielfach  durchwoben. 

Die  deutsche  Bearbeitung,  von  der  bewährten  Feder  des 
Herrn  Fiedler,  schliesst  sich  würdig  an  die  englische  Ausgabe 
an;  in  knapper  präciser  Sprache  giebt  sie  den  Inhalt  des  Origi- 
nals in  freier  Bearbeitung  wieder.  Einige  kleine  Irrthttmer  mögen 
hier  berichtigt  werden:    Seite  125  drittletzte  Zeile  muss  es  statt 

parallel:  senkrecht  heissen;  S.  126  statt  cos*«:    cos  -^;  S.  390 

o 

dürfte  statt  Verbindungspunkt  etwa:    Vereinigung»-  oder  Goi&d- 

denzpunkt  zu  setzen  sein;  S.  385  unten:    Die  zagehörige fiem^' 
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kung  (77)  des  Litäraturnachweises  war  dem  Referenten  vermuth- 
licb  wegen  eines  Druckfehlers  im  Text  nicht  verständlich.  Lei- 
der ist  ihm  die  betreffende  Arbeit  nicht  zugänglich  gewesen. 
S.  392  letzte  Zeile  ist  das  Wort:  daher  zu  streichen;  S.  451  in 
der  Formel  für  (Ulli)  darf  das  Glied  —  2»i'n'  nur  einmal  vor- 

113 
kommen,  statt  -^^  muss  (nach  einer  Mittheilung  des  Herrn  Zeu- 

113 
then)  — -  gesetzt  werden  (die  letzte  Correctur  ist  auch  in  der 

englischen  Ausgabe  anzubringen). 

Steht  die  deutsche  Ausgabe,  was  den  Vortrag  anlangt,  hinter 
dem  englischen  Original  nicht  zurück ,  so  besitzt  sie  einen  un- 
zweifelhaften Vorzug  vor  demselben  in  dem  reichen  von  Herrn 
Fiedler  gegebenen  Literaturnachweis  am  Schlüsse  des  Werks.^ 
Mit  grösster  Vollständigkeit  und  vielfach  interessanten  Orientiren- 
den  Bemerkungen  werden  die  einschlagenden  älteren  und  neueren 
Arbeiten  citirt  und  kuVz  besprochen  und  so  Gelehrten  wie  Studi- 
renden  eine  bei  der  dermaligen  Zersplitterung  der  Literatur  höchst 
werthvoUe  Zugabe  gewährt.  BI. 

R.  Hoppe.     Cinematische  Grundlage  der  Curventheorie. 

Grunert  Arcb.  LV.  77-105. 

Die  vorliegenden  Betrachtungen  sollen  eine  Vorbereitung 
bilden  für  eine  Theorie  der  Raumcurven,  welche  der  Verfasser 
in  einem  späteren  Aufsatze  zu  geben  verspricht.  Da  an  dieser 
Theorie  die  Fruchtbarkeit  der  Auffassungsweise  des  Herrn  Hoppe 
in  höherem  Masse  hervortreten  dürfte,  so  empfiehlt  es  sich,  die 
Besprechung  gegenwärtiger  Arbeit  bis  zum  Erscheinen  jenes  Auf- 
Satzes  auszusetzen.  Sehn. 

H.  M.  Taylor.     Geometrical  notes.    Mossengor  (2;  11. 174-175. 

Wenn  r,  q  und  q>  der  Kadiusvector,  der  Krümmungsradius 
und  der  Winkel  des  Radiusvector  mit  der  Tangente  in  irgend 
einem  Punkte  P  der  Curve  sind,  wenn  r',  (/  und  q>'  dasselbe  ftlr 
den  correspondireAden  Punkt  Q  auf  der  inversen  Curve  bedeuten, 
und  die  Inversion  mit  Rücksicht  auf  den  Pol  S  geschehen  ist, 
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dann    ist,    die    Zeichen    von    q,   q'   genügend    berücksichtigt, 

A.   VeCCHIO.      Nota   SUgli   inviluppi.    Battagllni  G.  XI.  318-320. 

Die  gewöhnliche  Regel,  die  Umhüllungscurve  der  durch  die 
Gleichung 

F(x,y,a)  =  0 
mit  dem  veränderlichen  Parameter  a  gegebenen  Curve  zu  finden, 
ist  nicht  anwendbar,  wenn  die  Gleichung  die  Gestalt  hat: 

a  =  (pCx,  y). 
Der  Verfasser   zeigt  nun,   wie  man  diese  Schwierigkeit   heben 
kann.    Die  gegebene  Gleichung   F{x,  y,  a)  =  0  kann  eine  auf 
'die  Axen  x,  y,  a  bezogene  Fläche  bedeuten,  dann  ist 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  {x,  y,  o). 

dF 
Nimmt  man  an,  es  sei  -^—  =  0,  so  heisst  dies,   die  Tan- 
gentialebene soll  der  Axe  a  parallel  sein;  und  dann  ftihrt  die 

dF 

Elimination  von  a  aus  F(a?,  y,  o)  =  0,  und  -^—  =  0  zu   einer 

Gleichung,  die  zugleich  einen  der  Axe  parallelen  Gylinder  und 
die  Enveloppe  der  Curven  F(x,  y,  a)  =  0  darstellt.  Bietet  sich 
nun  die  Gleichung  in  der  Form  a=^  (p{x,  y),  so  ist  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

sie  muss  sieb  aber  aucb  so  darstellen  lassen: 

y-Y  =  h(x-X), 
wo  A  weder  Null,  nocb  unendlicb.    Also  muss 

und  ausserdem  der  Quotient  beider  Grössen  weder  KoU  noch 
unendlich  sein.    Dies  wird  dann  an  Beispielen  erläutert 

Hz. 
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0.  ToQNOLi.      Sulla  ricerca  delY  equazione   deir  invi- 
luppante  d'una  serie  di  curve  piane.     Battagüni  G.  xi. 

378-380. 
Diese  Note  bezieht  sich  auf  eine  Bemerkuiig  über  UmhUllungs- 
curven  von  Vecchio.  Dort  ist  nämlich  gesagt,  dass,  wenn  die 
Curvenschaar  darch  die  Gleichung  a  =  (p{x^  y)  gegeben  ist,  das 
in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern  angegebene  Verfahren;  die 
UmbttUungscurve  zu  finden,  illusorisch  würde.  Durch  Betrach- 
tung einer  Fläche  wird  die  Schwierigkeit  gehoben.  In  gegen- 
wärtiger Note  nun  wird  ausgeführt,  dass,  wenn  die  Gleichung 
die  Gestalt  a  =  (f^x^y)  hat,  und  UmhüUungscurven  überhaupt 
existiren  sollen,  a  eine  mehrdeutige  Function  von  x  und  y  sein 
muss,  und  es  daher  genügt,  irgend  zwei  Wurzel werthe  von  a 
gleichzusetzen.    Die  Umhüllende  von 

ist  z.  B.  p'  — 2py  — a?*  =  0.  Mz. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curven. 
A.  Cayley.     Note   on  the  (2,2)  coiTespondence  of  two 

variables.      Quart.  J.  XII.  197-198. 

Wenn  eine  Curve  (Ö,  q>)  eine  symmetrische  zwei-  und  zwei- 
deutige Correspondenz  ihrer  Punkte  hat,  und  eine  andre  Curve 
(^,  X)  dieselbe  symmetrische  zwei-  und  zweideutige  Correspon- 
denz, dann  hat  (0,  X)  eine  symmetrische  zwei-  und  zweideutige 
Correspondenz,  aber  im  Allgemeinen  nicht  dieselbe  Correspondenz. 
Die  Coeflicienten  können  aber  solche  sein,  dass  (ö,  X)  die  gleiche 
Correspondenz  haben  muss,  wie  (ö,  (p)  oder  (7),  X).  Die  Bedin- 
gung dafür  wird  untersucht    (S.  F.  d.  M.  II,  p.  50j). 

Cly.  (0.) 

Em.  Weyr.     üeber  rationale  Curven.   Prag.  Ber.  1873.  9-42, 

77-81. 
Siehe  F.  d.  M.  IV  p.  335. 
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A.  Brill.     Note  über  die  Doppeltangenten  einer  Curve 
4*^*^  Ordnung  mit  einem  Doppelpimkt.  Clebgch  Ann.  Vi. 66-72. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  gewisse  Sätze ^  die  Cremona 
aus  algebraischen  Ueberlegungen  Brioschi's  bezüglich  der  soge- 
nannten „homolog  harmonischen**  Curven  4***'  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt gewonnen  hat,  aus  seinen  früheren  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  hyperelliptische  Curven  (Borchardt  J.  LXV)  ab- 
leiten kann,  und  nimmt  dabei  Gelegenheit,  einige  damals  nur 
kurz  angedeutete  Beweise  ausführlicher  zu  entwickeln.      Ein. 

M.  Nöther.     Üeber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Functionen.    Clebsch  Ann.  VI.  351-360. 

Ein  in  der  analytischen  Geometrie  sehr  oft  angewandtes 
Verfahren  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung  einer  Curve, 
welche  durch  die  gemeinsamen  Punkte  zweier  anderer  Curven 
fjP  =  0,  V  =  0  hindurchgeht,  in  der  Form  ansetzt 

0  =  A(p  +  Bifßj 
wo  A,  B  selbst  noch  die  Veränderlichen  enthalten  können.  Aber 
der  hierin  liegende  Satz  konnte  seither  nur  für  den  Fall  als  be- 
wiesen angesehen  werden,  wenn  die  Schnittpunkte  von  q),  %ff  alle 
einfache  sind,  und  eine  Ausfüllung  dieser  Lücke,  wie  sie  der 
Verfasser  mit  der  gegenwärtigen  Mittheilung  bringt,  musste  um 
so  wünschenswei-ther  erscheinen,  als  der  Satz  auch  auf  den  Fall 
mehrfacher  Schnittpunkte  bereits  wiederholt  angewandt  worden 
ist.  Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  eine  gewisse  Umgrenzung^ 
welcher  der  Satz  thatsächlich  unterliegt,  und  giebt  dann  innerhalb 
dieser  Grenzen  einen  Beweis  durch  Reihenentwickelung.  Zu- 
gleich ist  er  dadurch  im  Stande,  für  den  entsprechenden  Satz 
bei  mehr  Dimensionen  ein  Verfahren  anzugeben,  vermöge  dessen 
man  sich  in  jedem  einzelnen  Falle  Über  seine  Anwendbarkeit 
ein  Urtheil  bilden  kann.  Ein.  - 

A.  Brill   und  M.  Nöther.     Ueber   die    algebraischen 
Funktionen  und  ihre  Anwendbarkeit  in  der  Geometrie. 

Gott.  Nachr.  1873.  116-132. 
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Wir  werden  über  diese  wichtige  Arbeit,  vermöge  deren  es 
geliBgt,  eine  grosse  Reihe  von  Sätzen,  deren  Beweis  seither  nur 
durch  die  Theorie  der  algebraischen  Integrale  geleistet  werden 
konnte,  auf  rein  algebraische  Betrachtungen  zurtlckzuftthren,  erst 
bei  einer  nächsten  Gelegenheit  berichten,  da  inzwischen  eine 
ausgeführte  Darstellung  in  den  Math.  Annalen  erschienen  ist. 

Kln. 

H.  RosENOW.  Die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkt,  eine  Anwendung  der  neueren  Algebra 
(Invariantentheorie)  auf  die  Geometrie. 

Dis8.  Leipzig.  Metzger.  8^ 
Wenn  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  als  ganze  homogene 
Funktionen  von  zwei  Parametern  darstellt,  so  kommt  die  Auf- 
suchung der  3  Wendepunkte  hinaus  auf  die  Lösung  einer  Glei- 
chung dritten  Grades,  die  die  Parameter  jener  Punkte  liefert. 
Diese  Gleichung  sei  J  =  0.  Die  Eigenschaften  der  Curve  hän- 
gen nun  wesentlich  ab  von  dieser  Form  dritten  Grades  /J.  Die 
geometrische  Deutung  der  zu  J  als  Grundform  zugehörigen  For- 
men ist  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Arbeit.  Von  den  hiebei 
erlangten  Resultaten  seien  folgende  angeführt.  Schreibt  man  J 
symbolisch  Al,  so  ist  die  Bedingung,  dass  drei  Punkte,  deren. 
Parameter  A,  /m,  v  sind,  in  einer  Geraden  liegen  J),y  J^y  Jy  =  0. 
Daraus  folgt,  dass  der  Tangentialpunkt  zu  k  durch  Al  /1y  =  0 
gegeben  ist.  Sucht  man  hieraus  die  Beziehung,  welche  bestehen 
mnss,  damit  zwei  Punkte  A,  fi  denselben  Tangentialpunkt  haben 
oder  coiyugirt  sind,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  tx  t^  ==  0,  wo- 
bei t2  die  Hesse'sche  Covariante  von  J  ist.  Setzt  man  r  =  0, 
so  erhält  man  die  Parameter  der  in  Doppelpunkte  vereinigten 
Punkte.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Geraden,  welche 
den  Doppelpunkt  mit  einem  beliebigen  Gurvenpunkt  verbindet, 
werden  die  Gleichungen  der  Tangenten  im  Doppelpunkt  abge- 
leitet, und  hiebei  zeigt  sich,  dass  diese  imaginär,  reell  sind  oder 
zusammenfallen,  je  nachdem  R  die  Discriminante  von  ^,  >  0^  <  0 
oder  =0  ist. 
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Bezeichnet  man  durch  ql  die  cnbische  Covariante  von  J^ 
so  stellt  ql  qy=zO  den  Punkt  dar,  in  welchem  die  Verbindungs- 
linie von  k  mit  seinem  conjugirten  die  Curve  noch  schneid^; 
oder  auch  den  Punkt,  dessen  conjugirter  der  Tangentialpunkt 
von  k  ist.  Die  Deutung  der  Beziehung  qx  q^qy  =:0  zeigt,  dass 
die  Punkte  A,  ^n,  v  ein  Tripel  bilden,  also  die  Curve  die  Tripel- 
eurve  eines  Eegelschnittnetzes  ist.  Die  drei  Punkte  f&r  welche 
ql  =  0  ist  haben  die  Eigenschaft,  dass  in  ihnen  ein  Kegelschnitt 
die  Curve  sechspunktig  berühren  kann. 

Die  letzten  Paragraphen  sind  der  Betrachtung  der  geschlos- 
senen Polygone  gewidmet,  die  der  Hesse'schen  Curve  der  gege- 
benen gleichzeitig  ein-  und  umschrieben  sind;  und  der  damit 
zusammenhängenden  Polygone,  welche  der  Hesse'fichen  Curve 
ein-  und  der  Cayley'schen  umschrieben  sind.  Es  ist  gezeigt,  wie 
man  durch  Recursionsformeln  die  Gleichungen  aufstellen  kann, 
welche  die  Ecken  dieser  Polygone  bei  gegebener  Seitenzahl  lie- 
fern und  dabei  nachgewiesen,  dass  alle  Eckpunkte  Tripeln  ange- 
hören ,  welche  der  Gleichung  gJf  -]-  aqi  =0  genügen.  Zum 
Schlüsse  sind  noch  Gleichungen  der  Curven  in  Punkt-  und  in 
Liniencoordinaten  aufgestellt. 

In  der  Arbeit  findet  sich  noch  folgende  Zusammenstellung 
der  Literatur  über  diese  Curven: 

Steiner,  Grelle  Bd.  53  S.  231 ;  Schröter,  Borchardt  J.  54  S.  31 ; 
Cremona,  Borchardt  J.  64  S.  101;  Schröter,  Ueber  eine  besondere 
Curve  S*'*"  Ordnung  etc.;  Math.  Ann.  V  S.  50  u.  Duröge,  lieber 
die  Curve  '3*"  Ordnung  etc.  ibid.  p.  83;  Weyr,  Theorie  der 
mehrdeutigen  geometrischen  Elementargebilde,  Leipzig  1869; 
Möbius,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig,  1827;  Möbius,  Abh. 
d.  kgl.  Sachs.  Gesellschaft  1852;  Duröge,  Ueber  fortgesetztes 
Tangentenziehen  an  Curven  3"^*^  Ordnung  etc.;  Math.  Ann.  L 
509;  Guessfeldt,  Diss.  inaug.  de  curva  plana.  Bonn  1865; 
Steiner,  Borchardt  J.  66  S.  261;  Schröter,  Theorie  der  Kegel- 
schnitte p,  435--543.  Lth. 

A.  Cayley.     On  residuation  in  regard  to  a  cubic  curve. 

Messengcr  (2)  III.  62-65. 
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Wenn  die  Schnitte  einer  Curve  dritten  Grades  U^  mit  irgend 
einer  anderen  Curve  Vn  auf  irgend  welche  Weise  in  zwei  Systeme 
von  Punkten  getbeilt  werden,  so  wird  jedes  dieser  Systeme  das 
Residuum  des  anderen  genannt;  in  gleicher  Weise,  wenn  mau 
von  einem  gegebenen  Systeme  von  Punkten  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung  ausgeht,  und  eine  Curve  von  irgend  welcher 
Ordnung  ¥„  durch  sie  hindurchzieht,  bilden  die  überbleibenden 
Schnitte  mit  der  Curve  dritter  Ordnung  ein  Residuum  des  ursprüng- 
lichen Punktsystemes.  Die  Arbeit  enthält  eine  Untersuchung  der 
Sylvester'schen  Theorie  der  Reste,  und  kann  mit  derjenigen 
von  Salmon  in  seinen  „higher  plane  curves"  (2""*  ed.)  133—137 
(1873)  gegebenen  Theorie  verglichen  werden.  Glr.  (0.) 

Em.  Weyr.     Ueber  Durchschnittspnnkte  von  Focalen  mit 
Kreisen  und  mit  Lemniscaten.    Prag.  Bor.  1873. 

Die  Focale  ist  eine  cykliscbe  Curve  dritter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt,  dessen  Tangenten  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Beziehungen  zwischen  den  Schnittpunkten  einer  solchen 
Curve  mit  Kreisen,  zwischen  den  Schnittpunkten  von  zwei  Focalen, 
welche  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  besitzen,  endlich  Rela- 
tionen zwischen  den  Schnittpunkten  einer  Focale  und  einer  Lem- 
Discate,  welche  den  Doppelpunkt  gemeinsam  haben,  bilden  den 
Inhalt  des  vorliegenden  Vortrages.  Sehn. 

C.  Hermite.      On   an   application  of  the  tbeoiy  of  uni- 
cursal  curves.     Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  348-345. 

Als  Probe  der  betrachteten  Frageu  diene  folgendes  Problem : 

Die  Gleichung  ff—z--,  ti J  =  0   soll   integrirt   werden ,    so   dass, 

wenn  mögliq}),  x=  einer  algebraischen  Function  von  u  ist. 
Die  Frage  ist  leicht  gelöst,  wenn  man  annimmt,  dass  die 
gesuchte  Integralgleichung  (in  der  tr,  u  als  Coordinaten  be- 
trachtet werden),  die  Gleichung  einer  unicursalen  Curve  ist. 
Dann   sind    u,    x    die    rationalen    Functionen    eines    Parame- 

Foitochr.  d.  Math.  V.  2.  23 
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ters    /;    folglich    ist    auch  —  ciue  rationale  Function  dieses  Pa- 

(JLiJD 

rameters,  oder  wenn  man  —  =  ü   setzt,    wird    der    Gleichung 

F{f),  m)  =  0  genügt,  indem  man  t>,  u  als  rationale  Functionen 
von  t  annimmt.  Desshalb  ist  eine  nothwendige  (nicht  genügende) 
Bedingung,  daftlr  dass  die  gegebene  Function  F(v,  u)  =  0,  diese 
Eigenschaft  hat,  die,  dass  die  Gleichung,  in  der  man  {v,  u)  als 
Coordinaten  betrachtet,  eine  unicursale  Curve  darstellt.  Voraus- 
gesetzt,, dass  dem  so  sei,  so  genügt  man  der  Gleichung,  indem  man 
u,ti=  gewissen,  gegebenen,  rationalen  Functionen  von  i  nimmt. 

Aber  indem  man  für  f>  dessen  Werth  -y  und  für  u  dessen  Wertb 

dx 

als    Function    von    /    setzt,    erhält    man   ^  ==  einer  rationalen 

Function  von  t  und  folglich  x  =  dem  Integral  einer  rationalen 
Function  von  t  Die  überbleibende  Bedingung,  damit  x  eine  al- 
gebraische Function  von  u  sein  könne,  ist  die,  dass  in  dem  letzt- 
genannten Integral  das  logarithmische  Glied  verschwindet,  und 
auf  diese  Weise  x  eine  rationale  Function  von  i  wird. 

Cly.  (O.) 


Allegret.      Memoire    sur  la  repr^sentatioxi   des   trans- 
cendantes  par  des  arcs  de  courbes.    Ann.  de  rfic.  Norm. 

(2)  II.  149-200. 

Das  Problem,  mit  dem  der  Verfasser  sich  beschäftigt,  ist, 
im  weitesten  Sinne  aufgefasst,  das  folgende:  Man  soll  die  Glei- 
chung einer  Curve  angeben,  ftlr  welche  die  Rectification  des 
Bogens  auf  ein  gegebenes  algebraisches  Integral  ftlhrt.  Gestattet 
man  die  Hinzunahme  einer  beliebigen  algebraischen  Function  der 
Integrationsvariabein  zu  dem  Integral,  so  modificirt  sich  das 
Problem  und  wird  leicht  lösbar,  wie  denn  Hermann,  J.  BernouUi, 
Legendre  verschiedene  Lösungen  dieser  Frage  angegeben  haben. 
Handelt  es  sieh  jedoch  um  die  geometrische  Repräsentation  des 
Integrals  allein,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  man  bis  vor 
einiger  Zeit^  ehe  die  schöne  Arbeit  von  J.  A.  Serret  erschienen 
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war,  nicht  einmal  eine  Curve  gekannt  hat,  deren  Bogen  etwa 
durch  einen  Logarithmus,  oder  ein  elliptisches  Integral  1'^'  Gat- 
tung mit  anderem  Modul  als  •"»"  darstellbar  war.  Durch  jene 
Arbeit  trat  Serret  zuerst  der  principiellen  Lösung  der  Frage  näher, 
indem  er  den  eleganten  Gedanken  ausführte,  dass  man  das 
Quadrat  des  gegebenen  Bogenelementes: 

wo  f(z)  eine  algebraische  Function  von  z  ist,  in  das  Product: 

^  (dx  +  idy)  (dx  —  trfy), 
wo  X  und  y  rechtwinklige  Coordinaten  der  gesuchten  Curve 
sind,  t  =  }/  —  1,  zerlegen  müsse:  gelingt  es  dann,  unter  der  An- 
nahme, dass  »  von  der  Form  e'v  ist,  auch  die  rechte  Seite  in 
zwei  Factoren  zu  zerlegen,  welche  durch  Vertauschung  von  t  mit 
—  t  in  einander  Qbergehn ,  so  setze  man  dx  -\-  idy  gleich  einem 
derselben,  dann  ist  x  und  y  bezw.  reeller  und  imaginärer  Theil 
des  betreffenden  Integrals,  und  die  Coordinaten  der  gesuchteu 
Curve  sind  auf  diese  Weise  als  Functionen  eines  Parameters 
dargestellt.  Im  Allgemeinen  lässt  nun  jenes  Problem  der  unbe- 
stimmten Analysis  noch  eine  mehrfach  unendliche  Schaar  von 
Lösungen  zu;  indess  ist  nicht  einmal  fQr  den  Fall  eines  ellipti- 
schen Integrals  die  allgemeine  Form  der  Lösung  gefunden,  wenn 
auch  Serret  unendlich  viele  Curven  der  verlangten  Art  angeben 
kann.  Wenn  die  gesnehte  Curve  ausserdem  noch  algebraisch 
sein  soll,  so  muss  dies  zugleich  mit  dem  Integral  für  x  +  iy  der 
Fall  sein;  so  erklärt  es  sich,  dass  Serret  nur  Lösuflgen  des 
Problems  für  den  Fall  eines  elliptischen  Integrals  mit  rationalem 
Modul  angeben  kann. 

Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  im  Wesentlichen  eine 
übersichtliche  Zusammenstellung  der  bekannten  Resultate,  die 
um  einige  vermehrt  werden,  ohne  dass  jedoch  neue  generelle 
Gesichtspunkte  fttr  ein  weiteres  Eindringen  in  das  Problem  her- 
beigebracht werden. 

Der  Verfasser  nimmt  folgendes  Integral  zum  Ausgangspunkt 
seiner  Betrachtungen: 

23* 
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Eine  particuläre  Lösung  ist  daun  die  folgende: 
x  +  iy  =:  y   a»»  («  —  afp  d», 

wo  m  eine  rationale  Zahl  ist. 

Es  wird  eine  Reihe  von  besonderen  Formen  für  das  letzte 
Integral  angegeben,  welche  das  Integral  für  s  auf  die  Form  eines 
Logarithmus,  eines  Arcussinus,  eines  elliptischen  Integrals  und 
verwandter  Functionen  reduciren.  So  werden  z.  B.  3  Gattungen 
von  Curven  aufgestellt,  deren  Bogen  durch  Parftbel-Bogen  mess- 
bar sind.  Ein  anderes  Mittel,  dessen  sich  der  Verfasser  bedient, 
um  neue  Curven  zu  erhalten,  deren  Bogen  durch  einfache  Inte- 
gralausdrücke darstellbar  sind,  besteht  darin,  dass  die  Gleichun- 
gen einiger  bekannten  Curven,  wie  Gerade,  Kreis,  Epicycloide 
etc.,  in  Polarcoordinaten  aufgestellt  und  dann  der  folgenden  von 
Mac-Laurin  angegebenen  Transformation  unterworfen  werden: 

H  =  r«;     d*  =  nd. 

Man  erhält  so  z.  B.  elliptische  Integrale  der  1*««  und  3*^" 
Gattung.  Insbesondere  lässt  sich  der  Bogen  der  aus  der  Epicy- 
cloide durch  jene  Transformation  abgeleiteten  Curve,  wenn 
n  =  —  1  ist  (Transformation  durch  reciproke  Radien  vectoren), 
durch  ein  elliptisches  Integral  3^^"^  Gattung  ausdrucken,  dessen 
Modul  a  beliebig  ist,  und  dessen  Parameter  c  mit  a  durch  die 
Beziehung  verbunden  ist: 

Schliesslich  zeigt  der  Verfasser  durch  üebertragung  eines 
Satzes  von  BernouUi  in  die  Sprache  der  Analysis,  wie  man  solche 
Curven,  deren  Bogen  durch  ein  und  dieselbe  Function  darstell- 
bar sind,  combiniren  muss,  um  neue  Curven  derselben  Art  zu 
erzeugen.  Bl. 

A.  Cayley.     On  bicursal  ciirves.    Proc.ofL.M.s.  IV.  347-352. 

Die  behandelte  Theorie  ist  diejenige  einer  Curve,  deren 
Gleichung  ausgedrückt  ist  durch  Functionen   zweier  Parameter 


Digitized  by 


Google 


Capitel  3.    Analytische  Geometrie  der  Ebene.  355 

(u,  d)  von  der  Form  (1,  u)^  (1,  ©)*»  flttr  die  Goordinaten  x,  y,  ». 
Diese  Parameter  sind  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
(I,  tt)*  (1,  ey  =  0  verbunden,  eine  Gleichung,  die  in  Bezug  auf 
jeden  einzelnen  dieser  Parameter  quadratisch  ist.  Gezeigt  wird 
noch ,  auf  welche  Weise  die  Schwierigkeit  in  dem  Falle  m  =  it 
überwunden  werden  kann.  Cly.  (0). 


C.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

F.  J.  Stüdnicka.  Ableitung  der  Dreiecksfläche  und  des 
Tetraedervolumens  aus  den  Gleichungen  der  begrenzen- 
den Elemente.     Prag.  Ber.  1873.  45-51. 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks oder  der  Ebenen  eines  Tetraeders 

aiX  +  biy+c=zO  i  =  1,  2,  3 

akX  +  bky  +  Ck^  +  dk==0    fc=l,  2,  3,  4 

die  Goordinaten  der  Ecken,  so  sind  diese  die  Quotienten  je 
zweier  Determinanten,  welche  der  durch  die  Constanten  der  ge- 
gebenen Gleichungen  gebildeten  Haupt  -  Determinante  J  beige- 
ordnet (adjungirt)  sind,  nämlich  iUr's  Dreieck 

A,  B,  A,     ^ 

^i  =  -^1   Vi  =  -^;   ^a  =-^  etc. 

mr^s  Tetraeder 

A,  B,  C,  Ä^      . 

-    ^i=-p7'    y^^-n;-^    *^=-57'    a:,  =  .^etc. 

Durch  Einsetzung  in  die  Determinanten,  welche  die  Dreiecks- 
fläche F  (resp.  das  Tetraedervolumen  V)  durch  die  Goordinaten 
der  Ecken  bestimmen,  erhält  man^  abgesehen  von  einem  Factor, 
die  Determinante  des  zu  J  adjungirten  Systems  und  durch  An- 
wendung des  in  Baltzer's  Determinanten  (2""  Auflage  S.  45)  ange- 
gebenen Satzes  für  F  und  V  die  bekannten  Werthe: 

2F=^,^,        6F=         ^' 


C.  C^,C,  '         "  D^D^D.D^' 
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Aus  diesen  Formeln  werden  die  Grössen  der  Dreieeks-Seiten  U 
und  der  Tetraederfläehen  Fk  abgeleitet,  nämUch 


F.  Klein.     Uebertragung   des  Pascarschen   Satzes    auf 

Raunige Ometrie.      Erlang.  Ber.  1873. 
Siehe  Abschn.  IX,  Oap.  3  C. 

F.  Hertens.     Auszug  aus  einem  Schreiben  an  den  Her- 
ausgeber.    Borchardt  J.  LXXVII.  102-101 

Als  Nachtrag  zu  Joachimsthars  Arbeit:  Applications  des  dö- 
terminantes  ä  la  g6om6trie  (Crelle's  J.  XL)  wird  der  Ausdruck 
für  den  Halbmesser  eines  Kreises,  welcher  drei  gegebene  Kreise 
bertlhrt,  sowie  der  entsprechende  für  den  Halbmesser  einer  Kugel, 
welche  4  gegebene  Kugeln  bertlhrt,  unter  Anwendung  der  De- 
terminanten kurz  hergeleitet  und  zuletzt  noch  der  Werth  der  Reihe 


2^  -t-  39  1-  4. 


ör+-^  +  lT+-  ia  ittf., 


welchen  Gauss  in  den  Disqu.  ar.  art.  301  auf  10  Decimalstellen 
angiebt,  auf  weitere  17  Stellen  mitgetheilt,  nämlich: 

J— a  =  0,9375482543  1584375370  2574094.     ^  , 
2    ti  ocnz. 

Moret-Blanc.     Solution  de  la  question  1009. 

Nouv.  Ann.  (2)  XII.  449-450. 
Es  sind  unendlich  viele  Kreise  gegeben,  welche  sidi  in  einem 
und  demselben  Punkte  berühren ;  wenn  2  Gerade  sich  um  diesen 
Punkt  so  drehen,  dass  sie  mit  der  Mittelpunktslinie  Winkel  bilden, 
deren  Summe  constant  ist,  so  haben  die  um  die  Sehnen  dieser 
Kreise  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreisperipherien,  zu  je 
Zweien  genommeui  dieselbe  Axe.  Pr. 
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A.  Transon.     Siir  un  nouveau  mode  de  construction  des 

COniques,      Noav.  Ann.  (2)  XII.  5-21. 

Trägt  man  von  jedem  Punkt  C  einer  begrenzten  Geraden 
AB  unter  einem  constanten  Winkel  a  nach  beiden  Seiten  eine 
Strecke  auf,  welche  dem  geometrischen  Mittel  der  Strecken  AC 
und  BC  proportional  ist,  so  bilden  bekanntlich  die  Endpunkte 
dieser  Strecken  einen  Kegelschnitt.  Dieser  Satz  wird  nun  er- 
weitert zu  folgendem:  Trägt  man  in  jedem  Punkt  C  eines  Kegel- 
schnitts mit  endlichem  Mittelpunkt  in  einer  mit  der  Normale 
jedesmal  denselben  Winkel  bildenden  Richtung  eine  Strecke  auf, 
welche  proportional  ist  dem  geometrischen  Mittel  der  beiden  Focal- 
strahlen  von  C,  so  bilden  die  Endpunkte  der  aufgetragenen 
Strecken  einen  Kegelschnitt,  welcher  mit  dem  gegebenen  concen- 
trisch  und  gleichartig  ist.  Die  Analogien  dieser  beiden  Construc- 
tionen  werden  ausgeführt  und  eine  Eigenschaft,  welche  sich  auf 
die  demselben  Winkel  a  entsprechende  Schaar  der  so  erzeugten 
Kegelschnitte  bezieht,  entwickelt.  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt 
eine  Parabel,  so  wird  das  geometrische  Mittel  aus  dem  Radius- 
vector  und  einer  constanten  Länge  aufgetragen.         '    Schz. 

y.  Jamet.     Solution   de  la  question  1094.      Noav.   Ann. 

(2)  XIL  41-44. 
Wenn  an  zwei  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  fest  ist, 
der  andere  sich  um  den  gemeinsamen  Brennpunkt  bewegt,  Tan- 
genten gelegt  werden,  so  ist  der  Ort  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Tangenten  ein  Kreis.  Sind  für  eine  gewisse  Lage  des 
beweglichen  Kegelschnittes  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
parallel,  so  sind  sie  es  für  alle  Lagen  desselben.  Pr. 

DoucET.     Solution  de  la  question  1049.    Nouv.  Ann.  (2)  xu. 

828-330. 
Aufstellung  der  Curven,  fttr  welche  der  Ort  der  Spitzen  der 
um  sie  beschriebenen  rechten  Winkel  eine  Kreislinie  ist.    Die 
Kegelschnitte  ergeben  sich  als  specielle  Fälle  dieser  Curven. 

Pr. 
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Genty.     Solution  de  la  questioii  1083.    Nouv.  Ann.  (2)  XIL 

332-333. 
Bestlmnjung   des  Ortes  der  Spitze   eines   rechten   Winkels, 
dessen  beide  Schenkel  je  zwei  gegebene  Gerade  treffen. 

Pr. 

A.  Strnad.    Vier  Lehrsätze  Über  Ellipsen  und  EUipsoide. 

üaßopis.  II.  185-190.  (Böhmisch). 
Der  Verfasser  beweist  vier  Theoreme,   welche   von   Herrn 
Siacci,  Battaglini  G.  XI,  aufgestellt  sind.  W. 

J.  RosANES.     Ueber  Systeme  von  Kegelschnitten. 

Olebsch  Ann.  VI.  264-813. 
Wenn  man  in  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  Pnnkt- 
Coordinaten  statt  der  Quadrate  und  Producte  der  Veränderlichen 
die  Goefficienten  einer  anderen  in  Linien-Coordinaten  gegebenen 
Kegelschnittsglcichung  einsetzt,  so  entsteht  eine  simultane  Inva- 
riante der  beiden  Kegelschnitte,  welche,  gleich  Null  gesetzt,  eine 
zwischen  ihnen  bestehende  Relation  ausdruckt,  welche  der  Ver- 
fasser als^Conjugirtsein^  bezeichnet  und  einem  eingehenden  Studium 
unterwirft.  (Man  vergl.  hierzu  Mittheiiungen  von  Stephen  Smith  an 
die  London  Mathematical  Society  18G8  s.  F.  d.  M.  II,  386,  sowie  Er- 
örterungen von  Darboux  (Bulletin  Math.  1871)).  Da  die  betreffende 
Bildung  in  den  Coefficienten  des  einen  wie  des  anderen  Kegel- 
schnittes linear  ist,  steht  immer  eine  ft-gliedrige  lineare  Schaar 
von  Punktkegelschnitten  einer  (6— fi)-gli6drigen  linearen  Schaar 
von  in  Liniencoordinaten  gegebenen  Kegelschnitten  gegentlber. 
Der  Fall  |t  =  2  z.  B.  ist  für  die  Abbildung  der  Steiner'schen 
Fläche  auf  die  Ebene  von  Wichtigkeit  und  ist  in  den  betreffen- 
den Arbeiten  von  Olebsch  bereits  untersucht.  Von  besonderem 
Interesse  aber  ist  der  Fall  fi  =  3,  in  welchem  ein  Kegelschnitt- 
netz  einem  Kegelschnittgewebe  conjugirt  gegenübersteht  Die 
Theorie  der  Hesse'schen  und  Hermite'schen  (Cayley'schen)  Curve, 
einer  Gurve  dritter  Ordnung,  wie  überhaupt  die  Theorie  der 
syzigetischen  Büschel  von  Gurven  dritter  Ordnung  und  Glasse 
erfährt  von  diesem  Standpunkte  aus  eine  wesentliche  Ergänzung. 
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So  kann  z.  B.  die  bekannte  Aronhold'sehe  Reciprocität  dabin 
gedeutet  werden,  dass  einer  Curve  3'*^"  Ordnnng  immer  diejenige 
Curve  3*^'  Classe  zugeordnet  wird,  deren  Polkegelscbnitte  mit 
den  Polarkegelßcbnitten  der  Curve  dritter  Ordnung  conjugirt  sind. 
Alle  diese  Betrachtungen  werden  vom  Verfasser  au  der  Hand 
der  Methoden  der  neueren  Algebra  systematisch  durchgeführt. 
Vergl.  das  Referat  über  desselben  Verfassers  Aufsatz:  Ueber  ein 
Prineip  der  Zuordnung  algebraischer  Formen  (Abschn.  II,  Cap.  3; 
p.  95).  Kln. 

Voss.   Ueber  Kegelschnitte,  welche  zwei  Punkte  gemein- 
sam haben.    Schiömiich  z.  xviii.  102-106. 

Der  Untersuchung  ist  ein  trimetrisches  Coordinatensystem  zu 
Grunde  gelegt,  welches  in  den  beiden  gemeinsamen  Punkten  zwei 
seiner  Ecken  liegen  hat.  Ein. 

J.    J.   Walker.     Invariant   conditions   for  three   conics 
having  common  points.    Proc.  of  L.  M.  s.  IV.  404-416. 

Die  Invarianten  dreier  Kegelschnitte,  oder  quadratischer 
Functionen  (a,  b,  c,  f,  g,  h){x,  y,  »)'  sind  im  Ganzen  zwölf:  drei 
Discriminanten,  sechs  conjugirte  oder  vermittelnde  (connectives 
or  intermediates)  von  je  zwei  Discriminanten  und  drei  In- 
varianten, von  denen  jede  alle  drei  Goefficientenreihen  enthält, 
und  welche  <l>  sind,  eine  Function,  die  in  Bezug  auf  jede  Coef- 
ficientenreihe  linear  ist;  X  ist  für  jede  Goefficientenreihe  von  der 
zweiten  Ordnung  und  *P  von  der  vierten.  Das  betrachtete 
Problem  ist,  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Kegelschnitte 
einen,  zwei,  drei,  vier  Punkte  gemeinsam  haben,  in  Gliedern  die- 
ser Invarianten  auszudrucken.  Die  Bedingungen  sind  demgemäss 
festgestellt.  Gly.  (0.) 

C.  Taylor.     Theorem  in  conic  ciirvature.    Messeoger  (2)  11. 

142-143. 
Ableitungen   und  Folgerungen   des  Lehrsatzes:    An   einem 
Punkt  P  9ind  die  Krümmungssehne  und  die  Sehne  des  in  gleicher 
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Richtung  liegenden  KegelBobnittes  als  Focal-Sehnen  des  Kegel* 
Schnittes  parallel  zu  der  Tangente  an  P  und  zu  der  Krttminungs- 
sehne.  Hervorgehoben  wird  der  specielle  Fall  der  rechtwinkligen 
Hyperbel.  Glr.  (O.) 


Em.  Weyr.     Ueber  Kegelschnitte  und  ihre  Krümmungs- 
kreise.   CasopiB.  II.  65-69.  (Böhmisch). 

Mittelst  eines  die  Gurvenpunkte  rational  ausdrückenden  Pa- 
rameters beweist  der  Verfasser  verschiedene  bekannte  Lehrsätze, 
insbesondere  auch  den  Satz:  Durch  jeden  Punkt  des  Kegel- 
schnittes gehen  drei  Krttmmungskreise,  deren  Berührungspunkte 
mit  jenem  Punkte  auf  demselben  Kreise  liegen.  W. 

PoujADE.     Solution  de  la  question  1109.      Nouv.  Ann,  (2) 

Xn.  190-191. 
Durch  die  Spitzen  eines  Dreiecks  werden  zu  je  zweien 
3  Parabeln  gezogen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Berührungs- 
punkt haben.  Die  Durchmesser  der  Parabeln,  welche  durch 
diesen  Punkt  gehen,  treffen  die  entspreohendcB  Seiten  des  Drei- 
ecks in  je  einem  Punkte.  Verbindet  man  diese  Punkte  mit  Aea 
entgegengesetzten  Ecken  des  Dreiecks,  so  schneiden  sich  diese 
3  Verbindungslinien  in  einem  Punkte.  Pr. 


G.  Bruno.     Uu  teorema  sui  punti  comuni  a  una  parabola 
e  una  circonfereuza.     Atti  di  Torino  viii.  357*359. 

Der  Satz,  um  den  es  sich  in  dieser  kurzen  Note  handelt,  ist 
folgender:  „Wenn  ABCD  die  (reellen)  gemeinschaftlichen  Pnnkte 
einer  Parabel  und  eines  Kreises  sind  und  durch  die  Punkte 
A,  B,  C  drei  Gerade  a,  b,  c  gezogen  werden,  welche  die  Parabel 
nnter  einem  Winkel  schneiden,  gleich  dem,  den  die  Tangente  in 
D  an  die  Parabel  mit  der  Axe  derselben  macht,  so  gehen  a,  by  c 
durch  einen  Punkt.  ^  Auch  wird  die  Umkehrung  dieses  Satzes 
bewiesen.  Jg.  (0.) 
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F.  E.  EcKARDT.     üeber  die  Normalen  einer  Ellipse. 

Scblömilch  Z.  XVIII.  106-110. 
Zu  Anfang  dieser  Note  ist  gesagt,  dass  die  Construction  der 
vier  Normalen,  welche  von  einem  Punkte  auf  eine  Ellipse  gefällt 
werden  können,  im  Allgemeinen  mit  Htllfe  des  Cirkels  und  Lineals 
allein  nicht  ausgeftihrt  werden  kann.  Hiergegen  ist  zu  bemerken, 
dass  im  2*^"  Bande  pag.  484  dieses  Jahrbuchs  diese  Construction 
angegeben  ist.  Es  würde  also  nur  in  dem  Falle  durch  Cirkel 
und  Lineal  allein  nicht  durchführbar  sein,  wenn  die  Ellipse  selbst 
erst  aus  gegebenen  Elementen  z.  B.  5  Punkten  construirt  werden 
nflsste,  wohl  aber,  wenn  die  Ellipse  gezeichnet  vorliegt.  6e- 
MTisse  Punkte  in  der  Ebene  gestatten  aber  ein^  besonders  ein- 
fache Normalenconstruction,  und  zwar  sind  dies  die  Punkte  der 
beiden  Kreise 

x^  +  y'  ==  {a  +  by    und    o^'  +  y*  =  (a  -  b)\ 
wenn  die  Gleichung  der  Ellipse  so  lautet: 

a»  +  6-  "  *• 

Die  Erörterung  dieses  besonderen  Falles  bildet  den  Gegenstand 
der  vorliegenden  Arbeit.  Mz. 

G.  Bruno.  Su  d'una  relazione  fira  il  punto  in  cui  si 
incontrano  due  tangenti  ad  un*  ellisse  e  quello  in  cui 
concorrono  le  normali  a  questa  linea  nei  punti  di  con- 
tatto  alle  anzidette  tangenti.    Atti  di  Torino  VIII.  90-93. 

Die  Gurve  wird  auf  ihre  eigenen  Axen  bezogen.  Aus  den 
Goordinaten  des  2  Tangenten  gemeinsamen  Punktes  werden  dann 
die  Goordinaten  des  den  respectiven  Normalen  gemeinsamen 
Punktes  bestimmt  und  unter  anderen  folgender  Satz  bewiesen: 
,,  Werden  2  zu  einer  Ellipse  concentrisehe  Kreise,  welche  die  Summe 
und  die  Differenz  der  Axen  zu  Durchmessern  haben,  beschrieben, 
so  durchläuft  der  den  beiden  Tangenten  gemeinsame  Punkt  den 
einen,  der  den  Normalen  gemeinsame  Punkt  den  anderen  Kreis. ^ 

Jg.  (0.) 
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P.  DoüCET.     Correspondance.    Nouy.  Ann.  (2)  XII.  23-26. 

Durch  zwei  auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegende  feste  Punkte 
A  und  B  werden  verschiedene  Kreise  beschrieben.  Der  Ort  der 
Punkte,  in  welchen  die  an  die  Ellipse  und  an  jeden  dieser  Kreise 
gezogenen  gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  schneiden,  ist  eine 
der  gegebenen  Ellipse  homofocale  Hyperbel.    Analytische  Lösung. 

Pr. 

Gambey.     Solution  de  la  question  1067.     Nouv.   Ann.  (2) 

XII.  475-4:77. 
Unter  allen  Ellipsen,  welche  durch  4  Punkte  Ay  A!^  B  und  B 
gehn,  hat  diejeliige  den  kleinsten  Flächeninhalt,  deren  Gleichung^: 

lautet,  wobei  die  Linien  AA^  und  BB*  sich  in  0  schneiden  und 
OA  =  A,  OA'  =  k\  OB  =  (ji  und  OB*  =  /w.'  gesetzt  ist.        Pr. 

A.  Pellissier.     Solution  de  la  question  1090. 

Nouv.  Ann.  (2)  XII.  38-41. 
Das  Dreieck,  welches  den  Mittelpunkt  einer  Ellipse  zur 
Spitze  und  die  Sehne  des  Krümmungskreises  in  einem  Punkte 
der  Ellipse  zur  Basis  hat,  ist  gleich  dem  Dreieck,  welches  die- 
selbe Spitze  und  zur  Basis  diejenige  Sehne  der  Ellipse  hat, 
welche  senkrecht  auf  der  grossen  Axe  durch  einen  Punkt  gebogen 
ist,  dessen  Parameter  doppelt  so  gross,  wie  der  des  Berührungs- 
punktes ist.  Wenn  a  den  Parameter  des  letztgenannten  Punktes 
bedeutet,  so  ist  der  Inhalt  eines  jeden  der  Dreiecke  =^  absin  4«. 

Für  «  =  -^  erreicht  die  Fläche  ihr  Maximum.  „ 

H.  Lez.     Solution  des  questions  1095  et  1096* 

Nouv.  Ann.  (2)  XII.  44-47. 

Die  kleinste  aller  zwischen  den  verlängerten  Axen  einer 
Ellipse  an  diese  gezogenen  Tangenten  ist  gleich  der  halben 
Summe  der  Axen. 

Die  grösste  Entfernung  zwischen  dem  Berührungspunkte 
einer  Tangente  an  die  Ellipse  und  dem  Fusspunkte  des  Lotbes, 
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welches  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  auf  die  Tangente  ge- 
Allt  wird,  ist  gleich  der  halben  Differenz  der  Axen.        Pr. 

Gambey.    Solution  de  la  question  1100.    Nouv.  Ann.  (2)  xii. 

139-142. 

Diejenige  unter  den  in  ein  gegebenes  Dreieck  eingeschrie- 
benen Ellipsen,  deren  Flächeninhalt  der  grösste  ist,  ist  einem 
Kreise  gleich,  welcher  in  ein  dem  gegebenen  Dreieck  gleiches 
gleichseitiges  Dreieck  eingeschrieben  ist. 

Wenn  man  vom  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  Gerade  nach  den 
Mittelpunkten  derjenigen  Kreise  zieht,  welche  den  auf  irgend 
einer  Seite  des  Dreiecks  errichteten  beiden  gleichseitigen  Drei- 
ecken eingeschrieben  sind,  so  sind  diese  Geraden  gleich  der 
halben  Summe  und  der  halben  Differenz  der  Axen  der  Ellipse, 
und  haben  eine  den  Halbirungslinien  der  Winkel,  welche  durch 
diese  Geraden  gebildet  sind,  gleiche  Richtung.  Pr. 

Moret-Blanc.    Solution  dö  la  question  1100.    Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  142-143. 
Geometrische  Lösung  der  vorigen  Sätze.  Pr. 

Moret-Blanc.     Solution  des  questions  970  et  1028. 

Nouv.  Ann.  {2)  XU,  577-579. 
Bestimmung    des   Ortes    der   Spitzen    derjenigen   Dreiecke, 
welche  um  eine  gegebene  Ellipse  so  beschrieben  werden,  dass 
die  Höhen  der  Dreiecke  durch  die  Berührungspunkte  der  gegen- 
überliegenden Seiten  gehen.  Pr. 

E.  Caporali.    Soluzione  di  una  quistione.    Battagiiai  G.  xi. 

191-196. 
Denkt  man  sich  in  einer  Ebene  n  Gerade  gegeben   durch 
Gleichungen  von  der  Form 

X  cos  ö-f-y  sin  ö  —  p  =  0, 
die  mit  a  =  0,  /?  =  0  etc.  bezeichnet  werden  mögen.    Stellt  man 
sich  dann  ferner  vor,  dass  a^  ß,  y  -•»  die  Entfernung  eines  Punktes 
xy  von  den  Geraden  darstelle,  so  stellt  die  Gleichung 
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den  geometriscben  Ort  der  Punkte  dar,  deren  Entfernungen  von 
den  Geraden,  quadrirt,  eine  constante  Summe  ergeben.  Der 
Verfasser  zeigt  nun,  dass  dies  eoncentrische  ähnliche  Ellipsen 
sind  (für  verschiedene  k),  und  dehnt  die  Aufgabe  auch  auf  den 
Kaum  aus.  0. 

S.  Günther.      Mathematische    Betrachtungen   über  eine 

Stelle   bei    Plinius.       Grunert  Arch.  LV.  147.163. 

Diese  Betrachtungen  beziehen  sich  auf  eine  Stelle  im  36*" 
Buche  der  „historia  naturalis",  wo  von  dem  prächtigen  Theater 
des  Scaurus  und  von  den  Bemühungen  des  Curio  die  Rede  ist, 
seinen  reicheren  Vorgänger  auf  irgend  eine  Weise  zu  überbieten. 
Es  heisst  daselbst,  Curio  habe  nahe  bei  einander  zwei  grosse 
Theater  von  Holz  gebaut,  welche  im  Gleichgewicht  auf  der  dreh- 
baren Axe  beweglich  schwebten,  so  dass  sie  Vormittags  zu  Schau- 
spielen von  einander  abgewendet  waren,  damit  die  beiden  Bühnen 
sich  nicht  gegenseitig  stören  möchten,  dann  aber  plötzlich  ein- 
ander gegenüber  standen,  indem  man  sie  herumdrehte.  So  habe 
er  aus  beiden  dann  ein  Amphitheater  gemacht,  in  welchem  er 
Fechterspiele  gab. 

Die  Frage,  die  im  gegenwärtigen  Aufsatze  behandelt  wird, 
ist  nun  die,  wo  die  Drehpunkte  liegen  müssen  und  wie  man  sich 
die  Drehung  zu  denken  hat.  Mz. 


D.    Andere  specielle  üurven. 
Peaucellier.     Note  sur   une  question  de  g^om^trie  de 

COmpas.     Nouv.  Aun.  (2)  XII.  71-79. 

Bestimmt  man  auf  einer  Diagonale  AB  eines  Rhombus  ADBE 
einen  beliebigen  Punkt  C,  und  verbindet  diesen  mit  den  beiden 
anderen  Ecken  D  und  £,  so  ist  das  Product  ACCB^  AD^—Cff, 
also  nur  abhängig  von  der  Seite  AD  des  Rhombus,  und  der 
Strecke  CD.    Bilden  nun  die  Seiten  der  Figur  EADBECD  ein 
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m 

System  von  sechs  in  ihren  Ecken  gegliederten  Stäben  (vom  Herrn 
Verfasser  compas  composä  genannt)^  so  beschreiben  daher,  wenn 
C  festgehalten  wird,  A  und  B  reeiproke  Gurven.  Wird  also  B 
durch  einen  Stab  mit  einem  zweiten  festen  Punkt  C  verbunden, 
so  dass -fiC  =  C'C,  und  durchläuft  demnach  B  einen  durch  C 
gehenden  Kreis,  so  beschreibt  A  eine  Gerade  und  jeder  andere 
Punkt  von  AB  eine  Ellipse.  Es  wird  noch  eine  hierauf  begrün- 
dete Combination  angegeben,  welche  gestatten  würde  die  Kreis- 
Conchoide  und  also  auch  ihre  reeiproke  Curve,  das  ist,  jeden 
beliebigen  Kegelschnitt  zu  construiren,  welcher  jedoch  kaum  noch 
einfach  genannt  werden  kann;  zuletzt  noch  eine  für  die  Cissoide. 

Schz. 

H.  Lez.     Solution  de  la  question  986.    Nouv.  Ann.  (2;  xii. 

446-449. 
Wenn  auf  der  Cassini'schen  Linie,  deren  Brennpunkte  f  und 
g  heissen,  zwei  Punkte  a  und  b  gegeben  sind  und  man  durch 
o  und  ß  die  Punkte,  in  denen  die  Normalen  in  a  und  b  die 
Brennpunktsaxe  der  Curve  schneiden,  und  durch  t  den  Punkt, 
in  welchem  diese  Axe  von  dem  auf  der  Mitte  der  Sehne  ab  er- 
richteten Loth  geschnitten  wird,  bezeichnet,  so  ist: 

_1 1_^_1 1_ 

iß         itt  ig  if  *  Pr. 

F.  G.  ÄFroLTER.     Zur  Theorie  der  Conchoide. 

Örunert  Arch.  LV.  175-189. 
Der  Verfasser  unternimmt  in  diesem  Aufsatze  eine  Elementar- 
theorie der  Conchoide  zu  begründen  und  darzulegen.  Betrach- 
tungen aus  der  Bewegungslehre  flihren  zu  der  Definition:  Bewegt 
sich  in  einer  Ebene  ein  Dreieck  so,  dass  es  während  seiner  Be- 
wegung sich  ähnlich  bleibt,  und  seine  Seiten  sich  beziehungs- 
weise um  drei  feste  der  Lage  nach  gegebene  Punkte  drehen, 
und  bewegt  sich  mit  diesem  Dreieck  ein  Kreis  mit,  der  in  allen 
Lagen  der  Bewegung  des  Dreiecks  zu  diesem  ähnliche  Lage  und 
Grössen  beibehält,  so  wird  die  Oesammtheit  der  Lagen  des 
Kreises  von  einef  Curve,  der  Conchoide  mit  irregulärer  Basis, 
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eingehüllt.  Am  Schlüsse  der  Arbeit  findet  sich  noch  die  Behand- 
lung einfacher  Aufgaben,  welche  das  Schneiden  und  Berühren 
einer  Geraden  oder  eines  Kreises  mit  der  Conchoide  betreffen. 

Mz. 

K.  ZahradnIk.     lieber  Cissoidalcurven.    CasopU  TL  183-185. 

(Böhmisch). 
Nimmt  man  statt  des  Kreises  und  der  Tangente  bei  der 
Erzeugung  einer  Cissoide  einen  beliebigen  Kegelschnitt  und  eine 
Secante  desselben,  so  kann  man  auf  diese  Weise  eine  jede  Curve 
dritter  Ordnung  und  vierter  Classe  erzeugen.  Da  die  Art  ihrer 
Erzeugung  vollständig  analog  ist  jener  der  Cissoide,  nennt  der 
Verfasser  dieselben  Cissoidalcurven.  Die  Durchführung  der  be- 
treflFenden  Betrachtungen  geschieht  mittelst  eines  eindeutigen  Pa- 
rameters. W. 

K.  ZAHRADNfK.    Thcorie  der  Cissoide  auf  Grundlage  eines 
rationalen  Parameters.     Prag.  Ber.  1873. 

K.  ZAHRADNfK.    Zur  TheoFie  der  Curven  dritter  Ordnung 

und    Classe.       Prag.  Ber.  1873. 

K.   ZAHRADNfK.     Zur  Thcorie  der    Cui-ven   dritter  Ord- 
nung und  vierter  Classe.    Prag.  Ber.  1873. 

Es  werden  die  Gleichungen  der  genannten  Curven  dritter 
Ordnung  in  die  Form  gebracht,  dass  die  Coordinaten  xy  eines 
Punktes  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  u  auftreten, 
und  auf  dieser  Grundlage  vrerden  die  Eigenschaften  der  Gurren 
untersucht;  ein  grosser  Theil  der  besprochenen  Eigenschaften 
sind  indessen  die  allgemeinen  Eigenschaften  aller  Curven  dritter 
Ordnung  und  insofern  hat  ihre  specielle  Herleitung  kein  hervor- 
ragendes Interesse,  andere  Eigenschaften,  die  in  der  That  spc- 
ciellerer  Natur  sind,  finden  sich  ebenfalls  entwickelt,  doch  ent- 
halten die  Arbeiten  auch  hierin  nichts  wesentlich  Neues.  Immer- 
hin können  sie  aber  Anfängern  zur  Uebung  in  gewissen  Methoden 
der  analytischen  Geometrie  dienen.  A. 
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H.  Schröter,   üeber  Curven  dritter  Ordnung,  (Fortsetzung). 

Clebsch  Ann.  VI.  85-111. 
Siehe  Abschnitt  YIII,  Cap.  5,  A,  p.  311. 

A.  DE  Saint-Germain.     Sur  les  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisi^me  degrd.    Nouv.  Ann.  (2)  Xli.  356-357. 

Es  wird  der  Nachweis  geführt,  dass  von  den  neun  Wende- 
punkten einer  Curve  dritten  Grades  höchstens  drei  reell  sind. 
Die  Gleichung  der  Gurre  wird  zu  diesem  Zweck  in  die  Form 

gebracht,  wo  a  =  0,  /?  =  0,  y  =  0  die  Tangenten  in  den  drei 
Wendepunkten  sind,  während  p  =  0  die  Gerade  ist,  auf  welcher 
diese  drei  Wendepunkte  liegen.  Die  Rechnung  bietet  nichts  6e* 
merkenswerthes.  Es  fehlt  der  Nachweis,  dass  im  Allgemeinen 
stets  drei  Wc^ndepunkte  reell  sind,  der  ebenfalls  leicht  geführt 
werden  kann.  A. 

W.  Frahm.     üeber  die  Erzeugung  der  Curven  3**'  Classe 
und  4*"  Ordnung.      Scblömilch  Z.  XVIII.  368-387. 

Eine  umfassende,  von  modernem  Standpunkte  aus  geschrie- 
bene, analytische  Untersuchung  über  die  in  der  Ueberschrift  ge- 
nannten Curven,  welche  die  von  Steiner,  Cremona,  Siebeck  u.  A. 
gefundenen  Eigenschaften  recapitulirt  und  im  Einzelnen  wohl 
manchen  neuen  Satz  ableitet.  Kln. 

Moret-Blanc.     Solution  de  la  question  1006.   Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  461-454. 
Wenn  eine  Ellipse  auf  einer  geraden  Linie  rollt,  so  beschreibt 
der  Mittelpunkt  der  Ellipse  eine  Curve,  deren  Flächeninhalt  das 
arithmetische  Mittel  der  Flächeninhalte  zweier  Kreise  ist,  welche 
über  die  Axen  als  Durchmesser  beschrieben  sind.  Fr. 

L.  Desmons,  Moret-Blanc.   Solution  des  questions  1081, 

1088   et    1089.     Nouv.  Ann.  ^2)  XII.  29-38. 
Die  Enveloppe  der   einer  Ellipse  und   ihrem  Erümmungs- 
kreise  gemeinschaftlichen  Sehne  wird  durch  die  Gleichung: 

F.  rt^-hr.  d.  Math.  V.  2.  24 
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(T-i)'  +  (T  +  i)'  =  ^ 


ausgedrückt.    Der  Fläeheniahalt  derselben  ist  ==  ^abn.     Hieran 
schliessen  sich  einige  weitere  Ausführungen  über  dieselbe  Curve. 

Pr. 

Gambky.    Solution  de  la  question  1052.    Nouv.  Ann.  (2)  xn. 

185-186. 
Die  orthogonale  Trajectorie  eines  Systems  gleicher  Parabeln, 
die  in  ihrem  Scheitel  eine  gerade  Linie  berühren,  hat  die  Gleichung: 

wobei  c  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  Pr. 

H.  Lez.     Solution  de  la  question  995.    Nouv.  Ann.  (2)  XIL 

455-459. 

Gegeben   ein   Dreieck  ABC  und   eine  Ellipse,   welche  die 

'  Funkte  B  und  C  zu  ihren  Brennpunkten  hat;  es  werden  dem 

Dreieck  ABC  Ellipsen  eingeschrieben,   deren   einer  Brennpunkt 

auf  der  gegebeneu  Ellipse  liegt;  dann  wird  der  Ort  der  zweiten 

Brennpunkte  durch   eine  Gleichung  vierten  Grades  ausgedrückt 

Pr. 

Em.  Weyr.     lieber  rationale  ebene  Curven  vierter  Ord- 
nung, deren  Doppelpunktstangenten  Inflexionstangenten 

sind.      Wien.  Ber.  LXVII.  28G  291. 

Kationale  ebene  Curven  vierter  Ordnung  sind  solche,  welche 
drei  Doppelpunkte  besitzen.  Bezieht  man  eine  solche  Curve  auf 
das  Fundamentaldreieck,  welches  durch  die  Doppelpunkte  gebil- 
det wird,  und  stellt  die  Bedingung,  dass  die  Tangenten  in  den 
Doppelpunkten  Inflexionstangenten  sind,  so  nimmt  die  Gleiehung 
der  Curve  eine  Form  an,  aus  der  sich  einige  Relationen  allge- 
meiner Natur  ablesen  lassen.  Zu  der  betrachteten  Gurvengattnng 
gehört  auch  die  Lemniscate.  Sie  hat  ausser  einem  reellen  Dop- 
pelpunkt noch  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene  zu  Doppel- 
punkten.   Durch  Anwendung  jener  Relationen  auf  diese  Curven- 
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form  gewinnt  der  Verrasser  den  Satz:  ^Die  sechs  Bertthrungs- 
punkte  der  mit  irgend  einer  Geraden  parallelen  Lemniscaten- 
tangenten  (yon  denen  wenigstens  zwei  reell  und  wenigstens  zwei 
imaginfir  sind)  liegen  dreimal  zu  zweien  in  drei  durch  den 
Doppelpunkt  o  gehenden  (immer  reellen)  Geraden,  welche  mit 
einander  Winkel  von  60^  bilden^.  Sehn. 

A.  Pellissier.     Solution  de  la  question  1029. 

Noav.  Ann.  (2)  XII.  459-461. 

Wenn  die  Endpunkte  A  und  B  einer  bestimmten  Strecke  AB 
sich  auf  den  Schenkeln  eines  festen  rechten  Winkels  AOB  be-. 
wegen,  so  wird  die  Enveloppe  des  Perpendikels  BM  JL  AB  durch 
die  Gleichung: 

ausgedrückt,  wobei  l  die  Länge  der  geraden  Linie  AB  bedeutet. 

Pr. 

KoEHLER.     Solution  des  questions  1084  et  1086. 

Nouv.  Ann.  (2)  XIL  186-189. 

1.  Es  giebt  12  in  ein  bestimmtes  Vierseit  eingeschriebene 
Kegelschnitte,  welche  eine  gegebene  Curve  3'^^  Ordnung  bertlhren. 
Die  12  Berührungspunkte,  die  9  Rückkehrpunkte  der  gegebenen 
Curve  und  die  Spitzen  des  umschriebenen  Vierseits  liegen  auf 
einer  und  derselben  Curve  5*^"  Ordnung. 

2.  Wenn  man  durch  den  gemeinschaftlichen  Brennpunkt 
zweier  Kegelschnitte  irgend  eine  Gerade  zieht  und  in  den  Punk- 
ten, wo  diese  die  beiden  Kegelschnitte  schneidet,  Tangenten  legt, 
so  bilden  diese  4  Tangenten  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  die 
den  beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Sehnen  sind. 

Die  Gerade,  welche  die  nicht  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkte der  beiden  Kegelschnitte  verbindet,  hat  dieselbe  Eigen- 
thttmlichkeit.  •  Pr. 

J.  WoLSTENHOLMK.     On  thc  locus  of  thc  point  of  con- 
course  of  perpendicular  tangents  to  a  cardioid. 
Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  327-330. 

24* 
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Der  vollstäDdige  geometrische  Ort  ist  ein  Kreis  und  eine 
Sefaneekenlinie.  Die  Arbeit  enthält  einen  allgemeineren  Satz  fhr 
den  geometrischen  Ort  des  Schnittpunktes  von  Tangenten  an 
eine  Epicyoloide,  die  sich  unter  einem  gegebenen  Winkel 
schneiden.  Gly.  (0.) 

Al.  Strnad.     Ueber  Normalen  einer  gewissen   Curven- 

gattung.    Casopifl.  II.  239-242.  (Böhmisch). 

Der  Verfasser  behandelt  die  Normalenconstructionen  bei 
Curven,  welche  mittelst  einer  constanten  Länge  oder  eines  con- 
stanten  Winkels  erzeugt  werden,  nnd  stützt  sich  hiebei  auf  die 
Arbeiten  von  Hermite  (Cours  d' Analyse  l*^""  partie)  und  Sciüö- 
milch  (Zeitschrift  etc.  1871).  W. 

C.  JüKL.      Om   Fodpunktkui-ver.     Zeuthen  Tidsskr.  (3)  III.  177. 

Diese  Abhandlung  enthält  Sätze  über  die  Construction  der 
Tangente  der  Fusspunktencurve,  Sätze  über  die  Bestimmung  der 
Ordnung,  der  Klasse  und  der  singulären  Punkte,  Sätze  über  Bezie- 
hungen zwischen  zwei  Fusspunktencurven,  welche  demselben  Pol, 
aber  verschiedenen  Grundcurven  entsprechen,  und  endlich  eioe 
Reihe  von  Sätzen  über  Orte  bei  Fusspunktencurven.        Hn. 

R.    W.   GbNBSE.      Geometrical  notes.      Messenger  (2   Tl.  176. 

Beweis  1)  dass  der  geometrische  Ort  der  Fusspunkte  der 
Senkrechten  vom  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  auf  die  Tan- 
genten ein  Kreis  ist;  2)  dass  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
punkte senkrechter  Tangenten  ein  Kreis  ist.  61r.  (0.) 

M.  L.  P.    Note  sur  un  pröblfeme  de  g^om^trie  analytiqoe. 

Nouv.  Ann.  (2)  XIL  401^8. 
Der  Verfasser  behandelt  die  Aufgabe:    Den  geometrischen 
Ort  der  Spitzen  aller  Dreiecke  von  constanteni  Umfang  zu  finden, 
die  von  zwei  Tangenten  einer  Ellipse  und  der  BerQhrungssehne 
gebildet  werden.    Ist  die  Gleichung  der  Ellipse 
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igt  ferner  der  constante   Umfang  2py  und  bezeichnet  man  der 
Ettrze  halber 

£l  +  llmitß,     |l  +  |lniit£;,    £l  +  |;_lmitir, 

80  wird  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes: 

=  4a'b'p'HE  lB(x'  +  y'  -  a'  —  6')  —  2p'D]\ 

Hieran  schliessen  sich  dann  noeh  einige  Bemerkungen  Aber  die 
Lage  von  Punkten  des  Ortes.  Mz. 

S.  Günther,     üeber  einige  Probleme  der  höheren  Geo- 
metrie.     Grunert  Arch.  LV.  163-175. 

Die  Aufgabe )  deren  Discussion  der  Gegenstand  dieses  Auf- 
satzes ist,  hat  ihren  Ursprung  in  der  Theorie  der  astronomischen 
Instrumente.  Wenn  nämlich  der  Zapfen  eines  Instrumentes  von 
der  kreisförmigen  Gestalt  abweicht,  so  entstehen  durch  diese 
Ellipticität  des  Zapfens  Fehler  beim  Ablesen  der  Kreise,  welche 
einer  genauen  Gorrection  bedürfen.  Es  ist  vor  Allem  nöthig  zu 
wissen,  wie  sich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  dieser  Ellipse 
bei  einer  Drehung  derselben  in  den  Lagern  ändern.  Und  dies 
kommt  schliesslich  darauf  hinaus,  den  geometrischen  Ort  des 
Mittelpunktes  einer  Ellipse  zu  finden,  welche  stets  die  Schenkel 
eines  rechten  Winkels  berührt.  Weiterhin  findet  sich  eine  Aus- 
dehnung des  Problems  auf  den  Kaum,  und  Bemerkungen  über 
eine  n-faeh  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Mz. 

G.  Darboüx.     Sur   uue  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  suifaces  algäbriques  et  sur  la  theorie  des  ima- 

ginaires.      M^m.  de  Bordeau  VIII.  291-360.  IX.  1-280. 
Siehe  Abschnitt  DC,  Gap.  3  C. 

A.  Pellissier.     Solution  de  la  question  1022. 

Nonv.  Ann.  (2)  XII.  461-464. 

Aufgabe,  eine  Spirale  betreffend.  Pr. 
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E.  EcKARDT,     üeber  die  Epicycloide  und  Hypocycloide. 

Schlömilch  Z.  XVIII.  319-323. 
Der  Verfasser  bezieht  sich  auf  eine  frühere  Arbeit  (Schlö- 
milch Z.  XV,  129,  s.  F.  d.  M.  II,  520),  in  der  er  nachgewiesen, 
dass,  wenn  zwei  Punkte  auf  einem  und  demselben  Kreise 
sich  gleichförmig  y  aber  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort- 
bewegen, und  wenn  die  gleichzeitigen  Lagen  beider  Punkte 
durch  gerade  Linien  verbunden  werden,  diese  Linien  eine  gemeine 
Epicycloide  oder  Hypocycloide  umhüllen,  je  nachdem  die  Bewe- 
gungsrichtung beider  Punkte  eine  gleiche  oder  entgegengesetzte 
ist.  Es  wird  nun  der  allgemeinere  Fall  untersucht,  in  welchem 
sich  die  beiden  Punkte  auf  zwei  concentrischen  Kreisen  mit  ver- 
schiedenen Winkelgeschwindigkeiten  bewegen.  Mz. 


Capitel  3. 
Analytische  Geometrie  des  Raumes. 
A.    Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 

E.  LiPSCHiTZ.     Sätze  aus  dem  Grenzgebiet  der  Mechanik 
und  der  Geometrie.    Clebach  Ann.  VI.  416-436. 

Siehe  Abschn.  X,  Cap.  1. 
A.  Enneper.     Bemerkungen  zur  allgemeinen  Theorie  der 

Flächen.     Gott  Nachr.  1873.  785-801 

Die  Normale  einer  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkt,  die 
Tangente  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Gurve  und  eine 
dritte  Gerade,  welche  auf  beiden  senkrecht  steht,  bilden 'in  jedem 
solchen  Punkte  ein  variables  Goordinatensystem,  welches  in  enger 
Beziehung  zu  den  Krümmungen  von  Fläche  und  Gurve  steht 
Hierauf  bezügliche  Formeln  werden  angegeben.  Mat. 

A.  Enneper.  Bemerkungen  über  die  orthogonalen  Flächen. 

Zweite  Note.      Gott.  Nachr.  1873.  423-437. 
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Im  Ansoblüss  an  eine  frühere  Note  (vergl.  F.  d.  M.  Bd.  IV. 
p..363)  wiederholt  der  Herr  Verfasser  die  Aufstellung  der  Be- 
diogungsgleiohung  dafUr,  dass  eine  Flälche  einem  orthogonalen 
System  angehören  kann,  mit  etwas  veränderter  Rechnung,  wo- 
durch  es  möglich  wird,  eine  gewisse  Elimination,  welche  die 
Eodgteichung  liefert,  wirklich  auszuführen,  während  dies  bei  dem 
früher  eingeschlagenen  Wege  verwickelter  war.  A« 

ß.  Hoppe.      Zum   Problem    des    dreifach   orthogonalen 

Flächensystems.      Grunort  Arch.  LV.  362-391. 

Jede  beliebige  Fläche  mit  der  Schaar  der  ihr  parallelen  Flä- 
chen zusammen  bildet  eine  Flächenschaar,  die  einem  dreifachen 
Orthogonalsystem  angehört,  dessen  beide  anderen  Schaiuren  durch 
die  gemeinschaftlichen  abwickelbaren  Normalflächen  jener  Schaar 
gebildet  werden.  Man  kann  nun  versuchen  durch  Variation  der 
Parameter  zu  dem  allgemeinsten  Orthogonalsystem  überzugehen, 
dem  die  gegebene  Fläche  angehört.  Indem  der  Verfasser  im 
Wesentlichen  von  diesem  Gedanken  ausgeht,  wird  er  indessen 
noch  zu  der  folgenden  Modification  des  Problems  geführt,  die 
mit  seinen  allgemeinen  Methoden  der  analytischen  Geometrie  im 
Zusammenbange  stehn.  Legt  man  nämlich  durch  den  beliebigen 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  Parallele  zu  den  Generatrices 
einer  abwickelbaren  Normalfläche,  so  schneiden  diese  auf  einer 
Kugel,  welche  um  den  Anfangspunkt  beschrieben  ist,  eine  Curve 
ans,  und  den  beiden  Schaaren  abwickelbarer  Normalflächen  ent- 
sprechen hierdurch  zwei  Schaaren  orthogonaler  sphärischer  Curven, 
welche  fbr  die  betrachtete  Fläche  in  gewissem  Sinne  characte- 
ristisch  sind.  Dieses  sphärische  Orthogonalsystem  kann  nun  stereo- 
graphisch in  die  Ebene  abgebildet  werden,  und  so  kann  also 
auch  ein  ebenes  System  zweier  orthogonaler  Gm*venschaaren  als 
charaoteristisch  für  die  bestimmte  Fläche  angesehen  werden. 
Diese  ebenen  orthogonalen  Curvensysteme  wählt  nun  der  Ver- 
fasser als  Ausgangspunkt,  und  es  zerlegt  sich  ihm  dadurch  das 
Problem  in  folgende: 

1.  Ein  beliebiges  ebenes  oder  sphärisches  System  orthogo- 
naler Curven  aufzusteUen. 
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2.  Die  allgemeinste  Fläche  zu  suchen,  die  diesem  ebenen 
System  in  dem  oben  definirten  Sinne  entspricht. 

3.  Die  allgemeinste  Variation  der  Parameter  dieser  Fl&ehe 
zo  bestimmen,  durch  die  man  eine  Schaar  eines  dreifachen  Or- 
thogonalsystems erhält,  dem  diese  Fläche  angeh($rt. 

Das  erste  dieser  Probleme  wird  als  erledigt  betrachtet,  und 
nur  unter  dieser  Voraussetzung  das  zweite  zunächst  allgemein 
gelöst,  und  dann  ftir  ein  specielles  Beispiel,  nämlich  unter  der 
Voraussetzung,  dass  das  gegebene  ebene  oder  sphärische  System 
aus  zwei  conjugirten  Kreisschaaren  besteht.  Darauf  wird  das 
dritte  Problem  an  diesem  speciellen  Beispiele  allein  durchgeführt 

Die  Resultate  können  ohne  einen  umfassenden  Formelapparat 
und  längere  Auseinandersetzungen  nicht  reproducirt  werden. 

Weitere  Beispiele  sind  ferneren  Publicationen  vorbehalten. 

A. 

G.  Darboüx,     Sur  T^quation   du   troisi&me  ordre   dont 
dopend  le  problfeme  des  surfaces  orthogonales, 

0.  R.  LXXVI.  41-45.  83-86.  160-163. 
Siehe  Abschnitt  VI,  Capitel  6,  p.  213. 

L.  ScHLÄFLi.  Ueber  die  allgemeinste  Flächenschaar  zweiten 
Grades,  die  mit  irgend  zwei  anderen  Flächenschaaren 
ein  orthogonales  System  bildet.   Borohardt  J.  Lxxvi.  126-149. 
Siehe  Abschn.  IX,  Cap.  3,  C. 

A,  Oaylby.     Two  Smith's  prize  dissertations. 

MesseDger.  (2)  II.  161-166. 

Kurze  Aufsätze  1)  über  die  Aehnlichkeitsbedingungen  zweier 
dynamischer  Systeme,  und  2)  über  Orthogonalflächen. 

Glr.  (0.) 

A.  Cayley.     On  curvature  and  orthogonal  surfaces. 

Phil.  TraoB.  CLXIII.  229-251. 
Der  Hauptgegenstand  ist  die  Aufttellung  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, der  durch  den  Parameter  einer  Oberflächeniamilie 
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eines  dreifachen  Orthogonalsystems  genügt  wird.  Der  ursprttng- 
liehe  Ausdrack  des  Verfassers,  den  er  der  Pariser  Aeademie  mit- 
theilte, war  von  sehr  complieirter  Form,  welche,  wie  er  später 
selbst  fand,  von  einem  fremden  Factor  X^+Y*-\'Z^  herstammte. 
Durch  schwierige  Reduetionen  gelang  es  ihm,  diesen  Factor 
za  entfernen  und  die  Gleichung  in  ihrer  reducirten  Form  zu 
erhalten.  Doch  war  die  Methode  unbequem,  was  ihn  veran* 
lasste,  die  ganze  Frage  von  Neuem  zu  behandeln.  Die  schliess- 
liehe  Methode,  obgleich  sie  lange  analytische  Transformationen 
nötbig  macht,  ist  in  der  Theorie  sehr  einfach.  Er  betrachtet  eine 
gegebene  Oberfläche,  und  an  jedem  Punkt  derselben  nimmt  er  längs 
der  Normalen  eine  unendlich  kleine  Länge  q;  (keine  constante, 
wohl  aber  eine  willkürliche  Function  der  Coordinaten).  Die  End- 
punkte dieser  Entfernungen  bilden  eine  neue  Oberfläche,  die 
„benachbarte"  Fläche  genannt.  Die  Punkte  auf  derselben  Nor- 
malen werden  als  correspondirende  Punkte  betrachtet;  dies  nennt 
der  Verfasser  die  conormale  Gorrespondenz  von  benachbarten 
Flächen.  Damit  zwei  Oberflächen  zu  einem  Orthogonalsystem  ge- 
hören, ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  an  jedem  Punkt 
der  gegebenen  Oberfläche  die  Haupttangenten  (Tangenten  der 
Krümmungscurven)  mit  den  Haupttangenten  des  correspondiren- 
den  Punktes  der  benachbarten  Flächen  correspondiren.  Bedingung 
daftlr  ist,   dass  q  einer  gewissen  partiellen  Difierentialgleichung 

((^),  (Ä),  (C),  (F),  (G),  (ff)f(rfx,  dy,  d^yg  =  0 

genügt,  wo  die  Goefficienten  (^4)  etc.  gegebene  Functionen  des 
ersten  und  des  zweiten  Differential-Goeflicienten  von  U  sind,  wenn 
ü=0  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  ist.  Angenommen, 
die  gegebene  Oberfläche  gehöre  zu  einer  Familie,  oder  ihre  Glei- 
chung wäre  von  der  Form  r  =  r(xy  y, »),  wo  das  letzte  r  ein 
Functionszeichen  sei,  so  ist  die  Bedingung,  dass  die  benachbarte 
Fläche  zu  derselben  Familie  gehöre,   oder  dass  ihre  Gleichung 

r+3r^r(x,y,z)  =  0  sei,  ß  =  y ,  wenn  K=i/r+  r  +  Z% 

wo  Xy  Y^Z  die  ersten  Differentialcoefficienten  von  r(a7,  y, «)  sind, 
d.  h,  also  von  r,  als  Function  der  Coordinaten.    Wir  haben  also 

die  Gleichung: 
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((^),  (Ä),  (O,  (F),  (G),  [üßdx,  dy,  dCj^  =  0. 

Die  Coefficienten  (A)  etc.  sind  gegebene  Funetionen  der  eraten  and 
zweiten  Diflferentialooefficienten  von  r  und,  da  F  =  ]^X'+  P+Z', 
so  ist  dies  eine  Relation,  welche  die  zweiten  und  dritten  Diffe- 
rentialcoefficienten  von  r  einschliesst,  oder  es  isl  eine  partielle 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  der  durch  den  Parameter 
r  (als  Function  der  Coordinaten  x,  y,  s  betrachtet,)  genügt  wird. 
Obgleich  die  Form  keine  ttble  ist,  so  lässt  sie  doch  weitere  Be- 
ductionen  zu,  von  denen  eine  ist: 

({A\  (ß),  (C),  (F),  (G),  (H))(da,  Sb,  Sc,  2if,  2Sg,  2Sh) 

-  2  ((/l),  (B),  (C),  (F),  (G),  (ff))(a,  6,  c,  2^  2g,  2fr)  =  0. 

X,  F,  Z  sind  wie  vorher  die  ersten  Differentialcoefficienten 
von  r;  a,  6,  c,  /*,  g,  h  sind  die  zweiten  Differentialcoefficienten; 
a  ist  =  bc--  r  etc.,  J  ist  =  JCd,+  Fdy  +  Zrf,,  etc.,  (4)  etc.  sind, 
wie  schon  erwähnt,  gegebene  Functionen  von  X,  T,  Z,  a,  b,  c,f,g,k 

Cly.  (0.) 

H.  W.  Watson.     Curvature  of  ourves  and  surfaces. 

Quart.  J.  XII.  318-322. 
Die  Hauptformel  für  die  Krümmung  von  Gurven  und  Flächen, 
soll  aus  wenigen  allgemeinen  und  bekannten  Sätzen  der  Bewe- 
gungsgeometrie eines  festen  Körpers,  speciell  aus  der  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Winkelgeschwindigkeiten,  abgeleitet 
werden.  Cly.  (0*) 

J.  Franz.      Ueber  Krümmungsradien  und  KrtlramuDgs- 
curven  einer  in  homogenen  Ebenencoordinaten  gege- 
benen  Fläche.      Grnnert  Arch.  LV.  105-112. 
Denkt   man  eine  Fläche  in    homogenen  Ebenencoordinaten 
ausgedrtickt,  so  kann  die  vierte  Variable  s  als  Function  der  drei 
andern  u,  e,  to  angesehen  werden;  wird  die  Differentiation  nach 
diesen  durch  die  Indices  1,  2,  3  angedeutet,  so  ergiebt  sieb  für 
die  Hauptkrtimmungsradien  r^  und  r,: 
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r,  resp.  r, 


= -f"  [*»'+*"  + *"~^*^*'«+ V+*»^'~^^''"+ ^«  +  ^33)} 


Iq  dieser  Formel  bedeutet  0  ^  j/m' +«''  +  «?' 5 


A  = 

*3i   *32  *as 

Für  Minimalflächen  wird 


=  0  und  (Ttt  = 


dA 


dsi 


kk 


«11  +«23  +*33  =  0  d.  h.  ^  +  -^  +  ^  =  0; 


=  0, 


d's       d's       d's 
du'  +  öv'  +  dw' 
das  ist  der  Form  nach  die  Gleichung,  welcher  das  Potential  fUr 
einen  äusseren  Punkt  genttgt.    Bedeutet: 
9  (dtt,  di>^  dto)  ^  #j j  rft**  +  Ä,,  du'  4"  *33  ^^^  -f  2*23  «?f?  der 

+  2ä, 3  rfu  dw  +  2#„  du  dt?, 
80  gilt  fOr  die  Krttmmungslinien  die  DifFerentialgleiehung  : 
9' (du)     q>\dv)     9'(d«r) 

du  de  dto 

aus  welcher,  wie  der  Herr  Verfasser  zeigt,  die  analog  geformte 
Gleichung  von  Hesse  inir  den  Fall  der  Punktcoordinaten  leicht 
abgeleitet  werden  kann  K. 

F.  Unferdinges.  Der  mittlere  KrUmmuugsradius  und 
die  mittlere  Krümmung  in  einem  bestimmten  Punkte 
einer  Fläche.     Wien.  Ber.  Lxvii. 

Sind  R  und  r  der  grösste  und  kleinste  Krümmungsradius 
in  einem  bestimmten  Punkte  einer  Fläche,  und  q  jener  irgend 
eines  Normalschnittes,  der  mit  der  Ebene  zu  r  den  Winkel  (p 
bildet,  so  ist  bekanntlich: 

1  _  cos  V         sin  'y 

Betrachtet  man  hierin  g>  als  veränderlieh,  und  lässt  es  nach  und 

nach  alle  Werthe  von  0  bis  2^1  durchlaufen,  so  erhält  man  die 

Werthe  der  Krümmungshalbmesser  und  der  Krümmung  sämmt- 

,. ,  2^  '*'/ 1\ 

lieber  Normalschnitte,  deren  arithmetisches  Mittel  M{q)  und  M[-) 
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bestimmt  wird.     Durch  Betrachtung  eines  bestimmten  Int^rab 
ergiebt  sich 

!(«»)  =  »^    und     m(-L)  =  j(-L  +  -^).     jj^ 

S.  KoBERTS.     Ol]   the   Order  of  the  «ondition  that  two 
surfaces  may  touch.     Quart.  J.  Xll.  229-231. 

Die  beiden  betrachteten  Fragen  sind: 

I.  Von  welcher  Ordnung  in  Bezug  auf  Ip  |s  '•'  ^^^  die  Be- 
dingung, dass  sich  zwei  sonst  allgemeine  Oberflächen  berühren, 
deren  Gleichungen  von  der  Form 

-SCli,  I,  .•0^+^^'-^''^^+'^*    aj'j^.-i?-'^  xl  af,  x»,  =0,       q+r+s  >  m, 
-S  (I,  J3  •  •  O"'"^^'^'"^'"''''^''^'^?"*'""'*'""''  <  <  ^4  =  0,  9'+r'+*'  <  m, 
sind? 

II.  Von  welcher  Ordnung  in  Bezug  auf  den  Parameter  1 
ist  die  Bedingung,  dass  zwei  Oberflächen  sich  berühren,  wenn 
ihre  Gleichungen  von  der  Form  17  =  0,  V+  l  Wp  =  0  sind. 

Cly.  (0.) 

W.  K.  Clifford.  On  Mr.  Spottiswoöde's  contact  problems. 

Prof.  of  R.  S.  XXI.  425. 
Auszug  aus  einer  Arbeit,  die  wahrscheinlich  in  den  Trans, 
of  Lond.  erscheinen  wird.  Der  erste  Theil  behandelt  die  Bertthrung 
von  Kegelschnitten  mit  Oberflächen  in  einem  gegebenen  Pnokie. 
Es  ist  dies  dieselbe  Frage,  der  Mr.  Spottiswoode  seine  Arbeit 
^On  the  contact  of  conics  with  surfaces'^.  Trans,  of  Lond.  1872  (s. 
F.  d.  M.  IV,  376)  gewidmet  hatte.  Der  zweite  Theil  behandelt  die  Be- 
rtthrung einer  Oberfläche  zweiten  Grades  mit  einer  Oberfläche  n^" 
Ordnung;  besonders  bestimmt  er  die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen 
eine  Oberfläche  zweiten  Grades,  und  zwar  eine  andere  als  die  Tan- 
gentialebene, welche  doppelt  gerechnet  wird,  vierfache  Berfibrong 
mit  der  Oberfläche  haben  kann.  Cly.  (0.) 

W.  Spottiswoode.     Sur  les  plans  tangents  triples  ä  une 
surface.    C.  R.  Lxxvii.  1181-1184. 
Siehe  Abschn.  IX,  Gap.  3  B.  p.  382. 
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W.  SpoTTiswooDE.     On  triple  taiigent  curves. 

Rep.  of  Brit  Ass. 

G.  Bla&ek.     Ueber  die  Diflterentialgleichungen  der  Um- 

htillfingsflächen.      Casopis  II.  167-172..  (Böhmisch). 

Der  Verfasser  giebt  eine  direete  und  schnelle  Methode  der 
Aufstellung  jener  Gleichungen,  aus  welchen  durch  Elimination  der 
willkürlichen  Parameter  der  erzeugenden  Fläche  die  Differential- 
gleichung der  UrohUlIungsfläche  folgt.  W. 

C.  W.  MERRiprELD.     The  collection   of  modeis  of  ruled 
surfaces  at  South  Kensington.     Messenger  (2)  iii.  111-113. 

Die  Arbeit  giebt  'eine  Uebersicht  des  ofiiciellen  Kataloges 
der  Modelle  4  welcher  von  Herrn  Merrifield  aufgestellt  worden^ 
aas  welchem  Grunde  auch  sein  Name  dem  Titel  zugefügt  ist. 
Sie  giebt  vollständige  Auszüge  aus  dem  Kataloge  über  Unter- 
suchungeii  you  Dififerentialgleichuugen  von  Oberflächen,  Familien 
und  Über  den  franzl^sischen  schiefen  Bogen  (biais  passe).  Die 
Arbeit  ist  auch  abgesehen  von  der  Abbildung  der  Modelle  von 
grossem  roathematischen  Interesse.  Glr.  (0.) 

Ch.  Rüchonnet.     Propri^td  caraetdristique   de  la  droite 

rectifiante.     Nouv.  Ann.  (2)  XII.  315-319. 

Die  Ebene,  welche  durch  die  Tangente  in  einem  Punkte  einer 
Raumcurve  senkrecht  zur  Schmiegnngsebene  gezogen  ist,  hat  man 
reetificlrende  Ebene  genannt,  weil,  wenn  man  diese  Ebene  in 
allen  Punkten  der  Curve  betrachtet,  ihre  Enveloppe  eine  Fläche 
ist,  die  durch  ihre  Abwickelung  die  Curve  in  eine  gerade  Linie 
transformirt.  Die  Generatrix  dieser  Fläche,  welche  die  Grenze 
des  Durchschnitts  der  rectifieirenden  Ebenen  in  zwei  unendlich 
nahen  Curvenpunkten  ist,  heisst  rectiiicirende  Gerade.  Diese  ist 
von  allen  Geraden,  die  man  durch  einen  Gurvenpunkt  ziehen 
kann,  diejenige,  bei  der  der  Unterschied  der  Winkel,  die  sie 
mit  den  Tangenten  in  den  zwei  benachbarten  Punkten  bildet, 
ttuendlieh  klein  ist  im  Verhältniss  zu  demselben  Unterschiede 
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bei  jeder   andern  durch  den  Punkt   gehenden  Geraden.    Dies 
wird  nachgewiesen.  Mz. 

A.  DE  Saint-Germain,     Determination  des  ^l^ments  in- 
finit^simaux  relatifs  aux  lignes  ä  double  courbare. 

Nouv.  Ann.  ,2)  XII.  126-131.  179-183.  207-212. 

Nimmt  man  einen  beliebigen  Punkt  einer  Curve  zum  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Coordinaten  und  des  Bogens  s^  die  Tan- 
gente und  Hauptnormale  (letztere  nach  der  concaven  Seite  hin) 
zu  Axen  der  x  und  y,  und  entwickelt  die  Coordinaten  nach  Po- 
tenzen des  Bogens,  so  fangen  die  Reihen  folgendermassen  an: 

Vermöge  der  Relation  dx*  +  dy*  +  dz*  =  ds^  erhält  man  dann: 

a,  =  —ibl;  a^=  — 16,  6,;  etc. 
Hieraus  ergiebt  sich  bekanntermassen  und  mit  Leichtigkeit,  dass 
&3  die  halbe  Krümmung,  c,  ein  Sechstel  des  Products  der  Krüm- 
mung und  Torsion  ist.  Bei  der  geringen  Beachtung,  die  bisher 
der  Curventheorie  zu  Theil  geworden  ist,  war  ohne  Zweifel 
Grund,  diese,  wiewohl  nicht  eben  neue  Methode  vorzuführen  nnd 
zu  empfehlen.  Wenn  jedoch  der  Verfasser  die  Herleitung  des, 
hierbei  beiläufig  gewonnenen  Resultats,  dass  die  Scfamiegungs- 
ebene  momentan  um  die  Tangente  rotirt,  mit  Verweisung  auf 
Bertrand's  Galcul  difiterentiel  eine  ^delicate""  Untersuchung  nennt, 
so  ist  der  Standpunkt  der  Methode,  welohe  in  einem  so  ganz 
elementaren  Gegenstande  Schwierigkeiten  begegnen  kann,  wie 
sie  derselbe  hier  vor  Augen  gehabt  hat,  doch  schwer  zu  begreifen. 
Im  zweiten  Artikel  werden  noch  die  Abstände  des  consecutiren 
Punkts  von  der  Tangente  und  Schmiegungsebene  durch  KrOm- 
mung  und  Torsion  ausgedrückt,  dann  die  Goefficienten  der  Beiben 
X,  y,  z  bis  zur  4**'''  Potenz  bestimmt.  Erst  der  dritte  Artikel 
zieht  einige,  sonst  weniger  gefragte  Elemente  in  Rechnung.  Ea 
werden  die  Werthe  ermittelt  für  die  Differenz  des  Bogens  und 
der  Sehne,  für  den  Winkel  zwischen  Sehne  und  Tangente,  Ar 
den  Winkel  zwischen  der,  durch  die  Tangente  und  den  eonse* 
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cttÜTen  Punkt  gebenden  Ebene  und  der  Scbmiegungsebene,  ftlr 
den  Normalabstand  eonsecutiver  Tangenten,  ftlr  die  Neigung  der 
coDsecutiven  Hauptnorniale  gegen  die  Scbmiegnngs-  und  Normal- 
ebene ,  iUr  den  Normalabstand  consecutiver  Hauptnormalen,  ftlr 
die  begleitenden  Coordinaten  des  Goineidenzpunkts  der  Erllm- 
mungsaxe  (oder  der  Normalebene)  und  ilir  einige  Grössen  bezüglich 
auf  eine  Kugel,  die  um  ihn  durch  den  laufenden  Punkt  der  Gurre 
gelegt  ist  und  die  Schmiegungsebene  im  Krttmmungskreis  schnei- 
det Sämmtliche  Resultate  würden  sich  indess  bedeutend  ver- 
einfachen, wenn  der  Verfasser  das  Bogenelement  aus  den  Aus- 
drücken der  davon  unabhängigen  Grössen  entfernt  hätte.  Aller- 
dings ist  die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  9  der  Bemerkung 
dieses  Umstands  nicht  gerade  günstig.  U. 

Newenglowski.    Note  sar  la  transformation  des  courbes. 

Ann.  de  l'fec.  Norm.  (2)  II.  133-136, 

Zieht  man  in  der  Ebene  einer  Curve  M  durch  den  festen 
Pankt  0  Strahlen  OM  und  bestimmt  auf  ihnen  Punkte  M'  so,  dass 
OM .  OM^  =:  const,  so  bilden  die  Tangenten  in  M  und  iPf '  mit  OM 
gleiche,  einander  zugewendete  Winkel.  Auch  auf  beliebig  ge- 
formten krummen  Flächen  kann  man  zu  einer  Curve  M  Gurven 
M'  finden,  welche  mit  den  von  einem  Punkt  0  ausgehenden  geo- 
dätischen Leitstrahlen  analog  gelegene,  gleiche  Winkel  bilden; 
aber  an  Stelle  der  Relation  OM .  OM*  =  c  tritt  eine  complicirtere 
Gleichung  zwischen  OM,  OM'  und  dem  d,  welchen  OM  und  OM' 
mit  einem  festen  Radius  bilden;  folglich  ändert  sich  die  Form 
dieser  Gleichung  mit  der  Gestalt  der  Gurve  M,  zu  welcher  die 
reeiproke  Ä'  gesucht  werden  soll,  während  sie  im  Falle  der 
Ebene  von  der  Gestalt  der  Gurve  M  völlig  unabhängig  ist.  Das- 
selbe kann  ausnahmsweise  auch  auf  krummen  Flächen  der  Fall 
sein.  Die  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Ausnahmefall  aber  nur 
fbr  Rotationsflächen  eintritt,  wenn  der  Nabelpunkt  Gentrum  ist. 
Die  Gleichung  zwischen  OM  =  a  und  OM'  =  o'  ist  alsdann  von 
der  Form: 
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(f/(a)  ist  dem  Abstände  des  Punktes  M  von  der  Rotationsaxe 
proportional.    Im  Falle  der  Kugel  hat  man  tg^a  tg^a'^const. 

K. 

C.  RüCHONNKT.     Solution   de  trois  questions.     Nou?.  Ann. 

(2)  XII.  223-232. 

ist  m'  die  Projeetion  von  M'  auf  die  osculirende  Ebene  in  M, 

ds* 
so  ist  *'m'=:i-s=-:    Auf  der  gegebenen  Curve  lässt  der  Ver- 

fasser  nun  eine  Gerade  gleiten,  die  immer  vertical  zur  oscnliren- 
den  Ebene  in  M  bleibt,  und  wickelt  den  Cylinder  auf  die  Ebene 
ab.  Die  Aufgaben  beziehen  sieh  auf  die  Wege,  welche  die 
Punkte  m'  und  M'  beschreiben.  0, 


B.   Theorie  der  algebraischen  Flächen  und  Raumcurven. 

Em.  Weyr.     Die  Bestimmung  der  unendlich  weiten  Ele- 
mente der  geometrischen  Eaumgebilde.    CaBopia  il.  108-118. 

(Böhmisch). 
Eine  Fortsetzung  des  im  ersten  Bde.  enthaltenen  Aufsatzes 
über  die  „Bestimmung  der  unendlich  weiten  Elemente  der  ebenen 
geometrischen  Gebilde"  (s.  F.  d.  M.  IV,  328).  Mit  Hülfe  der  Hesse- 
sehen  homogenen  Raumcoordinaten  wird  der  Begriff  der  unend- 
lich fernen  Ebene  des  Raumes  entwickelt  und,  nachdem  der  Ver- 
fasser die  parallelen  Ebenen  und  Geraden  betrachtet  hat,  geht  er  zar 
Bestimmung  der  unendlich  entfernten  Punkte  von  Raumeurven  (ins- 
besondere der  rationalen)  und  zur  Bestimmung  der  unendlich 
entfernten  Curven  von  Flächen  (insbesondere  jener  des  2**"  Gra- 
des) über.  Den  Schluss  bildet  eine  Betrachtung  des  imagiDäreo 
Kugelkreises  im  Unendlichen.  W. 

W.  Spottiswoode.     Sur  les  plans  tangeuts  triples  ä  uiie 
surface.    C.  R,  ixXXVii.  Ii8i-ii84. 
Wenn  durch  drei  Punkte  einer  Fläche  eine  Ebene  gelegt 
wird,  so  sind  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Curve,  in  der 
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Fläche  iftid  Ebene  sich  schneiden,  lineare  homogene  Functionen 
(mit  denselben  Coefficienten  A,  ^,  y)  der  Coordinaten  jener  drei 
Punkte,  und  befriedigen,  statt  der  variabeln  Coordinaten  einge- 
setzt, die  Gleichung  der  Fläche.  Man  kann  die  so  entstehende 
Gleichung  als  Gleichung  der  Schnittcurve  in  den  Dreieckscoor- 
dinaten  X,  /Et,  v  auffassen.  Der  Verfasser  bildet  die  verschie- 
denen Formen,  welche  diese  Gleichung  annimmt,  wenn  von  jenen 
3  Punkten  einer,  zwei  oder  alle  drei  Berührungspunkte  von  Ebene 
und  Fläche  sind  (was  natürlich  nur  für  besondere  I^gen  der 
Ebene  stattfindet).  Für  den  Fall  z.  B.  einer  in  3  Funkten  be- 
rührenden Schnittebene  ergiebt  sich  für  die  Schnittcurve  eine 
Gleichung  n*^'  Ordnung  in  A,  ^,  Vj  aus  welcher  man  unmittelbar 
ersieht,  dass  die  Curve  in  den  Eckpunkten  des  Coordinatendrei- 
ecks  je  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Bl. 

Em.  Wkyr.     üeber  Punktsysteme  auf  rationalen  Curven. 

Prag.  Her.  1873. 
Zwei  m-«  deutige  Punktsysteme  auf  einer  rationalen  (räum- 
lichen oder  ebenen)  Curve,  werden  dargestellt  durch  die  Ver- 
wandtschaftsgleichung F(Xj  y)  =  0,  worin  der  Parameter  x  bis 
zum  «***""  und  y  bis  zum  n'^"  Grade  ansteigt.  Verbindet  man 
die  einander  entsprecbenden  Punkte  durch  Gerade,  so  entsteht, 
wenn  der  Träger  der  Punktsysteme  eine  ebene  Curve  ist,  eine 
Enveloppe,  wenn  er  eine  Raumcurve  ist,  eine  windschiefe  Fläche. 
Die  Natur  dieser  Erzeugnisse  ist  es,  mit  der  der  vorliegende 
Vortrag  sich  beschäftigt.  Sehn. 

A.  RiBAUcouR.     Sur  las  syst^mes  cycliques.     C.R.LXXVI. 

478-482. 
Im  Anschluss  an  eine  frühere  Arbeit  (vgl.  F.  d.  H.  Bd.  II 
pag.  533)  und  an  ein  Resultat  von  Darboux  (C.  B.  13.  1.  1873) 
beweist  der  Verfasser  einen  Satz  über  cyclische  Systeme,  d.  h. 
ttber  dreifache  Orthogonalsysteme ,  deren  eine  Familie  Kreise 
zu  Tngectorien  hat.  Er  beweist  nämlich,  dass  es  genUgt  drei 
Flächen  zu  kennen,  welche  Trajectorien  einer  Familie  von  Krei- 
sen sind,  um  alle  tlbrigen  ohne  weitere  Integration  zu  construiren. 

A. 

Portachr.  d.  M«th.  V.  2,  25 
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0.  ToGNOLi.    Alcune  considerazioni  sulla  geömetria  delle 
superficie  e  curve  gobbe  di  genere  zero. 

BattagÜDi  G.  XL  180-191. 
Die  Gleichung 

in  welcher 

Us  =  a,  w,  +  6,  M,  +  c,  M3  +  rf.  «^ 
ist,  während  w,  u.^  u^  u^   homogene  Coordinaten  einer  Ebeoe  be- 
deuten,  stellt  für  jeden  Werth  von  A    einen  Punkt  dar,   dessen 
homogene  Coordinaten  in  folgende  Form  gebracht -werden  können: 

^1     =    Vi  W>         ^t    =    V2(^X         ^3    =   Vs  W'         ^4    =    ^4  W7 

wo 

9,  (A)  =  fl,  +  a,Ä  +  a.A' +•••««*'• 
(p,(A)  =  6,+6,A  +  6,i*+...6,A*  etc. 

Der  geometrische  Ort  dieses  Punktes,  wenn  l  varürt,  ist  dem- 
nach eine  rationale  Raumcurve  3**"  Grades,  und  umgekehrt  kann 
jede  solche  Raumcurve  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  1) 
dargestellt   werden.     Eine    solche    Curve    hat    im    Allgemeinen 

^ ^ Doppelpunkte   (wirkliche    oder   scheinbare).      Die 

Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  ist  höchstens  in,  im  Allge- 
meinen aber  kleiner  als  4n,  also  etwa  4n  —  k» 

Die  Gleichung 

J{x^  x,  X,  X,)  =  0 
stellt  eine  Fläche  m"*"  Grades  dar ;   damit  eine  rationale  Raum- 
curve m*''"  Grades  auf  ihr  liegen  könne,  müssen  die  Coordinaten 
derselben  die  Gleichung  identisch    befriedigen.     Dies  führt    auf 
die  Bedingungen 

Ä*  =  4m  —  m*  —  1 ;    4m  —  m*  —  1  ^  0;    also  m  ^  3. 
Eine  beliebig  gegebene  algebraische  Fläche  enthält  also  in  sieh 
rationale  Raumcurven  desselben  Grades  nur,  wenn  sie  den  dritten 
Grad  nicht  übersteigt. 

Ebenso  ergiebt  sich  das  folgende  Resultat:  Die  einzigen 
rationalen  RaumcuiTcn  vom  Grade  m*,  welche  auf  Flächen  m**" 
Grades  liegen,  sind  die  rationalen  Raun\,curven  vierten  und  neun- 
ten Grades.    Die  Frage  endlich,  wie  der  Grad  einer  Raumcurve 
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m*  sein  mtUise,  damit  eine  durch  sie  gelegte  Fläche  m'^"  Grades 
YoUatändig  bestimmt  sei,  führt  auf  die  Bedingung 

^»+  1  =,   Cfii+l)(m  +  2)(>ii  +  3)  _  ^ 

(In  der  Abhandlung  befindet  sich  hier  ein  Druckfehler,  der  Sum- 
mand —  1  auf  der  rechten  Seite  fehlt.)  Hieraus  ergiebt  sich 
m  =  2. 

Also  die  einzigen  rationalen  Raumcuryen  vom  Grade  m*, 
durch  welche  eine  durchgelegte  Fläche  vom  Grade  m  yollständig 
bestimmt  ist,  sind  die  vom  vierten  Grade. 

Es  sind  dies  die  Raumcurven  yierten  Grades  und  zweiter 
Art;  die  Raumcurven  vierten  Grades  und  erster  Art,  durch  welche 
eine  Schaar  von  Flächen  zweiter  Art  geht,  sind  nicht  rational. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Bedingung  aufgestellt  hat  dafllr, 
dass  eine  rationale  Raumcurve  eben  sei,  entwickelt  er  noch  das 
Resultat,  dass  wenn  man  die  Tangentialebenen  dreier  abwickelbarer 
rationaler  Flächen  m*",  n^"  und  p*®'  Klasse  eindeutig  auf  ein- 
ander bezieht,  der  Ort  ihres  Durchsehnittes  eine  rationale  Raum- 
curve (m  +  «7|-p)*^"  Grades  ist. 

In  dem  zweiten  Theile  der  Arbeit  geht  der  Verfasser  von 
der  Betrachtung  der  Gleichung 

wo  die  g>  und  tp  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade  n  und  n' 

sind,  aus,  welche  flir  irgend  ein  A  und  ^tt  einen  Punkt  darstellt 

mit  den  Goordinaten 

QXi  =  (pi(H)+^tpi(fi), 

Dieselbe  stellt,   wie  man  ohne  weiteres  erkennt,   wenn  man  l 

und  fi  als  variable  Parameter  auffasst,  eine  geradlinige  Fläche 

vom  Grade  n-\-n'   dar,   welche   eine   Doppelcurve   vom   Grade 

(.+n>-l)(«  +  »'-2)  ^^^,^j. 

Dieselben  Flächen  können  auch  dargestellt  werden  als  En- 
veloppen  von  Ebenen  durch  die  Gleichung 

t=i 

25* 
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Die  Untersuchungen  führen  dann  u.  a.  zu  folgenden  Resultaten: 
Die  einzige  der  in  der  dargestellten  Gleichung  enthalteDeD 
Flächen,  deren  Generatrices  unbedingt  einem  linearen  Complex 
angehören,  ist  die  vom  vierten  Grade;  und 

Die  einzige  der  in  der  dargestellten  Gleichung  enthaltenen 
Flächen,  deren  Generatrices  die  Bisecanten  ihrer  Doppeleurve 
sind,  ist  diejenige  der  vierten  Ordnung,  und  sie  ist  vollstaDdig 
bestimmt,  wenn  ausser  der  Doppelcurve  der  lineare  Complex  ge- 
geben ist,  welcher  von  den  Bisecanten  derselben  gebildet  wird. 

A. 


C.    Raumgebilde  ersten,   zweiten  und  dritten  Grades. 
H.  Brocard.     Solution   de  la  question  56.     Nouv.  Ann.  p 

Xir.  439-440. 
Wenn  ein  System   von  geraden  Linien   im  Raum  gegeben 
ist,  so  kann  man  unendlich  viele  Ebenen  legeu,  deren  jede  alle 
diese  Geraden  schneidet.  •         Pr. 

J.  Waille.     Sur  la  distatice  d'un  point  ä  une  droite. 

Nouv.  Ana.  (2)  XII.  269-270. 
Der  Verfasser  leitet  den  Ausdruck  für  die  Entfernung  eines 
Punktes  von  einer  Geraden  im  Räume  her  aus  dem  Satze,  dass 
das  Quadrat  der  Fläche  des  Dreiecks,  welches  den  gegebenen 
Punkt  zur  Ecke  und  ein  beliebiges  Stück  der  Geraden  zur  Grund- 
linie hat,  gleich  ist  dem  Quadrate  seiner  Projectionen  auf  die 
Coordinaten-Ebenen.  O. 

F.  Studnicka.  Ableitung  der  Dreiecksfläche  und  des 
Tetraedervoluraeus  aus  den  Gleichungen  der  begren- 
zenden Elemente.     Prag.  Ber.  1873.  45-51. 

Siehe  Abschnitt  IX,  Cap.  2  C.  p.  355. 

G.  Dostor.  Eayon  de  la  sphfere  cii-conscrite  au  tetra- 
fedre  en  fonction  des  ai'fetes.     Nouv.  Ann.  ^2)  xir.  370-374. 
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Ist  0  der  Mittelpunkt  und  R  der  Radius  der  dem  Tetraeder 
SABC  umschriebenen  Kugel,  und  sind  aßy  die  Winkel,  welche 
SO  mit  den  Kanten  SÄ  =  a,  SÄ  =  6,  SC=c  bildet,  so  werden 
in  der  Relation,  welche  die  cosinus  der  6  Winkel  Ä,  ^,  y,  a,  /?,  y 
zwischen  den  4  Geraden  SA,  SB,  SC,  SO  verbindet,  in  bekannter 

Weise  für  die  cosinus  der  letzteren  die  Werthe  ~^,  — ^,  — ^ 

^H      Zii      du 

eingesetzt  und   die  cosinus  der  ersteren  durch  Einführung  der 

Gegenkanten  a'  V  tf  mittelst  des  cosinus-Satzes  eliminirt,  und  so 

die  bekannte  Gleichung  (Joachimsthal,  Grelle  J.  Bd.  XL)  abgeleitet: 


0      a*     6'     c' 

24'r*i?"  = 

o*     0      c"    6" 
b*     c"     0      o" 
c»     o"     6"    0 

» 

welche  auch  die  Form: 

1        ... 

Ä=  ^VP».(F»-aa')  (P'-66')(P«. 

-cc»), 

2P*  =  aa>+bV-{-cd 

annehmen  kann. 

( 

Schz. 


G.  Dostor.     Calcul  du  rayon  de  la  sphfere  inscrite  dans 

le  t^trafedre.      Nonv.  Ana.  ^2)  XII.  367-369. 

Die  in  S  zusammenstossenden  Kanten  SA  =  a,  SB^b,  SC=c 
des  gegebenen  Tetraeders  werden  als  Coordinatenaxen  gewählt, 
welche  mit  einander  die  Winkel  X,  fi,  v  bilden,  und  durch  An- 
wendung des  allgemeinen  Ausdruckes  für  die  Entfernung  eines 
Punktes  von  einer  Ebene  in  schiefwinkligen  Coordinaten  auf 
die  Tetraederflächen  in  bekannter  Weise  für  den  Radius  r  fol- 
gende quadratische  Gleichung  abgeleitet: 

sm^ll^ +6sin    ^^    ^  +  asm^ J-sin   ^^^    r« 

—  2{bc  sinA  +  ca  sin^  +  a6  Binv) //r-\-abcJ*  =  0, 

worin 

i^'  =  1  —  cosU  —  cosV  —  cosV  -f-  2  cosA  cosf*  cos  P. 
Durch  blosse  Veränderung  der  Zeichen  von  A,  fi,  v  können 
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daraus  die  Gleichungen  für  die  Radien  der  sechs  übrigen  Kugeln 
erhalten  werden,  welche  die  Flächen  des  Tetraeders  berühren. 

Schz. 

F.   Klein,      üebertragung  des   PascaVschen  Satzes  auf 

Eaurageometrie.    Erlang.  Ber.  1873. 

Anknüpfend  an  die  Riemann'sche  Interpretation  einer  com- 
plexen  Variabein  auf  der  Kugelfläche  und  andererseits  an  die 
Vorstellungen  der  Cayley'schen  Maassgeometrie  ertheilt  der  Ver- 
fasser dem  PascaFschen  Satze  folgende  Form,  in  der  er  gleich- 
massig  für  Ebene  und  Raum  gilt :  Die  gemeinsamen  Perpendikel 
der  Gegenseiten  eines  in  das  Fundamentalgebilde  eingeschriebe- 
nen Sechsseits  haben  ein  gemeinsames  Perpendikel.        Kln. 

E.  Folie.  Note  sur  Fextension  des  th^or^mes  de  Pascal 
et  de  Brianchon  aux  courbes  planes  et  aux  surfaces 
du  3*"^  ordre  ou  de  la  troisifeme  classe. 

M6m.  de  Liege.  (2)  IIL  663-671. 

Der  Verfasser  hat  eine  grosse  Arbeit,  die  alle  in  dieser 
Note  befindlichen  Resultate  enthält,  im  Jahre  1 872  veröffentlicht. 
Siehe  F.  d.  Mi  IV  p.  329.  Mn.  (0.) 

E.  Folie.      Note   sur  quelques  thöorfemes  de  göometrie 

SUp^rieure.      Bnll.  de  Belg.  (2)  XXXVL  620-624. 

Ausser  gewissen  allgemeinen  Sätzen,  analog  denen  von 
Plücker  und  Jacobi  über  den  Schnitt  von  Curven  <*''  Ordnung, 
dehnt  der  Verfasser  die  Sätze  von  Pascal  und  D^sargues,  die 
von  ihm  flir  die  Curven  und  Oberflächen  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung bewiesen  sind,  auf  Raumcurven  dritten  und  vierten  Grades 
aus.  Zum  Beweise  des  Satzes  von  Pascal  construirt  er  sich 
einen  Kegel,  der  die  Curve  zur  Directrix  und  einen  Punkt  der- 
selben zum  Scheitel  hat.  Ebenso  kann  man  den  Satz  von  Desar- 
gues  auf  3  Raumcurven  dritten  Grades  mit  5  gemeinschaftlichen 
Punkten  ausdehnen.  Zwei  Raumcurven  vierten  Grades  mit  7  ge- 
meinschaftlichen Punkten,   die    durch  den  Schnitt  zweier  Ober- 


Digitized  by 


Google 


Capitel  3.    Analytische  Geometrie  des  Raumes.  3g9 

flächen  zweiter  Ordnnng  entstanden  sind,  haben  auch  einen  ach- 
ten Punkt  gemeinsam.  Zwei  beliebige  Raumcurven  vierten  Grades 
haben  dieselbe  Eigenschaft,  denn  die  eine  von  ihnen  G^  hat  8 
gemeinschaftliche  Punkte  mit  den  Curven  vierten  Grades,  die  der 
Schnitt  der  Oberfläche  zweiten  Grades,  welche  die  erste  enthält, 
mit  einer  anderen  Oberfläche  zweiten  Grades  sind,  die  7  gemein- 
same Punkte  mit  G^  hat.  Der  Satz  von  D^sargues  für  3  Raum- 
curven  vierten  Grades  mit  7  gemeinsamen  Punkten  wird  aus 
einem  analogen  Satz  für  die  Oberflächen  zweiten  Grades  abge- 
leitet Mn.  (0.) 

F.  Hertens.    Auszug  aus  einem  Schreiben  an  den  Her- 
ausgeber.    Borchardt  J.  LXXVII.  102-104. 

Siehe  Abschn.  IX,  Cap.  2.  C.  p.  356. 
Gallois-     Solution  de  la  question  972.    Noqv.  Ann.  (2)  xiL 

440-446.    .^ 

Eine  Darlegung  der  verschiedenen  Flächen,  welche  durch 
die  Gleichung: 

X       '         y 

repräsentirt  sind,  wenn  a  und  b  alle  möglichen  Werthe  annehmen. 

Pr. 

W.  M.  HiCKS.     Geometrical  investigation  of  some  pro- 
perties  of  quadric  surfaces.     Messenger.  ,2)  lll.  122-137. 

Eine  rein  geometrische  Discussion  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung.  Die  angenommene  Definition  ist  beispielsweise  folgende. 
Eine  Oberfläche  zweiten  Grades  ist  der  geometrische  Ort  eines 
Punktes,  der  sich  so  bewegt,  dass  seine  Entfernung  von  einem 
gegebenen  Punkte  ein  constantes  Verhältniss  zu  einer  gegebeneu 
geraden  Linie  hat.  Die  Entfernung  wird  parallel  zu  einer 
gegebenen  Ebene  gemessen.  Aus  dieser  Definition  leitet  der 
Verfasser  mittelst  gewöhnlicher  geometrischer  Schltlsse,  wie  sie 
bei  Behandlung  der  Kegelschnitte  vorkommen,  die  meisten  der 
bekannten  Eigenschaften    der  Oberflächen   zweiten   Grades   ab; 
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welche,  mit  einigen  Ausnahmen  natttrlich,  denen  der  Eegelsehnitte 
analog  sind.  Glr.  (0.) 

LsDENT.     Fonctions  invariables  des  paramfetres  de  TÄjua- 
tion  g^n^rale  des  surfaces  du  second  degr^. 

M6m.  de  Liege  (2;  III.  1-76. 
Bestimmung  der  Invarianten  einer  oder  mehrerer  quadrati- 
scher quatemärer  Formen  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  algebrai- 
schen Rechnung,  und  Anwendung  auf  die^Discussion  einer  Ober- 
fläche zweiten  Grades.  Mn.  (0.) 

E.  Pellet  und  L.  Painvin.  Solution  de  la  question  1034. 

Nouv.  Ann.  (2)  XII.  464-470  und  579-580. 
Wenn  man  durch  eine  Fläche  zweiten  Grades  eine  Ebene 
legt,  so  kann  die  dadurch  entstehende  Curve  als  die  Focale  einer 
neuen  Fläche  angesehen  werden,  welche  um  eine  beliebige  der 
ersteren  homofocale  Fläche  zweiten  Grades  beschrieben  ist. 

-Pr. 

G.  DoSTOK.     Theorie  göndrale  des  surfaces  de  revolution 

du   second  degr^.     Grunert  Arch.  LV.  302-318. 

Zuerst  werden  die  Bedingungen  angegeben,  unter  denen  die 
allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  drei  Variabein  eine 
Rotationsfläche  darstellt;  und  hierauf  die  Gleichungen  der  Aie 
und  die  des  Äequators  entwickelt.  Es  werden  dann  fielationen 
nachgewiesen,  die  bei  den  Umdrehungsflächen  zweiten  Grades 
im  Allgemeinen  zu  benutzen  sind.  Ferner  werden  die  besonderen 
Flächen  zweiten  Grades  abgehandelt,  und  am  Schluss  wird  ge- 
zeigt, wie  die  im  Eingange  angegebenen  Bedingungen  zu  modi- 
ficiren  sind,  wenn  die  Coefficienten  des  Products  von  je  zwei 
der  Variabein  ganz  oder  theilweise  verschwinden.  Mz. 

L.    ScHLÄFLL      üeber   die    allgemeinste    Fl&chenschaar 
zweiten  Grades,  die  mit  irgend  zwei  anderen  Flächcn- 
schaaren  ein  orthogonales  System  bildet, 
Borcbvdt  J«  LXXYL  126-149. 
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Es  wird  zunftchst  die  Aufgabe  ftlr  eine  beliebige  Flächen- 
Bchaar,  dann  fbr  eine  i^gebraisehe  Fiächenschaar  behandelt,  end- 
lich wird  hieraus  der  specielle  Fall  abgeleitet,  dass  die  Flächen 
der  Schaar  yom  zweiten  Grade  sind.  Während  die  allgemeinen 
Resultate  ohne  den  umfangreichen  Apparat  Ton  Bezeichnungen, 
deren  der  Herr  Verfasser  sich  bedient,  nicht  wohl  wiederzugeben 
sind,  möge  das  specielle  Resultat,  welches  Ton  Überraschender 
Einfachheit  ist,  hier  mitgetheilt  werden: 

Wenn  man  von  gewissen  singulären  Fällen  absieht,  welche 
als  Grenzfälle  behandelt  werden  können,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Flächen  der  gesuchten  Schaar  concentrisch  sind  und  gleiche 
AxenrichtuDgen  haben,  also  sämmtlich  in  Bezug  auf  ein  festes 
rechtwinkliges  Coordinatensjstem  durch  folgende  Gleichung  dar- 
stellbar sind: 

-+^+-=1 

Hierin  sind  Ä,  B,  C  Functionen  eines  Parameters,  die  folgender- 
massen  bestimmt  werden  können. 
Die  Differentialgleichung 

dt=.dxfj  +  -^, 

in  welcher  xp  und  cd  beliebige  Functionen  eines  Parameters  & 
Bind,  ergiebt  (  als  Function  von  &  und  der  Integrationsconstan- 

ten  e,  also  etwa 

<  =  r(*,f). 

Man  gebe  nun  dem  e  drei  beliebige  Werthe  er,  /9,7;  dann  sind 
die  daraus  sich  ergebenden  Werthe  die  gesuchten  Goefficienten 
mit  dem  Parameter  &,  also 

A=^t{&,a);     B  =  f(^, /?);     C=l(i>,y). 
Eliminirt  man  endlich  i^  aus  den  Gleichungen 

oder  was  dasselbe  ist,  aus 

so  ist  die  Eliminationsresultante,  welche  e  als  Parameter  enthält, 
für  jeden  Werth  von  e  die  Gleichung  einer  Fläche  der  zweiten 
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oder  der  dritten  Schaar.  Die  zweite  und  die  dritte  Schaar  bilden 
also  eigentlich  zusammen  eine  einzige  Schaar,  und  es  sehneidet 
auch  jede  Fläche  dieser  Schaar  jede  andere  (auch  die  unendlich 
nahe)  derselben  Schaar  rechtwinklig;  was  bei  der  ersten  Schaar 
im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  (In  Bezug  auf  diesen  Punkt 
yergleiche  man  die  Arbeit  von  Darboux:  Sur  une  classe  remar- 
quable  de  courbes  et  de  surfaces  alg^briques  etc.  M6m.  de 
Bord,  tome  VIII  pag.  291—350  und  tome  IX  pag.  1—280;  und 
das  Referat  Abschn.  IX,  Gap.  3.  D.). 
Als  Beispiel  wird  gesetzt 

wodurch  sich  ergiebt  

<  =  /(^,0  =  *  +  «  +  >^<*+0. 
(Ein  anderes  sehr  einfaches  Beispiel,  nämlich  confocale  Flächen, 
wttrde  man  erhalten  durch  die  Substitution 

\p  =  &]    ft>  =  0).  A. 


A.  Cayley.     Addition  to  the  memoir  on  geodesic 
in  particular  those  of  a  quadric  surface. 

Proc.  of  L.  M  S.  IV.  368-380. 
Enthält  die  Berichtigung  eines  Resultates  bezüglich  der  geo- 
dätischen Linie  auf  einem  schiefen  Hyperboloid,  zu  welchem  der 
Verfasser  in  seiner  ursprünglichen  Abhandlung  (Proc.  ofL.M.  S. 
IV  p.  191-211  s.  F.  d.  M.  IV,  p.  389)  gelangt  war.  Jedoch  der 
Hauptzweck  besteht  in  zahlreichen  Rechnungen,  um  für  ein  be- 
sonderes schiefes  Hyperboloid  und  dessen  ovale  Krümmungs- 
curve,  die  geodätischen  Linien,  welche  die  Krttmmungscurye  be- 
rühren, zu  bestimmen.  Die  Resultate  finden  sich  auf  drei  Tafeln 
zusammengestellt.  Gly.  (0.) 

H.  M.  Jepfery.  On  the  duals  of  geodesics  and  lines  of 
curvature  on  an  ellipsoid  and  on  its  pedal  surfaces. 
Quart  J.  XII.  322  346. 

Die  Dualität,  die  dieser  Untersuchung  zu  Grunde  liegt, 
bezieht  sich  auf  einen  willkürlichen  oder  ^absoluten^  Funkt  0; 
es  wird  nämlich  gesagt,  dass  zw^i  Punkte  P,  P'  zu  Quadranten 
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gehörten,  wenn  die  Linien  OP,  OP',  die  sie  mit  0  verbinden, 
rechtwinklig  zu  einander  sind ;  ein  Punkt  und  eine  Linie  gehören 
einem  Quadranten  an  etc.  Jeder  geometrische  Ort,  der  in 
seiner  Definition  den  Begriff  der  Perpendicularität  einschliesst, 
gicbt  Anlass  zu  einem  zweiten  geometrischen  Ort  von  gleichen 
Eigenschaften.  Z.  B.  zu  Ertlmraungscurven  haben  wir  als  cor- 
respondirende  Curven  doppelter  Krümmung  u.  s.  f.  Die  ver- 
schiedenen zwiefachen  Theoreme  werden  entwickelt,  aber  sie 
können  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden.  Cly.  (0.) 

C.  Smith.     To  find  the  foei  and  axes  of  a  conic  in  trili- 
near  coordinates.    Quart.  J.  Xll.  240-241.  Cly. 

Lyme  Ryew.     Sülle  liuee   di   curvatura  delle  snperficie 
di  secondo  ordine.    BattagUni  G.  xi.  111112. 

Durch  Betrachtung  des  Schnittes  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  unter  Hinzunahme 
des  imaginären  Kugelkreises  dieser  Ebene  werden  die  Haupt- 
ebenen, Axen,  Ereisschnitte  und  Nabelpunkte  gewonnen.  Der 
Verfasser  nimmt  hierbei  Bezug  auf  den  bekannten  Satz  von 
Monge  über  die  orthogonalen  Projectionen  der  Krttmmungslinien 
auf  eine  der  Hauptebenen  und  leitet  schliesslich  folgenden  Satz 
her:  Die  Erümmungslinien  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  be- 
rühren die  acht  Generatricen ,  die  zu  zwei  und  zwei  durch  die 
vier  Punkte  gehen,  in  denen  die  Oberfläche  vom  imaginairen 
Kreise  im  Unendlichen  geschnitten  wird.  Mz. 

C.  W.  BoRCHARDT.  Sur  Tellipsoide  de  volume  minimum 
parmi  ceux  dans  lesquels  un  certain  nombre  de  sec- 
tions  centrales  ont  des  aires  donn6es.     Darboux  Bull.  V. 

301-312. 
Uebersetzung  der  Arbeit  aus  den  Berl.  Monatsber.  1872,  505. 
Siehe  F.  d.  M.  IV  p.  389. 

A.  Cayley.  Problem  and  hypothetical  theorenas  in  re- 
gard  to  two  qnadric  surfaces.     Messepger.  2)  ll.  137. 
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Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnang  und  eine  Linie  8  sind  g^ 
geben.  Gesucht  werden  die  Ebenen,  welche  durch  S  gehend, 
die  Oberflächen  in  zwei  Kegelschnitten ,  die  einem  Dreieck  ein- 
und  umschrieben  werden  können,  schneiden.  Vorausgesetzt  wird, 
dass  es  zwei  oder  mehr  solcher  Ebenen  gäbe.        61r.  (0.) 


J.  Caron.     Note   sur  la   d^termination   des   asymptotes 
dans  las  intersections  des  surfaces  du  second  degr^. 

Nouv.  ADD.  (2)  XII.  270-278. 

Die  Asymptoten  der  Curye,  welche  durch  den  Durchschnitt 
zweier  Flächen  zweiten  Grades  gebildet  wird,  werden  in  ihrer 
Lage  gegen  diese  Flächen  bestimmt.  Sehn. 

M.  Newenglowski.      Sur  les  aros  de  certaines  courbes 

sph^riques.  Add.  de  l'fic.  Norm.  (2)  IL  137-148. 

Zwischen  dem  Bogen  einer  ebenen  Curve  und  demjenigen 
ihres  perspectivischen  Bildes  auf  einer  Kugel  besteht  eine  einfache 
Beziehung,  wenn  man  das  Kugelcentrum  in  der  Ebene  und  den 
einen  Endpunkt  des  zur  Ebene  senkrechten  Durchmessers  zom 
Aussichtspunkt  nimmt.  Transformirt  man  die  ebene  Curve  dorcb 
reciproke  Sadii  vectores,  wobei  das  Kugelcentrum  Pol  der  Trans- 
formation ist,  so  kann  man  den  Bogen  der  gegebenen  ebenen 
Curve  mit  dem  des  perspectivischen  Bildes  ihrer  Transformirten 
in  Beziehung  setzen;  diese  neue  Beziehung  hat  dieselbe  Fonn 
wie  die  erste.  Kann  man  den  Bogen  der  gegebenen  ebenen 
Curve  durch  elliptische  Integrale  ausdrücken,  so  ist  dasselbe  mit 
dem  Bogen  der  sphärischen  Curve  der  Fall  Die  ebenen  Curven, 
die  Serret  elliptische  Curven  erster  Classe  genannt  hat,  haben 
die  Eigenschaft,  dass  die  Differenz  zwischen  ihrem  Bogen  und 
dem  ihres  perspectivischen  Bildes  rectificabel  ist.  Dieser  Satz 
ist  die  geometrische  Deutung  einer  Transformationsformel  eines 
besonderen  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  in  ein  anderes 
erster  Gattung.  Dies  ist  im  Wesentlichen  nach  des  Verfassers 
eigener  Angabe  der  Inhalt  seiner  Arbeit  Mz. 


Digitized  by 


Google 


Capitel  3.    Analytische  Geometrie  des  Raumes.  395 

Gakbbt.     Solution  analytique  d'une  question. 

Nonv.  Ann.  (2)  XII.  92-96. 
Zwei  Gerade  sind  durch  ihre  Gleichungen  gegeben,  ebenso 
eine  Oberfläche  2^^"  Grades,  welche  die  beiden  Geraden  schnei- 
det    Der  Verfasser  bestimmt  die  Gleichungen   mehrerer  damit 
zusammenhängender  geometrischer  Orte.  0. 

M.  AzzARELLi.     Nuove   ricerche  relative  al  teorema  del 

Conte    di   Fagnano.      Atti  d.  Acc.  P.  d.  N.  L.  1872.  427-439. 
Fortsetzung  der  Arbeit  in  den  Atti  XXIV,  336,  über  asso- 
ciirte  Punkte  auf  Kegelschnitten;  s.  F.  d.  M.  III.  123.        M. 

H.  Voigt.     Der  sphärische  Kegelschnitt.     Dias.  Bresian. 

Vorliegende  Dissertation,  eine  durchgehends  verkürzte  Ueber- 
arbeitung  einer  von  der  philosophischen  Facultät  der  Universität 
Breslau  gekrönten  Preisschrift,  geht  von  der  Erzeugung  des  sphä- 
rischen Kegelschnittes  durch  projectivische  Beziehung  sphärischer 
Punktreihen  und  sphärischer  StrahlbQschel  aus  und  gelangt  durch 
consequente  Durchftlhrung  der  projecti vischen  Methode  für  die 
Kugeloberfläche  zu  der  Begriffsbestimmung  der  Mittelpunkte,  der 
Axen,  der  conjugirten  Durchmesser,  der  Brennpunkte,  und  der 
nach  Chasles  Vorgang  sogenannten  cyklischen  Bogen,  sowie  zu 
einer  Reihe  Belationen,  welche  den  sphärischen  Kegelschnitt  in 
seiner  Beziehung  zu  jenen  geometrischen  Elementen  kennzeichnen. 
Durch  Degeueriren  der  Kugel  in  eine  Ebene  wird  ein  interessan- 
ter Einblick  in  den  Ursprung  des  Zusammenhangs  ebener  Ge- 
bilde gewonnen,  welcher,  wie  der  Verfasser  mit  Recht  bemerkt, 
ohne  Zuziehung  der  entsprechenden  sphärischen  Gebilde  sich  oft 
schwer  oder  gar  nicht  findet.  Eine  ausführliche  Angabe  der 
Literatur  über  den  behandelten  Gegenstand  ist  in  der  Einleitung 
beigefügt.  Sehn. 

A,  Cayley.    On  Dr.  Wiener's  model  oi  a  cubic  surface 
with  27   real  lines;    and    on    the    construction   of  a 

double-sixer.      Trans,  of  Cambridge,  yill.  366-383. 
Der  Herr  Verfasser  giebt  die  Beschreibung  eines  Gipsmodells 
einer  Oberfläche  dritten  Grades,  auf  der  27  gerade  Linien  liegen; 
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sie  ist  construirt  von  Dr.  Wiener  und  von  Prof.  Cayley  dem  phy- 
sikalischen Laboratorium  in  Cambridge  vorgelegt.  Nach  Messungen 
des  ModßUs,  werden  die  Gleichungen  der  27  geraden  Linien,  welche 
darauf  dargestellt  sind,  mit  ihren  Schnittpunkten  etc.  aufgestellt. 
Der  zweite  Theil  der  Arbeit  ist  der  Construction  eines  double- 
sixer's  gewidmet.  Man  kann  nämlich  aus  diesen  27  Linien  (und  zwar 
auf  36  verschiedene  Weisen)  12  Linien,  die  eine  Doppelsechs  (double- 
sixer)  bilden,  auswählen,  und  ein  solches  System  von  Linien  mit 
a,,     flj,     a^,     a^,     o,.,     a, 

^11     K     K     ^4'    ^'     K 
bezeichnen;  dann  treffen  sich  keine  zwei  Linien  a,  noch  zwei 

Linien  b,  wohl  aber  trifft  jede  Linie  a  ihre  Linie  b,  ausgenommen 
sind  die  Linien  eines  Paares  (a,,  b^)  (a^,  feg)  •  •  •  (^ei  K\  "^^ 
ein  solches  System  von  12  Linien  führt  sofort  zu  den  Übrig  blei- 
benden 15  Linien.  In  einer  Arbeit  „über  die  Doppelsechs  einer 
Oberfläche  dritten  Grades  (Quart.  J.  X  58-7 1  s.  F.  d.  M.  IL  p.  578) 
erhielt  Prof.  Cayley  analytische  Ausdrücke  für  die  zwölf  Linien 
eines  double-sixer  und  berechnete  auch  numerische  Werthe,  die 
sich  jedoch  als  unbequem  zur  Construction  einer  Figur  erwiesen. 
Eine  andere  Methode  der  Behandlung,  nämlich  mittels  der  Glei- 
chung der  Oberfläche  dritten  Grades 

/ jp y_  1   _? Ü^'N  /a?g  _  yto\ 

-»(t-:^+7-t)(^)=» 

ist  seitdem  von  dem  Verfasser  versucht  worden.  Diese  Methode 
entwickelt  er  ausführlich  und  findet  sie  zweckentsprechend. 

Glr.  (0.) 

Laguerre.      Recherches   analytiques   sur  la   surface  du 
troisifeme  ordre  qui  est  la  röciproque  de  la  surface  de 

Steiner.     Nouv.  Ann.   (2)   XI.  319-327.  337-347.  418-428.  XIL  55-71. 

Obwohl  die  Arbeit  auch  jetzt  noch  nicht  vollständig  er- 
schienen ist,  so  möchte  doch  ein  weiteres  Hinausschieben  des 
Referates  nicht  erwünscht  sein. 

Ein  Theil  der  Resultate  der  vorliegenden  Untersuchungen 
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ist  in  der  Arbeit  des  Verfassers:  Sur  la  surface  de  Steiner 
(Inst.  XL  116)  ebenfalls  enthalten  und  in  dem  darauf  bezüglichen 
Referat  im  vierten  Bande  dieser  Fortschritte  p.  303  mitgetheilt. 
(Man  vergleiche  auch  das  Referat  über  eine  Arbeit  von  Eckardt 
F.  d.  M.  Bd.  IV.  p.  394).  Es  wird  sich  also  in  diesem  Referate 
wesentlich  um  die  Angabe  der  Methode  und  der  wichtigsten 
weiteren  Resultate  handeln. 

Der  Verfasser  geht  von  den  fünf  mit  beliebigen  Constanten 
multiplicirten  Abständen  ab  c  d  e  eines  beliebigen  Punktes  von 
fünf  festen  Ebenen  aus,  welche  er  als  pentaedrische  Coordinaten 
jenes  Punktes  ansieht,  und  zwischen  denen  eine  lineare  homo- 
gene Gleichung  existirt. 

Die  Gleichung 

stellt  alsdann  ftir  jeden  Werth  von  t  eine  Ebene  dar,  welche  bei 
variirendem  t  eine  gewisse  abwickelbare  Fläche  sechsten  Grades 
einhüllt,  deren  Gleichung  ist 

t»  ^  21p  =  0, 
wo  t  und  j  die  quadratische  und  cubische  Invariante  der  Form  u 
sind,  also 

%  =  ae  — 46d  +  3c' 

a    h    c 

b    c    d 

c    d    e 

Die  Rückkehrcurve  dieser  abwickelbaren  Fläche  ist  eine  Curve 
Z  sechsten  Grades  mit  den  Gleichungen 

«  =  0,  j  =  0, 
und  aus  den  Formen  der  Gleichungen  folgt  ohne  Weiteres,  dass 
ihre  Schmiegungsebenen  zugleich  Tangentialebenen  der Flächej  =  0 
in  den  entsprechenden  Punkten  sind,  dass  also  Z  für  die  Fläche 
dritten  Grades  i  =  0  eine  asymptotische  Linie  ist.  Es  wird  nun 
gezeigt,  dass  jede  asymptotische  Curve  der  Fläche  j  =  0  dieselben 
Eigenschaften  hat,  und  dass  man  durch  passende  Wahl  des  Coor- 
dinatenpentaeders  die  beiden  durch  irgend  einen  Punkt  der  Fläche 
j  =  0  gehenden  asymptotischen  Curven  in  derselben  Form  dar- 
stellen kann.    Die  Fläche  i  =  0  aber  ist  die  polar  reciproke  der 
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Steiner'schen  Fläche,  denn  sie  besitzt  vier  Knotenpunkte,  welche 
bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

a  _  6  __  c  __  d 

b  ^  c  ^  d  ~~  e  ' 
Von  dieser  Fläche  j  =  0  werden  zunächst  die  in  dem  dtirten 
Beferat  mitgetheilten  Eigenschaften  entwickelt  Alsdann  wendet 
sich  der  Verfasser  zur  Betrachtung  der  Enotenlinien  der  erwähnten 
abwickelbaren  Flächen,  welche  Raumcurven  vierten  Grades  und 
zweiter  Art  sind,  vom  Verfasser  Quartiken  genannt  zum  Unter- 
schied von  denen  erster  Art,  die  er  Biquadratiken  nennt  Es 
zeigt  sich,  dass  jede  beliebige  Quartik  die  Knotenlinie  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  sechster  Ordnung  und  vierter  Klasse  ist,  und 
dass  durch  jede  Generatrix  dieser  Fläche  und  die  Quartik  eine 
geradlinige  Fläche  dritten  Grades  hindurchgeht  Weiter  ergiebt 
sich,  dass,  wenn  sich  aus  den  Generatrices  der  abwickelbaren 
Fläche  ein  geschlossenes  Polygon  bilden  lässt,  dessen  Eckpunkte 
selbstverständlich  auf  der  Knotenlinie  liegen,  dieses  Polygon  ge- 
schlossen bleibt,  wie  man  auch  die  erste  Seite  variire.  Hieran 
schliessen  sich  noch  einige  weitere  Ausführungen.  Die  Unter- 
suchung der  Asymptotenlinien  Z  fährt  ebenfalls  zu  mehreren 
interessanten  Resultaten.  Zwei  beliebige  Schmiegungsebenen  von 
Z  schneiden  nämlich  die  Fläche  t  =  0  in  zwei  Kegelschnitten, 
und  der  Scheitel  eines  der  beiden  Kegel,  welche  durch  diese 
beiden  Kegelschnitte  gelegt  werden  können,  liegt  auf  der  Fläche 
j  =  0  und  beschreibt  diese  Fläche  vollständig,  wenn  man  die 
beiden  Schmiegungsebenen  sich  beliebig  ändern  lässt. 

Die  Curve  Z  besitzt  vier  stationäre  (Rückkehr-)  Punkte.  Ord- 
net man  dieselben  auf  irgend  eine  Weise  in  zwei  Paare,  so  ent- 
spricht einer  solchen  Gruppirung  eine  involutorische  Theilung 
der  Curve.  Man  verbinde  die  Doppelpunkte  einer  solchen  Invo- 
lution durch  eine  Gerade.  Die  drei  Geraden,  welche  man  auf 
diese  Weise  erhält,  liegen  in  einer  Ebene,  welche  die  Central- 
ebene  der  Curve  Z  genannt  wird.  Alle  asymptotischen  Linien 
der  Fläche  j  =  0  haben  dieselbe  Centralebene,  diese  wird  des- 
halb auch  als  Centralebene  der  Fläche  j  =  0  bezeichnet,  und  es 
ist  diejenige  Ebene,   welche  diese  Fläche  in  den  drei  Geraden 
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schneidet;  die  nicht  durch  Knotenpunkte  der  Fläche  hindurch- 
gehen. Weitere  Betrachtungen  beziehen  sich  auf  eine  Fläche 
vierten  Grades,  den  Ort  der  bereits  oben  erwähnten  Enotenlinien, 
über  deren  Zusammenhang  mit  den  übrigen  betrachteten  Gebilden 
sich  noch  mancherlei  Sätze  ergeben.  A. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 

M.  G.  Darboux.     Sur  une  classe  remarquable  de  cour- 
bes  et   de  surfaces  alg^briques  et  sur  la  th^orie  des 

imaginaires.     M^m.  de  Bordeaux  YIII.  292-350,  IX.  1-276. 

Den  Hauptinhalt  der  umfangreichen  Arbeit  bildet  die  Unter- 
suchung der  cyclischen  Curven  und  Flächen.  Unter  cyclischen 
Curven  (Cyclicacyclique)  versteht  der  Verfasser  diejenigen  Raum- 
curven,  welche  den  Durchschnitt  einer  Kugel  und  einer  Fläche 
zweiten  Grades  bilden,  und  diejenigen  ebenen  Curven,  welche 
man  aus  jenen  durch  Transformation  mittelst  reciproker  Radien 
erhält;  d.  h.  die  ebenen  Curven  vierten  Grades,  welche  die  ima- 
ginären Ereispunkte  als  Doppelpunkte  enthalten.  Eine  cyclische 
Fläche  oder  Cyelide  ist  eine  Fläche  vierten  Grades,  welche  den 
unendlich  entfernten  imaginären  Kreis  als  Doppeicurve  enthält. 
Ueber  dieselben  Gebilde  sind  früher  bereits  Untersuchungen  ver- 
öffentlicht, und  zwar  unter  andern  vom  Verfasser  (vergl.  F.  d.  M. 
Bd.  IL  p.  571),  und  von  Herrn  Casey  (vgl.  F.  d.  M.  Bd.  HI.  p.  397). 
Auch  die  Untersuchungen  des  Herrn  Moutard  über  anallagmati- 
sche  Gebilde  behandeln  viele  Eigenschaften  der  cyclischen  Flächen 
und  Curven,  zu  welchen  übrigens  eine  grosse  Anzahl  der  bekann- 
teren speciellen  Curven  und  Flächen  vierten  Grades  gehören, 
z.  B.  die  Fusspunktencurven  der  Kegelschnitte,  die  Descartes'schen 
Ovale,  die  Lemniscate,  die  cubique  circulaire,  die  Cissoide  in  der 
Ebene;  im  Baume  die  sphärischen  Kegelschnitte,  das  Viviani'sche 
Fenster ;  von  Flächen  die  Dupin'sche  Cyelide  und  die  Spira,  die 
Fnsspunktenflächen  der  Flächen  zweiten  Grades  u.  a.  m.  Die 
Cycliken,  deren  allgemeine  Gestalt  nach  der  von  Painvin  Ober 

ForUchr.  d.  Miith.  V.  2.  26 


Digitized  by 


Google 


400  I^  Abschnitt.    Analy tische  Geometrie. 

die  Raumcurven  vierten  Grades  angestellten,  vom  Verfasser  noek 
etwas  weiter  durcligeführten  Untersuchungen  discutirt  werden 
kann,  (vergl.  Nouv.  Ann.  (2)  VII.  p.  481-501  und  ö29-54ö  oder 
F.  d.  M.  I.  242),  haben  eine  Reihe  interessanter  geometrischer 
Eigenschaften.  Eine  sphärische  Cyclika  kann  n&mlich  auf  vier 
verschiedene  Arten  angesehen  werden  als  Enveloppe  von  Kreises^ 
welche  einen  Kugelkreis,  den  Directorkreis,  rechtwinklig  schnei- 
den, und  deren  sphärische  Centra  auf  einem  sphärischen  Kegel- 
schnitte, dem  Deferenten,  liegen;  nämlich  die  Tangentialebenen 
eines  jeden  der  vier  Kegel  zweiten  Grades,  welche  durch  die 
Cyclika  gelegt  werden  können^  schneiden  die  Kugel  in  Kreisen 
einer  solchen  Schaar.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Cyclika  durch 
reciproke  Radien  wieder  in  eine  Cyclika  transformirt  wird;  and 
wenn  man  als  Centrum  der  Transformation  den  Scheitel  eines 
der  eben  genannten  vier  Kegel  wählt,  so  transformirt  sich  bei 
passender  Wahl  des  Modulus  die  Cyclika  in  sich  selbst,  weshalb 
sie  nach  Herrn  Moutard  anallagmatische  Curven  genannt  werden. 
An  einer  anderen  Stelle  zeigt  der  Verfasser,  dass  jede  Cyclika 
durch  reciproke  Radien  in  einen  sphärischen  Kegelschnitt  trans- 
formirt werden  kann.  Die  vier  Directorkreise  einer  Cyclika 
schneiden  sich  paarweise  rechtwinklig,  die  vier  Deferenton-Kegel- 
schnitte  sind  confocal.  Aus  den  vier  Schaaren  doppelt  berühren- 
der Kreise  sind  die  Kreise  mit  dem  Radius  Null  besonders  wich- 
tig, ihre  Mittelpunkte  sind  die  Brennpunkte  der  Cyclika.  Es  »nd 
dies  die  Durchschnitte  je  eines  Directorkreises  mit  dem  zage- 
hörigen Deferentenkegelschnitt,  im  Ganzen  16  Punkte,  von  denen 
nur  vier  reell  sein  können.  Mit  Hülfe  des  Poncelet'schen  Theo- 
rems ergiebt  sich  eine  lineare  Relation  zwischen  den  Distansen 
eines  beliebigen  Punktos  der  Cyclika  von  drei  auf  demselben 
Directorkreise  liegenden  Brennpunkten,  oder  noch  allgemeiner 
zwischen  den  Tangenten  von  einem  Punkte  der  Curve  an  drei 
die  Curve  doppelt  berührende  Kugeln,  welche  derselben  Sehaar 
angehören.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  die  Cyclika  doppdt 
berührenden  Kugeln  mit  dem  Radius  0,  der  nach  den  DefinüieDen 
des  Verfassers  (siehe  weiter  unten)  die  sogenannten  Focallinien 
der   gegebenen   Curve   bildet,   setzt   sich   zusammen   aus  vier 
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Cyoliken,  welche  auf  vier  Kugeln  liegen,  die  orthogonal  sind  zu 
der  Kugel,  auf  welcher  die  gegebene  Gycli^a  liegt.  Eine  jede 
dieser  vier  Focalcurven  hat  die  drei  andern  nebst  der  gegebenen 
Curve  zu  Focalcurven;  und  es  existirt  eine  lineare  Relation  zwi- 
schen den  Distanzen  eines  Punktes,  der  sich  auf  einer  dieser 
fUnf  Curven  bewegt,  von  drei  festen  Punkten,  die  auf  einer  der 
vier  andern  Curven  liegen.  Hierin  und  in  einigen  weiteren  Con* 
Sequenzen,  die  wir  hier  übergehen,  liegt  eine  bemerkenswerthe 
Analogie  mit  den  rSumlichen  Focaleigenschaften  der  Kegelschnitte. 
Nur  dies  sei  noch  erwähnt,  dass  durch  jeden  Punkt  einer  Kugel 
zwei  einander  rechtwinklig  schneidende  Cyoliken  gehen,  welche 
gegebene  Brennpunkte  haben.  (Von  den  16  Brennpunkten  sind 
12  durch  die  vier  andern  bestimmt).  In  Bezug  auf  die  Discussion 
specieller  Fälle  muss  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden. 

Die  Cyeliden  sind  durch  projectivische  Verwandtschaft  aus 
der  Kummer'schen  Fläche  vierten  Grades  mit  einem  beliebigen 
Kegelschnitt  als  Doppelcurve  abzuleiten,  so  dass  die  Eigenschaften 
derselbea  als  specielle  Fälle  aus  denen  dieser  allgemeineren  Fläche 
hervorgeben.  Der  Verfasser  hält  trotzdem  eine  speciellere  Unter- 
sachung  nicht  für  überflüssig,  da  sie  sich  mit  verhältnissmässig 
einfachen  Methoden  durchführen  lässt,  einen  einfachen  Ausspruch 
der  Resultate  gestattet,  und  da  sieh  hieraus  wieder  die  Theorie 
der  Kummer'schen  Fläche,  sowie  die  der  allgemeinen  Fläche 
dritten  Grades  durch  projectivische  Relationen  herleiten  lassen. 

Eine  Fundamental -Eigenschaft  der  Cyeliden  besteht  darin, 
dass  sie  Enveloppen  von  Kugeln  sind,  die  eine  gegebene  Kugel, 
die  Directrix,  rechtwinklig  schneiden,  und  deren  Mittelpunkte  auf 
einer  Fläche  zweiten  Grades,  der  Deferente,  liegen.  Jede  Cyclide 
kann  aui  fünffache  Weise  als  eine  solche  Enveloppe  angesehen 
werden,  und  zwar  sind  die  fünf  Deferenten  confocale  Flächen 
und  die  fünf  Directrices  orthogonale  Kugeln.  Aus  dieser  Eigen- 
schaft kann  nun  eine  Reihe  von  Folgerungen  gezogen  werden, 
analog  wie  bei  den  Cyoliken,  u.  a.  dass  sie  anallagmatische 
Flächen  sind,  sowie  dass  sie  durch  reciproke  Radien  in  Flächen 
«weiten  Grades  transformirt  werden,  dass  die  Brennlinien  der 
Cyeliden  d.  h.  die  Orte  der  Mittelpunkte  unendlich  kleiner,  sie 
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doppelt  berührender  Kugeln  diejenigen  ftanf  Cycliken  sind,  in 
denen  jede  Directrix  die  zugehörige  Deferentenfl&ehe  schneidet, 
und  dass  diese  fünf  Cycliken  in  dem  oben  bei  den  Focaleigen- 
schaften  dieser  Curven  besprochenen  Zusammenhange  stehen.  Die 
Betrachtung  der  Brennlinien  der  Cycliden  führt  zu  derjenigen 
eonfocaler  Cycliden,  bei  welcher  sich  ergiebt,  dass  durch  jeden 
Punkt  im  Räume  drei  einem  Systeme  eonfocaler  Cycliden  ange- 
hörige  Flächen  gehen,  welche  sich  rechtwinklig  schneiden.  An- 
dere Eigenschaften  der  Cycliden,  so  wie  die  Untersuchung  der 
speciellen  Arten  dieser  Flächen,  der  auf  den  Cycliden  befind- 
lichen ebenen  und  sphärischen  Curven,  die  sämmtlich  Cycliken 
sind,  können  hier  übergangen  werden. 

Die  Abhandlung  enthält  ausser  diesem  Hauptinhalt  eine 
grosse  Menge  von  Betrachtungen  allgemeineren  Characterg  und 
von  Nebenuntersuchungen,  welche  theils  einleitende  Abschnitte 
der  Haupttheile  bilden,  theils  in  den  Text  eingefügt  sind,  theils 
endlieh  in  einer  grossen  Reihe  von  umfangreichen  Noten  tome  IX 
p.  121— 27G  niedergelegt  sind.  So  ist  ein  grosser  Abschnitt  der 
Transformation  durch  reciproke  Radien  (Inversion)  gewidmet 
Interessant  ist  hieran  besonders  die  projectivische  Auffassung, 
durch  welche  diese  Transformation  als  ein  specieller  Fall  der 
folgenden  allgemeineren  Verwandtschaft  auftritt:  Wenn  gegeben 
ist  ein  Punkt  0  und  eine  Fläche  zweiten  Grades  A',  so  soll  irgend 
einem  Punkte  A  der  Punkt  A'  entsprechen,  welchen  der  Strahl 
OA  mit  der  Polarebene  von  A  in  Bezug  auf  A*  gemein  hat 
Diese  Verwandtschaft  geht  offenbar  in  die  reciproke  über,  wenn 
man  k*  als  eine  Kugel  und  0  als  ihren  Mittelpunkt  wählt  Die 
Betrachtung  dieser  allgemeineren  Verwandtschaft  ist  aber  nament- 
lich für  die  Auffassung  der  singulären  Fälle  von  Bedeutung  und 
ftlhrt  u.  a.  für  die  Inversion  zu  dem  Resultat,  dass  jeder  Geraden, 
welche  durch  den  unendlich  entfernten  Kreis  geht,  eine  gewisse 
andere  leicht  zu  bestimmende  Kreisgerade  entspricht,  welche  den 
unendlich  entfernten  Kreis  in  einem  andern  Punkte  schneidet 
Dies  ist  ftlr  die  Betrachtung  der  Focaleigenschaften  wichtig.  Anch 
die  Reduction  des  Grades  der  transformirten  Gebilde  in  gewissen 
speciellen  Fällen  wird  durch  diese  Betrachtung  leicht  erkennbar. 
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Zum  Stodium  der  Focaleigenschaften  einer  Fläche  betrachtet 
der  Verfasser  die  toq  ihm  sogenannte  abwickelbare  Focalfläche; 
d.  h.  diejenige  (imaginäre)  abwickelbare  Fläche,  deren  Genera- 
trices  dorch  den  unendlich  entfernten  Kreis  gehen  und  die  gege- 
bene Fläche  berühren;  ebenso  ist  die  abwickelbare  Focalfläche 
einer  Curve  diejenige  imaginäre  abwickelbare  Fläche,  deren  Ge- 
neratrices  durch  den  unendlich  entfernten  Kreis  und  durch  die 
gegebene  Curve  gehen;  die  Doppellinien  dieser  Fläche  sind  die 
sogenannten  Focallinien;  jeder  Funkt  einer  Focallinie  heisst  ein 
Brennpunkt  der  Fläche  respective  der  Curve. 

Die  abwickelbaren  Focalflächen  sind  ausgezeichnet  durch 
die  Eigenschaft/  dass  das  Bogendifferential  der  Rückkebrcurve 
derselben  Null  ist,  dass  also  jeder  Bogen  auf  dieser  Curve  die 
Länge  Null  hat. 

Die  Normalen  der  abwickelbaren  Focalflächen  fallen  mit  den 
6eneratrie-es  derselben  zusammen,  und  jede  auf  ihr  beflndliche 
Carye  ist  als  eine  Krttmmungslinie  anzusehen.  Da  nun  die  ab- 
wickelbare Focalfläche  die  gegebene  Fläche  selbst  in  einer  Curve 
bertthrt,  so  muss  diese  Curve  auch  fttr  die  Fläche  selbst  eine 
Krtimmungslinie  sein,  und  zwar  ist  sie  der  (imaginäre)  Durch- 
schnitt der  Fläche  mit  der  unendlich  nahen  confocalen  Fläche. 
Diese  und  ähnliche  Betrachtungen,  auf  welche  hier  nicht  genauer 
eingegangen  werden  kann,  führen  den  Verfasser  zu  interessanten 
Resultaten  beztiglich  der  orthogonalen  Flächen,  u.  a.  zu  folgenden 
Sätzen.  Wenn  drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  so  beschaffen 
sind,  dass  zwei  «von  ihnen  durch  dieselbe  Gleichungsform  ausge- 
drückt sind,  sich  also  nur  durch  Werthe  der  Parameter  unter- 
scheiden, 80  sind  diese  beiden  Systeme  wenigstens  theilweise 
confocal,  und  ihre  Enveloppe  ist  eine  abwickelbare  Fläche,  welche 
von  den  Flächen  des  dritten  Systems  in  Geraden  geschnitten 
wird.  Diese  Geraden  sind  fttr  jede  Fläche  des  dritten  Systems 
Enveloppeu  von  Krümmungslinien.  Ferner:  Wenn  die  Krümmungs- 
linien einer  Fläche  eine  Enveloppe  haben,  so  setzt  sich  dieselbe 
aus  mehreren  Kreisgeraden  zusammen,  wofern  sie  nicht  die  sin- 
gulare Krtimmungslinie  ist,  in  welcher  die  abwickelbare  Focal- 
fläche die  Fläche  berührt.     Es  sind  hierin  Erweiterungen  der 
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7on  Herrn  Kummer  für  ebene  Orthogonalsyeteme  entdeekten 
Eigenschaften  ausgesprochen.  Es  mag  schliesslich  erwähnt  wer- 
den, dass  die  abwickelbaren  Focalflächen  in  der  Transformation 
durch  reciproke  Radien  in  die  abwickelbaren  Focalflächen  der 
transformirten  Flächen  übergehen.  (Man  vergleiche  in  Bezug  auf 
die  Orthogonalsysteme  die  Arbeit  von  Schläfli,  „Ueber  die  allge- 
meinste Flächenschaar"  etc.  Borchardt  J.  LXXVI  p.  126--149. 
Referat  in  diesem  Bande  p.  390). 

Ein  grösserer  eingeschobener  Abschnitt  enthält  eigenthUm- 
liehe  Betrachtungen  imaginärer  Punkte  in  ebenen  und  sphäriscben 
Gebilden.  Die  Betrachtung  zweier  conjugirter  imaginärer  Punkte 
geschieht  vermittelst  der  beiden  reellen  Punkte,  durch  welche  die 
durch  die  imaginären  Punkte  gelegten  Kreisgeraden  hindurch- 
gehen. Das  so  erhaltene  reelle  Punktpaar  und  das  Paar  cod- 
jugirter  Punkte  heissen  associirte  Punktpaare.  Dann  ergiebt  scb 
die  Relation,  dass  das  Verhältniss  der  Abstände  eines  beliebig^o 
Punktes  in  der  Ebene  von  den  Punkten  eines  Paares  gleich «" 
ist,  wo  V  den  Winkel  bedeutet,  unter  welchem  von  jenem  Punkte 
aus  das  associirte  Punktpaar  erscheint.  Dagegen  ist  das  Prodoct 
der  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  von  den  Punkten  eines 
Paares  dem  Producte  der  Abstände  desselben  Punktes  von  den 
Punkten  des  associirten  Paares  gleich.  Fttr  die  Kugel  gelten 
ähnliche  Relationen,  mit  dem  bemerkenswerthen  Untersehiede, 
dass  statt  des  Winkels,  unter  welchem  zwei  Punkte  von  einem 
dritten  aus  gesehen  erscheinen,  der  Flächeninhalt  des  sphärisches 
Dreiecks  auftritt,  welches  dieser  dritte  Punkt  mit  zwei  gewissen 
andern  Punkten  bildet. 

Sind  nun  in  der  Ebene  ab,  dV  und  xy  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  dreier  reeller  Punkte,  so  kann  man  dieselben  Punkte 
definiren  durch  die  imaginären  Coordinaten 

a  =i  a  -{-bi,      ß  =  a  —  6t, 

ti  =  a?  +  yt,      f>  =  X  —  yi. 
Dann  werden  die  zu  den  Punkten  aß  und  a'ß*  associirten  PsA^te 
in   diesem  neuen  Coordinatensystem  die  Coordinaten  oß,  ^ 
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a^ß  haben,  und  das  Quadrat  der  Distans  r  des  Punktes  uf>  von 
aß  ist  gegeben  durch  die  Gleiehung 

Diese  Betraehtangen  sind  wichtig  flElr  eine  Klasse  von  ebenen 
Carven,  welche  definirt  sind  als  der  geometrische  Ort  derjenigen 
Pnnkte,  für  welche  das  Product  der  Abstände  von  einer  Reihe 
von  festen  Punkten  zu  dem  Product  der  Abstände  von  einer  an- 
deren Reihe  fester  Punkte  ein  constantes  Verhältniss  hat.  In 
Bezug  auf  die  eben  besprochenen  imaginären  Coordinaten  kann 
nämlich  die  Gleichung  der  Curve  in  die  Form 

gebracht  werden,  wobei  die  (p  und  9,,  ^  und  %p^  ganze  rationale 
Functionen  bedeuten,  die  paarweise  conjugirt  sind.  Diese  Glei- 
chung lässt  sich  in  die  Form  bringen 

v{u)+i\p{u)   _  yt(o)+^yi(o) 

welche  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die 
Wurzeln  des  Zählers  und  des  Nenners  andere  geworden  sind. 
Hieraus  folgt  der  Satz:  Wenn  eine  Gurve  der  oben  definirte 
geometrische  Ort  ist,  so  ist  sie  es  auch,  wenn  man  die  beiden 
Systeme  von  festen  Punkten  auf  passende  Weise  durch  andere 
Systeme  ersetzt,  und  zwar  auf  unendlich  vielfache  Weise,  so  dass 
einer  der  Punkte  beliebig  gewählt  werden  kann.  Im  Allgemeinen 
haben  beide  Systeme  gleichviel  Punkte,  auch  wenn  die  anfangs 
gegebenen  Systeme  eine  verschiedene  Zahl  haben.  Dieselbe 
Curve  hat  alsdann  auch  die  Eigenschaft,  dass  von  ihren  Punkten 
aus  gesehen  gewisse  Punktpaare  unter  Winkeln  erscheinen,  deren 
algebraische  Summe  constant  ist,  und  zwar  sind  auch  diese  Punkt- 
paare auf  unendHoh  viele  Weisen  auswählbar  und  liegen  auf 
der  Gurve  selbst.  Diese  Eigenschaft  hängt  mit  der  vorher  be- 
sprochenen durch  die  oben  angedeutete  Relation  zusammen. 
Wenn  man  bei  der  betrachteten  Gurve  endlich  den  Werth  des 
Constanten  Verhältnisses  der  Producte  ändert,  so  erhält  man  eine 
Sefaaar  von  Gurven,  deren  Orthogonalsystem  aus  Gurven  derselben 
Art  besteht,  und  zwar  so,  dass  die  algebraische  Summe  der  Win- 
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kel  constant  ist,  unter  welchen  die  Punktpaare  des  ersten  Systems 
von  jedem  Punkte  einer  Orthogonalcurre  aus  erscheinen.  In  die- 
sen Sätzen  liegt  eine  grosse  Uebereinstimmung  mit'  bekannten 
Eigeuscbaften  des  Kreises.  Auf  der  Kugel  ergeben  sich  ähnliche 
Sätze,  in  denen  die  Winkel,  unter  denen  Punktpaare  erscheinen, 
durch  die  Inhalte  gewisser  sphärischer  Dreiecke  vertreten  md. 
In  hohem  Grade  einfach  behandelt  der  Verfasser  in  einer 
anderen  Note  die  Poncelet'schen  Polygone,  und  zwar  sehr  ver- 
allgemeinert. Sind  nämlich  a,  /9,  y  die  homogenen  Coordinaten 
eines  Punktes,  so  ist 

ttw}-\-  ßm  -j-y  =  0 
die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  einen  Kegelschnitt  JT  ein- 
hüllt, wenn  m  variirt    Sind  a'  ß*  y^  die  Coordinaten  eines  gege- 
benen Punktes,  so  werden  durch  die  Gleichung 

«'m'  +  /?'m  +  y'  =  0 
zwei  Werthe  von  m  bestimmt,  sie  seien  q  und  p^,  und  es  ist 

'        ^1^     -ß'    ^y 

Man  kann  nun  q  und  q^  als  Coordinaten  des  Punktes  a'  ^  y  an- 
sehen. In  dem  so  erhaltenen  Coordinatensystem  ist  die  Gleiebang 
des  Kegelschnittes /if(9  —  ß,)'  =  0,  und  ein  Kegelschnitt,  welcher 
denselben  doppelt  bertthrt;  erhält  die  Gleichung 

Dieser  Kegelschnitt  geht  für  B  =  C  m  eine  Gerade  über.  Eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  q  und  ^p  welche  in  Bezug  aof 
Q  vom  Grade  m,  in  Bezug  auf  Q^  vom  Grade  m^  ist,  stellt  im 
Allgemeinen  eine  Curve  vom  Grade  m•{'tn^  dar.  Nur  eine  sym- 
metrische Gleichung,  die,  in  Bezug  auf  jede  Variabele  vom  Grade 
m  ist,  stellt  eine  Curve  ift**""  Grades  dar,  und  umgekehrt  kaon 
jede  Curve  m*^"  Grades  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellt 
werden.  Eine  Curve  n*^"  Grades,  welche  durch  die  »*  Durch- 
schnittspunkte der  Geraden  A^  Ä^  ---  An  und  £,  ••*  £«  geht,  bat 
die  Gleichung 

A^ '  A^  •••  il«  =  fc'B,  -Bj  •••  B«. 
Sind  die  sämmtlichen  Geraden  Tangenten  des  Kegelschnitts  Ki 
so  kann  man  setzen 
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^.=  «(«.  —  ?)(««  —  ?,) 
und  wenn  man  nun  setzt: 

und 

so  kann  man  die  Gleichung  der  Curve  bringen  in  die  Form 

v^(p)     9(e,) ' 

anf  welche  man  nun  genau  dieselben  Schlttsse  anwenden  kann, 
wie  oben  gezeigt  ist;  daraus  folgt  der  Satz:  Wenn  eine  Curve 
,iten  Grades  durch  die  n*  Schnittpunkte  von  zwei  Systemen  von 
je  ft  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  geht,  so  enth&lt  sie  un- 
endlich viele  Systeme  von  n*  Durchschnittspunkten  je  zweier 
Systeme  von  je  2  Tangenten  dieses  Kegelschnittes. 

Auf  ähnliche  Weise  wird  dann  ein  analoger  Satz  gewonnen, 
bei  welchem  statt  der  n*  Punkte  des  vorigen  Satzes  die  sämmt- 
lieben  Durchschnittspunkte  yon  (n  +  1)  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts K  auftreten,  und  indem  man  dann  die  Curve  n*^"  Grades 
in  passender  Weise  so  bestimmt,  dass  sie  sich  in  Curven  niederen 
Grades  auflöst,  erhält  man  Sätze,  welche  die  über  die  Poncelet- 
schen  Polygone  direct  in  sich  enthalten.  Der  Verfasser  zeigt 
alsdann  noch,  wie  die  von  ihm  benutzten  Coordinaten  geeignet 
sind,  diese  Sätze  mit  den  Additionstheoremen  für  hyperelliptische 
Integrale  in  Zusammenhang  zu  bringen ,  wie  dies  für  speciellere 
Theoreme  von  Jacobi  und  Clebsch  geschehen  ist,  und  schliesst 
daran  noch  einige  interessante  Anwendungen  dieses  Coordinaten- 
systemes. 

Dies  sind  nach  dem  Urtheile  des  Referenten  die  wichtigsten 
Punkte  der  durch  ihre  Methoden  anregenden  und  durch  viele 
Resultate  interessanten  Arbeit.  Man  wird  in  ihr  noch  viele  hier 
nicht  erwähnte  Details  ttber  die  Inversion,  über  Kriimmungslinien, 
über  elliptische  und  hyperelliptiscbe  Integrale  u.  a.  finden.  Ihre 
vollständige  Aufzählung  und   Besprechung  dürfte  dem  Zweck 
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dieses  Referates^  das  einen  Gesammtttberblick  geben  soll,  ent- 
gegen sein  und  den  Umfang  desselben  zu  weit  ausdehnen. 

A. 

A.  Cayley.     Theorem  in  regard  to   the   Hessian  öf  a 
quaternary  function.     Quart.  J.  xil.  193-197. 

Giebt  einen  Ausdruck  für  die  Hesse'sohe  Fläche  von 
P*  +  AP*',  wo  P,  F  quaternäre  Functionen  von  (x,  y, »,  w)  vom 
Grade  l,  beziehungsweise  P  sind.  Cly.  (0.) 

A.  Cayley.     On  a  correspondence  of  points  in  relation 
to  two  tetraedra.    Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  396-404. 

Gegeben  sind  die  Tetraeder  ABCIhnnä  Ä'ffCD^  Verlangt 
wird,  die  Punkte  P,  P'  in  je  einer  Ebene  ABC  und  Ä'B'C  so  za 
finden,  dass  ABCD  bei  P  und  A^FCD'  bei  P'  gleiche  Winkel 
abschneiden.  Der  Verfasser  ist  durch  ein  allgemeineres  Problem, 
welches  er  hier  nicht  weiter  behandelt,  darauf  gefbhrt  worden. 
Dieses  heisst:  Gegeben  die  zwei  Tetraeder,  bestimme  die 
geometrischen  Orte  der  Punkte  P  und  P'  so,  dass  ABCD  bei  P 
und  A'B'CD'  bei  P'  gleiche  Winkel  abschneiden.        Cly.  (0.) 

A.  Hochheim.     Ueber  die  windschiefe  Fläche  z  =  Mfx, 

Grnnert  Arch.  LV.  34-48. 
Der  Verfasser  erzeugt  die  Fläche  durch  Bewegung  einer 
Geraden,  die  stets  der  arss-Ebene  parallel  bleibt,  die  y-Axe  schnei- 
det und  ausserdem  noch  die  Parabel  (x  =  T,  y*  =  p»)  trift 
Nach  Entwickelung  der  Gleichung  der  Fläche  durch  Integration 
einer  Differentialgleichung  werden  die  Horizontalprojectionen  der 
Scbnittcurven  in  Bezug  auf  Culminationspunkte,  Asymptoten  nnd 
Beugungspunkte  untersucht,  wobei  einzelne  Fälle  besonders  her- 
vorgehoben werden.  Nun  folgt  die  Betrachtung  der  Tangential- 
ebenen und  der  Normalen.  Hierauf  werden  die  Orthogonal- 
flachen  untersucht  fttr  dasjenige  Fläehensystem,  welches  man  &- 
hält,  wenn  man  der  Grösse  M  in  der  Gleichung  «  =  jtfy*«  alle 
möglichen  Werthe  ertheilb    £s  ergiebt  sich: 
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77  (^ -a>*,  ««  +  *«)  =  0, 

WO  n  eine  beliebige  Function,  als  Gleichung  des  Flächensystems, 
welches  die  Schaar  windschiefer  Flächen  rechtwinklig  schneidet. 
Endlich  wird  noch  die  Fusspunktenfläche  Ar  den  Goordinaten- 
anfang  bestimmt,  und  die  Cubatur  des  von  der  Fläche  s  =  My^x, 
der  d^-Ebene  und  den  Ebenen  x  =  a^  y  =  +  ^  eingeschlossenen 
Baumes  vorgenommen.    Es  ist: 

J  ==y  dx  jMy^xdy  =  — | . 

o  -h 

Hieran  werden  noch  ein  paar  Bemerkungen  geknüpft.        Mz. 
A.  Enneper.     BemerkuDgen   über  die  Enveloppe   einer 

Kugelfläche.     Gott.  Nachr.  1873.  217-248. 

In  diesem  Aufsatze  werden  einige  Formeln  mitgetheilt,  welche 
die  Flächen  betreffen,  die  eine  Kugelfläche  von  variablem  Radius 
einhüllen,  deren  Mittelpunkt  eine  beliebige  Raumcurve  beschreibt. 

Mz. 

A.  Caylby.     On  the  centro-surface  of  an  ellipsoid. 
Trans,  of  Cambridge  XII.  319-365. 

Die  Mittelpunktsfläche  irgend  einer  gegebenen  Oberfläche 
ist  der  geometrische  Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  der  gege- 
benen Oberfläche,  oder  mit  andern  Worten,  es  ist  der  geometri- 
sche Ort  der  Schnitte  der  benachbarten  Normalen.  (Die  Normalen, 
welche  die  Normale  an  irgend  einem  speciellen  Punkte  der 
Oberfläche  schneiden,  sind  diejenigen  an  irgend  einen  folgenden 
Punkt  auf  jeder  der  beiden  Krflmmungscurven,  welche  durch  den 
Funkt  auf  der  Oberfläche  gehen).  Die  Ausdrücke:  Normale, 
Krtlmmungsmittelpunkt,  Krtlmmungscurve  mögen  in  ihrer  gewöhn- 
liehen Bedeutung  genommen  werden,  oder  in  dem  verallgemei* 
nerten  Sinne,  wo  sie  sich  auf  den  Fall  beziehen,  dass  die  „Ab- 
solute^ (statt  ein  imaginärer  unendlicher  Kreis  zu  sein)  irgend 
welche  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist;  d.  h.  die  Normale  an 
irgend  einen  Punkt  der  Oberfläche  ist  hier  die  Linie,   die  den 
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Punkt  mit  dem  Pol  der  Tangentialebene  bezüglich  der  Oberfläche 
zweiten  Grades,  die  Absolute  genannt,  verbindet.  Natttrlich  be- 
ziehen sich  der  Krttmmungsmittelpunkt  und  die  Krttmmungscarve 
auf  die  eben  bezeichnete  Normale. 

Die  Mittelpunktsfläche  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  ist 
nach  zwei  Gesichtspunkten  bearbeitet  worden:  von  Salmon 
(Quart.  J.  II.  217—222,  1858),  der  die  Ausdrücke  Normale  etc. 
in  ihrem  gewöhnlichen  Sinne  gebraucht  und  als  die  Gleichung 
der  Oberfläche  zweiter  Ordnung 

a*  ^   b'  ^    c*         ^ 
annimmt;  und  von  Clebsch  (Grelle  J.  LXU,  64—107,  1863),  bei 
dem  die  Absolute  die  Oberfläche 

ist,  und  die  Gleichung  der  Oberfläclie  zweiten  Grades 

aX'  +  ßY'+rZ'+dW*  =  0- 

In  der  vorliegenden  Abhandlung,  die  lang  und  eingehend  ist, 
wird  als  die  Oberfläche  zweiten  Grades  das  EUipsoid  angenommen, 
und  die  Frage  ausschliesslich  von  dem  ersten  Gesichtspunkt 
aus  erörtert.  Die  Theorie  ist  in  verschiedenen  Beziehungen  zu 
bedeutender  Ausdehnung  entwickelt,  und  speciell  der  Fusspunkt- 
curve  auf  der  Mittelpunktsoberfläche  besondere  Aufmerksamkeit 
gewidmet,  auch  der  Unterschied  zwischen  reellen  und  imaginären 
festgehalten.  Die  neuen  Resultate  würden  auch  anwendbar  auf 
die  Theorie  sein,  wenn  der  zweite  Gesichtspunkt  in  Betracht 
käme.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  Goordinaten  irgend  eines 
Punktes  auf  der  Nodallinie  in  Ausdrücken  einer  einzigen  Variabein 
wiedergegeben  werden  können.  Auch  erwähnt  der  Verfasser, 
dass  er  eine  grosse  Zeichnung  der  Mittelpunktsoberfläche  ftlr 
a'  =  50,  6'  =  25,  c«  =  15  entworfen  habe.  Glr.  (O.) 

ß.  S.  Ball.     On  the  coordinates  of  a  screw. 

Rep.  of  Brit.  Abb*  Csy. 

A.  Ekneper.     Bemerkungen  Über  geodätische  Linien, 

Schlömilch  Z,  XYUL  613-614. 
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Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Fläche  sind  als  Functionen 
zweier  Yariabeln  u  und  v  gegeben.  Für  eine  bestimmte  Curve 
auf  der  Fläche  sind  u  und  v  Functionen  einer  Variabein  L  Es 
wird  nun  eine  Curve,  die  durch  den  Punkt  (x,  y, «)  geht,  be- 
trachtet und  ihr  Winkel  (p  in  diesem  Punkte  mit  derjenigen  Curve 
durch  (xy  y,  «)^  für  welche  u  allein  variirt.  Hierauf  wird  die  erste 
Curve  als  geodätisch  vorausgesetzt;  und  ferner,  dass  die  Grössen 
E,  F,  Gj  die  in  der  Gleichung 

ds*  =  Edu*  +  2Fdu  dv  +  Gdo" 
vorkommen,   Functionen  von  t  allein  sind.    Dann  ergiebt  sich: 

cos  (p  /E^=  a, 
wo  a  eine  Constante.    Hieraus  werden  nun  weitere  Folgerungen 
gezogen.  Hz. 

BiEHRiNGER.     Uebcr  Curven  auf  Rotationsflächen. 

Schlomüch  Z.  XVIII.  532-537. 
Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  Rotationsfläche  so,  dass 
seine  Geschwindigkeit  in  Richtung  der  Rotationsaxe  stets  durch 
eine  Function  F,  die  Geschwindigkeit  in  Richtung  des  Parallel- 
kreises, auf  dem  sich  der  Punkt  augenblicklich  Jbefindet,  durch 
eine  Function  P  dargestellt  sei.  Die  Discussion  solcher  auf  der 
Rotationsfläche  befindlichen  Curven  und  die  Untersuchung  der 
speciellen  Formen,  welche  durch  besondere  Bedingungen  für  F 
und  P  gewonnen  werden,  ist  der  wesentliche  Inhalt  des  vor- 
liegenden Aufsatzes.  Sehn. 

A.  Armenante.     Sülle  curve  gobbe  razionali  del  quarto 

ordine.     BattagUni  G.  XI.  221-232. 

Es  werden  Raumcurven  vierter  Ordnung  betrachtet,  deren 
Coordinaten  sich  rational  durch  einen  Parameter  s, :  s,  ausdrücken 
lassen.    Die  zu  Grunde  gelegten  Gleichungen  sind  daher: 

w,  =  aiy    a?,  =  6*,    a?3  =  c*,    x^  =  d*, 
wo  üg  für  a^Sj+a,»,  gesetzt  ist,  und  ai  symbolisch  eine  binäre 
biquadratische  Form  bedeutet.    Es  werden  nun  unter  analytischer 
Form  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  dieser  Curven  repro- 
dueirt,   die   bereits  von  Gremona  nach  geometrischer  Methode 
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(Anuali  di  Tortolini,  Serie  l""  Tomo  IV)  gefanden  sind,  und  neue 
Eigenschaften  hinzugefügt.  Eine  Fortsetzung  ist  in  Aussieht 
gestellt.  Mz. 

P.  DoucKT.     Solution  de  la  question  1057.     Nouy.Aim.(2) 

XII.  470-473. 
Eine  Aufgabe;  die  Torusfläche  betreffend,  yergl.  F.  d.  M.  I, 
p.  250.  Pr. 

H.  A.  Schwarz.    Fortgesetzte  Untersuchungen  über  spe- 

cielle  Minimalflächen.     Berl.  Monatsber.  1872.  3-27. 

E.  Kummer.  Ueber  ein  von  Herrn  Prof.  Schwarz  an- 
gefertigtes Gypsmodel   einer  Minimalfläche. 

Berl.  MonaUber.  1872.  122-123. 

H.  A.  ScHWARSJ.  Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten 
Variation  des  Flächeninhalts  von  Minimalflächen  im 
Allgemeinen  und  von  Theilen  der  Schraubenfläche  im 

Besonderen.      Berl.  Monateber.  1872.  718-736. 

Aus  einer  Formel  von  Gauss  (Werke  V,  65)  fftr  die  Variation 
3S  des  Flächeninhalts  eines  einfach  zusammenhängenden,  ron 
einer  in  sich  zurückkehrenden  Linie  L  begrenzten  Flächenstflekes 
8  bei  Variation  dieses  Flächenstückes,  ergiebt  sich,  dass  al8 
Grenzbedingungen,  denen  die  Fläche  S  für  den  Fall  des  Minimoms 
genügen  muss,  die  folgenden  gegeben  werden  können:  Die 
Fläche  8  soll  „längs  gegebener  Linien  L  endigen^,  oder  „gege- 
bene Flächen  F  rechtwinklig  treffen^S  oder  endlich  „längs  gege- 
bener Linien  L  endigen  und  gegebene  Flächen  F  rechtwinklig 
treffen^.  Zu  der  letzten  Classe  von  Angaben  gehört  die  von 
Gergonne  (Ann.  d.  Math.  VII,  1816)  gestellte  Aufgabe:  „Einen 
VITürfel  so  in  zwei  Theile  zu  theilen,  dass  der  Schnitt  durch  die 
inversen  Diagonalen  zweier  gegenüberliegender  Flächen  gebt, 
und  dass  die  Schnittfläche,  welche  von  der  Oberfläche  des  Wflr- 
fels  begrenzt  ist,  ein  Minimum  ist^.  Herr  Schwarz  hat  nun  ver- 
sucht, folgende  Au%abe  zu  lösen:  „Gegeben  ist  eine  zosamaien' 
hängende  geschlossene  Kette,   deren  Glieder  von  geradlinigen 
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Strecken,  oder  von  Ebenen,  oder  von  geradlinigen  Strecken  und 
Ton  Ebenen  gebildet  werden;  gesucht  wird  eine  einfach  zusammen- 
hängende, in  ihrem  Innern  von  singulären  Stellen  freie  Minimal- 
flftche,  welche  von  den  geradlinigen  und  von  den  ebenen  Glie- 
dern der  Kette  begrenzt  wird  und  die  letzteren  rechtwinklig 
trifll^.  Die  Methode  ist  die  von  Herrn  Weierstrass  gegebene,  der 
diese  Aufgabe  (Ar  den  Fall,  dass  die  Glieder  der  Kette  nur  von 
geradlinigen  Strecken  gebildet  werden,  in  allgemeinster  Weise 
gelöst  hat  (siehe  BerL  Monatsber.  1866,  p.  855  u.  856).  Vergl  auch 
Riemann's  Untersuchungen  ttber  dieselbe  Aufgabe,  herausgegeben 
von  Hattendorff  (G6tt.  Abb.  XIII)1  Es  ergiebt  sich  aus  der  Un- 
terauehung  des  Herrn  Schwarz  unter  anderem,  dass  durch  die 
oben  angegebene  Aufgabe  von  Gergonne  zwei  zu  einander  sym- 
metrische Minimalflächen  bestimmt  werden,  welche  den  aus  der 
Aufgabestellung  sich  ergebenden  analytischen  Bedingungen  ge- 
nügen, und  welche  zugleich  specielle  Fälle  derjenigen  Minimal- 
flächen sind,  die  der  Herr  Verfasser  in  dem  Nachtrag  zu  seiner 
Preisschrift:  „Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche'^,  Berlin 
1871  (s.  F.  d.  M.  III,  409)  betrachtet  hat. 

Das  von  Herrn  Schwarz  angefertigte  Model,  welches  von 
Herrn  Kummer  der  K.  Akademie  vorgelegt  wurde,  ist  das  einer 
Minimalfläche,  deren  Begrenzung  durch  eine  Kette  von  4  Ebenen 
gebildet  wird,  auf  denen  sie  überall  senkrecht  stehen  muss. 
Herr  Kummer  bemerkt,  dass  Herr  Schwarz  nun  auch  untersucht, 
ob  diese  Fläche  wirklich  ein  Minimum  darstellt,  d.  h.  ob  sie 
kleiner  ist,  als  alle  unendlich  nahen  Flächen,  welche  denselben 
Grenzbedingungen  unterworfen  sind,  und  gefunden,  dass  dies  in 
der  That  nicht  der  Fall  ist.  Die  Untersuchung,  ob  einem  Stücke 
M  einer  Minimalfläche  unter  gewissen  Grenzbedingungen  die 
Eigenschaft  des  Minimums  wirklich  zukomme  oder  nicht,  hängt 
im  Allgemeinen  davon  ab,  ob  für  jede  in  Rücksicht  auf  jene 
Grenzbedingungen  zulässige  Variation  des  betrachteten  Flächen- 
stückes die  zweite  Variation  9*8  des  Flächeninhalts  S  desselben 
positiv  ist,  ob  es  auch  solche  Variationen  desselben  giebt,  für 
wel^e  diese  zweite  Variation  negative  Werthe  oder  den  Werth 
Null  annimmt.     Diese  Untersuchung  der  zweiten   Variation  ist 
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Gegenstand  der  vorliegenden  dritten  Mittheilung.  Für  den  Fall, 
dass  das  sphärische  Bild  des  betrachteten  Flächenstflckes  der 
Minimalfläche  ganz  auf  einer  Halbkugel  Platz  findet,  ist  die  Un- 
tersuchung von  Töd^nat  (Oergonne,  Ann.  d.  Math.  YII,  284)  ge- 
führt. Um  diese  Beschränkung  zu  heben,  berechnet  Herr  Schwarz 
zunächst  die  zweite  Variation  d'S  in  einer  andern  Form,  welche 
unter  einer  gewissen  Voraussetzung  ebenfalls  die  Beurtheilong 
des  Vorzeichens  gestattet.  Diese  für  d^S  entwickelte  allgemeine 
Formel  wird  am  Schlüsse  angewendet  auf  die  Untersuchung  des 
Minimums  eines  von  zwei  geraden  Strecken  und  von  zwei  Sebrau- 
benlinien  begrenzten,  einfach  zusammenhängenden  Theiles  der 
Schraubenfläche.  Nach  dem  Vorgange  von  Plateau  lassen  aidi 
die  gewonnenen  Resultate  experimentell  veranschaulichen. 

M. 


Capitel  4. 

Liniengeometrie.    (Complexe  Strahlensysteme). 

K.  ZAHRADNfK.      üebcr  die  Symbole  der   analytischen 
Geometrie   und   deren  Anwendung.     Caeopis  IL  172-183. 

(Böhmisch). 

Des  Verfassers  Absicht  ist,  die  Hauptsätze  der  neueren  Geo- 
metrie nach  der  PIttcker'schen  Symbolik  möglichst  kurz  und 
deutlich  zu  entwickeln.  Der  vorliegende  erste  Abschnitt  der  Ab- 
handlung zerfällt  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  Theil  ttber 
harmonische  und  involutorische  Strahlenbttschel  bandelt,  und  der 
zweite  Theil  die  Anwendung  des  ersten  auf  verschiedene  zwar 
bekannte  Aufgaben  vorfahrt,  doch  bietet  die  Art  der  Beweisfüh- 
rung einzelner  Aufgaben  manches  Neue.  W. 

F.  AscHiERi.     Sui  sistemi  di  rette  nello  spazio. 

Battaglini  G.  XI.  107-110. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  die  F.  d.  M.  IV,  p.  414  referirt 
worden  ist.  KIn. 


Digitized  by 


Google 


Oapiiel  4.    LinieDgeometrie.  415 

A.  Voss,     Zur  Geometrie  der  Flächen.     Gott.  Nachr.  1873. 

418-420. 
Eine  Formel  für  die  Ordnnng  der  parabolischen  Ourve  auf 
einer  Fläche  mit  Doppel-  und  RUckkehrcurve  führt  den  Verfasser 
dazu,  das  Geschlecht  der  drei  Liniencomplexen  gemeinsamen 
windschiefen  Fläche  und  dadurch  die  Ordnung  und  Glasse  der 
Brennfläche  zweier  Üomplexe  zu  bestimmen.  KIn. 

M.  Pasch.     lieber  die  Breimflächen  der  Strablensysteme 
und  die  SingularitätenflUchen  der  Complexe. 

Borchardt.  J.  LXXVI.  156-170. 

Diese  Arbeit  des  Verfassers  schliesst  sich  an  den  Inhalt 
seiner  Habilitationsschrift  (vergl  das  Referat  in  den  Fortschritten 
Bd.  II.  604)  sowie  andererseits  an  seine  Untersuchung  des  linearen 
Complexes  (Fortschritte  Bd.  IV.  p.  412)  eng  an.  Er  bringt  zu- 
nächst einen  expliciten  analytischen  Beweis  für  die  Identität  der 
beiden  Flächen,  die  bez.  von  den  singulären  Punkten  eines  Com- 
plexes gebildet  und  von  seinen  singulären  Ebenen  umhtlllt  wer- 
den. Sodann  ergiebt  sich  der  elegante  Satz  über  die  Lage  der- 
jenigen Fläche,  die  noch  neben  der  Singularitätenfläche  als  Brenn- 
fläche der  Congruenz  der  singulären  Linien  auftritt.  Endlich 
entwickelt  der  Verfasser  mit  Hülfe  einer  Symbolik^  die  der  schon 
früher  von  Clebsch  angewandten  (Fortschritte  Bd.II,  p.  602,  Bd.  IV, 
p.  413)  nahe  verwandt  ist,  die  fertige  Gleichung  der  Brennfläche 
der  zweien  Complexen  zweiten  Grades  gemeinsamen  Congruenz 
und  zeigt,  dass  dieselbe  thatsächlich  zerfallt,  wenn  die  Congruenz- 
geraden  in  die  singulären  Linien  eines  der  beiden  Complexe 
übergehen.  Ein. 

A.  Voss.   Zur  Geometrie  der  Plticker*schen  Liniengebilde. 

Gott.  Nachr.  1873.  544-551. 

Der  Verfasser  entwickelt  die  Gesichtspunkte,  welche  für  ihn 
bei  der  Ausarbeitung  einer  demnächst  erscheinenden  grösseren 
Arbeit  über  die  Singularitäten  der  Liniencomplexe  maassgebend 

Fortwrhr.  d.  Math.  V.  2.  27 
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gewesen  sind,  und  erläutert  seine  llcsultate  durch  eine  Reibe 
von  Beispielen.  Z.  B.  giebt  er  Ordnung,  Classe,  Rang,  Doppel- 
und  Rtickkehrcurve  eines  allgemeinen  Complexes  vom  «***"  Grade. 

Kln. 

A.  Voss.     Zur  Geometrie   der   Brennfläcben   von  Con- 

gruenzeil.      Gott.  Nachr.  1873.  G11-G18. 

In  ähnlicher  Weise  wie  Herr  Pasch  in  seiner  oben  referirten, 
damals  noch  nicht  erschienenen  Arbeit  behandelt  der  Verfasser 
mit  Hülfe  von  Clebsch's  symbolischer  Methode  insonderheit  die 
Brennfläche  zweier  Complexe  vom  zweiten  Grade.         Kln. 

A.  Weiler,      Ueber  die   verscbicdenen   Gattungen    der 

Complexe   zweiten   Grades.     Krlang.  Ber.  1873.    Clebsch  Ann. 

Vn.  145-207. 
Da  ein  Complex  zweiten  Grades  durch  zwei  quadratische 
Gleichungen  zwischen  Linien  •  Coordinaten  gegeben  ist  (eine  da- 
von ist  die  Identität),  so  kommt  die  Discussion  der  verschiedenen 
Complexe  zweiten  Grades  auf  die  algebraischen  Untersuchungen 
über  Paare  quadratischer  Formen  zurück,  welche  in  neuerer  Zeit 
(durch  Weierstrass,  1868,  s.  F.  d.  M.  I  p.r)4)  zu  einem  gewissen  Ab- 
schlüsse gebracht  worden  sind.  In  Anlehnung  an  diese  Methoden 
giebt  der  Verfasser  eine  erschöpfende  Aufzählung  aller  Complexe  (iiu 
Ganzen  48  Arten),  bezeichnet  insbesondere  die  den  einzelnen  Com- 
plexen  eigenthttmlichen  singulären  Flachen  und  Congruenzen  siniru- 
lärer  Linien.  Es  würde  hier  zu  weit  führen,  wollten  wir  die  in  den 
einzelnen  Fällen  oft  sehr  merkwtlrdigen  Verhältnisse  hier  näher 
beleuchten.  Es  genüge  also  zu  bemerken,  dass,  namentlich  auch 
auf  Grund  der  beigefügten  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten 
geordneten  Tabellen,  die  vorliegende  Arbeit  für  Jeden  sehr  nütz- 
lich sein  muss,  der  sich  über  die  Eigenthümlichkeiten  eines  Com- 
plexes vom  zweiten  Grade  oder  auch  einer  der  dabei  auftreten- 
den singulären  Flächen  orientiren  will.  Kln. 

F.  Klein,     Ueber  die  Pliicker'sche  ComplexflUche. 

Clebsch  Ann.  VII.  208-211. 
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Aus  der  Gruppiiung  der  Singularitäten  der  Plttcker'schen 
Complexflächo  wird  der  Beweis  eines  vom  Verfasser  bei  einer 
früheren  Gelegenheit  ausgesprochenen  Theorem's  gegeben:  *  Die 
4  Punkte,  in  denen  eine  beliebige  Gerade  die  singulare  Fläche 
eines  Complexes  vom  zweiten  Grade  triflFt,  und  die  4  Ebenen, 
die  man  durph  dieselbe  Gerade  als  Tangentenebenen  an  die  sin* 
guläre  Fläche  legen  kann,  haben  dasselbe  Doppelverhältniss. 

Kln. 

L.  Geisenheimer.     üeber  Stralilensysteme,  welche  die 
Tangentenschaar   einer   Flüche    bilden.      Schlömilch   z. 

XVIII.  33-57. 

L.  Geisenheimer,    Die  Singularitäten  der  Liniencomplexe. 

Schlömilch  Z.  XVIII.  34G-363. 
Der  Verfasser,  dem  leider  die  bez.  Literatur  nur  zu  sehr 
kleinem  Theile  bekannt  geworden  zu  sein  scheint,  leitet  auf  ziem- 
lich unübersichtlichem  Wege  im  ersten  Aufsatze  das  alte  Theorem 
ab,  dass  die  Linien  eines  Strahlensystems  Doppeltangenten  einer 
Fläche  sind,  im  zweiten  Aufsätze,  dass  die  Fläche  der  singulären 
Punkte  eines  Complexes  mit  der  Fläche  der  singulären  Ebenen 
identisch  ist  In  ersterer  Beziehung  hätte  er  z.  B.  die  alte  Ar- 
beit von  Kummer  (Borchardt  J.  LVII),  in  letzterer  die  Habili- 
tationsschrift von  Pasch  (Giessen  1870,  s.  F.  d.  M.  II  p.  604) 
consultiren  können.  Kln. 

A.   V.  Backlünd.     Ett  bidrag  tili  Kul-  komplexemas 

tlieoii.      Lands  Univ.  Arsskr.  IX. 

Es  werden  in  diesem  Aufsatze  folgende  zwei  Aufgaben  aus 
der  Kugelgeometrie  behandelt:  Alle  diejenigen  Kugel-Coroplexe 
zu  bestimmen  9  die  mit  einem  gegebenen  Kugel-Complcx  einfach 
unendlich  viele  gemeinsame  Integrale  besitzen;  und  die  Bedin- 
gungen anzugeben,  denen  zwei  Kugel-Complexe  unterworfen  sein 
müssen,  damit  sie  Integrale  gemein  haben,  die  eine  Schaar  eines 
dreifachen  Orthogonalsystems  bilden. 

Die  erste  Aufgabe  findet  durch  eine  partielle  Gleichung  1*^' 
Ordnung  mit  vier  Variablen  ihre  Lösung;  sie  folgt  aus  dem  Satze: 

27* 
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Sollen  zwei  Kugel  -  Complexe  einfach  unendlich  viele  Integrale 
gemeinsam  haben,  so  müssen  immer  die  Kugeln  der  beiden  Com- 
plexe zu  je  zweien  in  der  Art  einander  entsprechen,  dass  ein 
jeder  der  oo^  linearen  Tangential -Complexe  in  Bezug  auf  die 
eine  Kugel  mit  einem  jeden  der  oo*  linearen  Tangential  -  Com- 
plexe in  Bezug  auf  die  entsprechende  Kugel  in  Involution 
liegt  (S.  12). 

Seien  a,  b  irgend  welche  zwei  entsprechende  Kugeln  zweier 
Complexe  C,  O  (mit  cx>^  gemeinsamen  Integralen)  und  a-\-da, 
b-\-db  zwei  den  vorigen  unendlich  benachbarte ,  einander  eben- 
falls entsprechende  Kugeln,  und  liegen  nicht  nur  die  oo  *  linearen 
Tangential-Complexe  von  C  in  a,  a-\-da  mit  den  linearen  Tan- 
gential-Complexen  von  C  in  b  resp.  b-\'db  mit  einander  in  In- 
volution, sondern  bildet  überdies  ein  jeder  linearer  Tangential- 
Complex  in  ft-j-dfe  eine  Involution  mit  demjenigen  linearen  Tan- 
gential-Complexe in  a,  der  mit  dem  aus  den  Punkt-Kugeln  be- 
stehenden Complexe  involutorisch  ist,  und  verhält  sich  Alles  in 
entsprechender  Weise  mit  a-\-day  b:  so  müssen  C,  C  eine  ge- 
meinsame Schaar  von  Integralen  besitzen,  die  einem  dreifachen 
Orthogonalsystem  angehört. 

Freilich  werden  in  dem  Aufsatze  die  Bedingungen  för  C,  C 
nicht  in  dieser  Form  gegeben;  zu  derselben  leiten  aber  die  darin 
gestellten  Gleichungen  ohne  Weiteres  hin. 

Als  Anwendungen  der  entwickelten  Theorie  stehen  die  bei- 
den Sätze  bewiesen:  Zwei  confocale  Kugel-Complexe  haben  oo' 
Integrale  gemeinsam  (was  zuerst  von  Herrn  Lie  nachgewiesen 
worden  ist).  Die  gemeinsamen  Integrale  zweier  confoealer  Kugel- 
Complexe,  ftlr  welche  die  Punkt-Kugeln  einen  linearen  Funda- 
mental-Complex  bilden,  machen  eine  Flächen-Schaar  aus,  die 
einem  dreifachen  Orthogonalsysteme  zugehört.  Bg. 
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Capitel  5. 

Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen, 
Abbildungen. 

A.  Clebsch.     Ueber  ein  neues  Grundgebilde  der  analy- 
tischen Geometrie  der  Ebene.    Clebsch  Ann.  vi.  205-215. 
Siehe  F.  d.  M.  IV,  p.  64. 

Ed.   Amigues.      Relation   entre   les   volumes    correspon- 
dants  de  deux  figures  homographiques. 

Nouv.  Ann.  (2)  XIF.  374-379. 
Der  Satz,  dass  wenn  ein  System  linearer  Gleichungen  durch 
lineare  Substitutionen  transformirt  wird,  die  Determinante  des 
transformirten  Systems  gleich  dem  Product  aus  der  Determinante 
des  gegebenen  Systems  in  die  Determinante  der  Transformation 
ist,  hat  bekanntlich  die  geometrische  Bedeutung,  dass  die  Volu- 
mina irgend  zweier  in  homographischen  Systemen  einander  ent- 
sprechender Tetraeder  in  constantem  Verhältniss  stehen,  und  folg- 
lich auch  die  Volumina  irgend  zweier  entsprechender  convexer 
Polyeder.  Dies  wird  auf  bekannte  einfache  Beispiele  ange- 
wendet. Schz. 

SiLLDORF.    Geometrische  Verwandtschaft  räumlicher  Sys- 
teme.     Schlömilch  Z.  XVIII.  523-543. 

Siehe.  Abschnitt  VIII,  Cap.  5  B.  p.  318. 

M.  Nöther.     Zwei  neue  Kriterien  des  eindeutigen  Ent- 
sprechens  algebraischer  Flächen.    Gott.  Nachr.  1873.  248-254. 

Damit  zwei  algebraische  Flächen  einander  eindeutig  ent- 
sprechen können,  muss  bekanntlich,  nach  Clebsch,  eine  aus  den 
Singularitäten  derselben  gebildete  Zahl,  das  Flächengeschlecht, 
ftlr  beide  den  nämlichen  Werth  haben.  Ist  dasselbe  gleich  Null, 
so  hatte  sich  aus  den  Arbeiten  des  Verfassers  noch  die  Gleich- 
heit einer  zweiten  Zahl  als  fUr  die  Abbildbarkeit  nothwendig  ge- 
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zeigt,  de»  von  ihm  Bogeaanuten  Gurvengeschlecbts  der  Fläche. 
In  der  gegenwärtigen  Mittheilung  erscheint  dieser  Satz  auf  Flä- 
chen beliebigen  Geschlechts  ausgedehnt.  Diejenigen  Flächen 
^-.4ter  Ordnung,  welche  durch  die  Doppcl-  und  Rttckkehrenn'en 
der  gegebenen  Fläche  hindurchgehen,  geben  durch  ihre  Anzahl 
das  Flächengeschlecht,  durch  das  Geschlecht  ihres  beweglichen 
Schnittes  mit  der  gegebenen  Fläche  das  Curvengeschlecht.  Eine 
andere  invariante  Zahl,  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte 
zweier  solcher  Flächen  »—4*^'  Ordnung  mit  der  gegebenen  Fläche, 
ist  nicht  unabhängig;  sie  ist  gleich  dem  Curvengeschlechte,  ver- 
mindert um  1.  Wie  sich  auf  diese  Verhältnisse  eine  Classifica- 
tion der  Flächen  gründen  lässt,  wie  sich  andererseits  entsprechende 
Betrachtungen  bei  mehr  Dimensionen  gestalten,  wird  nur  erst 
angedeutet.  Kln. 

A,  Voss.     Note  betreffend  die  eindeutige  Transformation 
ebener  Curven.   Gott.  Nachr.  1873. 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Geschlechts  einer  algebrai- 
schen Curye  bei  eindeutiger  Transformation  ist  mehrfach  Gegen- 
stand algebraischer  und  synthetischer  Beweise  geworden.  Der 
Verfasser  bedient  sich  eines  wohl  zuerst  von  Cremona  ange- 
wandten Beweisverfahrens,  wonach  irgend  ein  Zwischenglied, 
(Curve,  windschiefe  Fläche  etc.)  hergestellt  wird,  dessen  Elemente 
den  Punkten  jeder  der  beiden  Curven,  die  durch  Transformation 
ineinander  übergeführt  werden  sollen,  eindeutig  entsprechen,  und 
das  beiden  gegenüber  sich  evident  symmetrisch  verhält.  Findet 
sich  dann  für  die  Ordnung  oder  die  Classe  dieses  Zwischen- 
gliedes ein  symmetrischer  Ausdruck,  so  lässt  sich  durch  Ver- 
tauschung der  den  beiden  Curven  entsprechenden  Zahlen  ein 
anderer  ableiten,  der  diesem  gleich  sein  muss;  die  Vergleicfaang 
liefert  einen  Ausdruck,  der  bei  der  Transformation  sich  invariant 
verhält.  Existirt  nur  ein  einziger  Ausdruck  dieser  Art,  wie  dies 
bei  den  ebenen  Curven  wirklich  der  Fall  ist,  so  ist  es  der  ge- 
suchte selbst  oder  wenigstens  eine  Function  desselben. 

Der   Verfasser  wählt   als  Zwischenglied    diejenige   Curve, 
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welche  von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der 
beiden  (in  dieselbe  Ebene  gelegten)  in  einander  transforniirbaren 
Curven  umhüllt  wird,  und  bestimmt  auf  analytischem  Wege  den 
Ausdnick  für  die  Ordnung  dieser  Curve,  der,  weil  er  durch  Ver- 
tauscbung  der  Curven  seine  Form  ändert,  zur  Herstellung  jenes 
invarianten  Ausdrucks  sich  als  brauchbar  erweist.  Bl. 


A.  ßiBAUcouR.     Sur  les  faiseeaux  de  cerles.    C.R.LXXVL 

830-833. 

Im  Anschluss  au  die  Laguerrc'sche  Darstellung  imaginärer 
Kaumpunkte  durch  reelle  Kreise  (vgl.  F.  d.  M.  Bd.  IV  p.  417) 
bei  welcher  der  imaginäre  Bestandtheil  einer  Curve  durch  eine 
zweifach  unendliche  Sehaar  von  Kreisen,  der  einer  Fläche  durch 
eine  vierfach  unendliche  Schaar  von  Kreisen  dargestellt  wird, 
welche  gewissen  Bedingungen  genügen,  stellt  sich  der  Herr  Ver- 
fasser die  Aufgabe,  ganz  allgemein  räumliche  Kreisbüschel,  d.  h. 
zweifach  unendliche  Schaaren  von  Kreisen  zu  untersuchen. 

Die  Ebenen  dieser  Kreise  umhüllen  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  (A),  so  dass  jedem  Punkte  A  dieser  Fläche  ein  Kreis  C 
iu  der  Tangentialebene  des  Punktes  A  entspricht.  Geht  man 
von  A  zu  einem  Nachbarpunkte  A'  über,  so  erhält  man  einen 
Nachbarkreis  C,  der  sich  auf  die  Ebene  von  C  in  einen  Kreis  c 
projicirt,  welcher  mit  dem  Kreis  C  die  Sekante  DD^  gemein  hat; 
der  Verfasser  nennt  sie  die  zur  Verschiebung  AA'  gehörige  Be- 
rtihrungssekante.  Diese  Gerade  schneidet  sich  im  Punkte  M  mit 
der  zur  Tangente  AA'  iu  A  conjugirten  Tangente,  welche  der 
Durchschnitt  der  Kreisebeneu  C  und  C  ist.  Beschreibt  A  eine 
Curve,  so  beschreibt  C  eine  Fläche,  ^welche  Elementaiüäche  ge- 
nannt wird. 

Dann  gelten  folgende  Sätze: 

Jeder  Rotationskcgel  durch  C  berührt  eine  durch  C  gehende 
Elemeuturflächc  in  zwei  Punkten  des  Kreises  C.  Die  Verbin- 
dungslinie der  Berührungspunkte  beschreibt,  wenn  man  die  Ele- 
mentariiäche  uugeändert  lässt,  den  Kotationskegel  aber  durch 
Veränderung  des  Scheitels  auf  der  Axe   von  C  variiren  lässt, 
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einen  Sirahlbiischel  mit  dem  Mittelpunkt  M.  Dieselbe  Linie  be- 
schreibt, wenn  man  den  Rotationskegel  ungeändert  lässt,  während 
die  Elementariläche  durch  Veränderung  der  Bichtung  AA'  Yariirt, 
einen  Strahlbüschel  mit  einem  andern  Mittelpunkt  M'.  Der  geo- 
metrische Ort  von  M  und  M'  ist  ein  und  derselbe  Kegelschnitt, 
dessen  Asymptoten  parallel  den  Normalen  der  Flächen  sind, 
welche  die  Axen  der  Kreise  einhüllen.  Es  giebt  vier  Elementar- 
flächen, für  welche  der  Punkt  M  auf  den  Kreis  C  fällt.  Jede 
Tangentialebene  des  Kreises  in  diesem  Punkte  ist  auch  Tangen- 
tialebene der  entsprechenden  Elementarfläche  in  demselben  Punkte. 
Diese  Punkte  sind  demnach  Doppelpunkte  für  die  entsprechenden 
Elementarflächen.  Es  giebt  andrerseits  vier  Rotationskegel,  für 
welche  der  Punkt  M'  in  dieselben  vier  Punkte  fällt.  In  diesen 
vier  Punkten  berühren  sich  also  sämmtliche  durch  A  gelegte 
Elementarflächen.  Diese  vier  Punkte,  die  Durchschnittspunkte 
des  Ortes  von  M  und  iV  mit  C,  sind  also  Punkte  der  Enveloppe 
sämmtlicher  Kreise.  Diese  vier  Punkte  sind  zugleich  diejenigen 
Punkte,  in  denen  ein  Kreis  von  einem  Nacfabarkreise  geschnitten 
wird.  Daraus  folgt  zugleich,  dass  im  Allgemeinen  kein  Kreis 
von  einem  Nachbarkreisc  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  dass 
hierzu  vielmehr  eine  besondere  Bedingung  gehört;  als  diese  Be- 
dingung ergiebt  sich,  dass  die  Axeh  der  Kreise  die  Berührungs- 
sehnen einer  Enveloppe  von  Kugeln  sind,  deren  Mittelpunkte  auf 
A  liegen,  und  dass  die  Kreise  selbst  orthogonal  zu  diesen  Kugeln 
sind.  Der  Kegelschnitt  M  löst  sich  in  zwei  Gerade  durch  A 
auf,  und  diese  bestimmen  auf  A  die  conjugirten  Richtungen, 
welche  man  von  A  verfolgen  muss,  um  zu  den  Nachbarkreisen 
zu  gelangen,  welche  den  Kreis  C  zweimal  schneiden. 

Es  wird  dann  noch  der  Fall  besprochen,  wo  der  Kegel- 
schnitt M  ein  Kreis  ist,  und  es  werden  noch  einige  weitere  EigeD- 
schaften  der  Kreisbüschel  untersucht,  in  Bezug  auf  welche  auf 
die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden  muss.  A. 

G.  Darboux.     Sur  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face  de  Steiner.      Bull,  de  la  Soc.  Phil.  x.  37-38. 
Siehe  Abschnitt  VIII,  Cap.  5,  B.  p.  323. 
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P.  Gilbert.  Sur  diverses  Communications  adress^es  ä 
TAcad^mie  par  M.  Saltel     Bull,  de  Beig.  (2)  xxxv.  12-19. 

Li.  Saltel.  Th^orömes  concernant  les  coiirbes  du  4" 
ordre  k  trois  points  doubles  dont  deux  sont  les  points 
circulaires  et  la  surface  d'^lasticitd  Bull,  de  Belg.  (2) 
XXXV.  46-49. 

L.  Saltel.     Sur  la  sphfere  osculatrice  et  sur  les  surfaces 

k  points  multiples.      Bull,  d©  Belg.  (2)  XXXV.  539-540. 

L.  Saltel.  Memoire  sur  le  principe  argu^sien  unicur- 
sale  et  sur  certaines  systfemes  de  courbes  g^omdtriques. 

M^m.  de  Belg.  in  S^.  XXIIL 

Die  erste  der  citirteu  Arbeiten  ist  ein  Bericht  an  die  Aka- 
demie über  die  drei  anderen,  welche  Anwendungen  der  arguesi- 
scben  Transformation  enthalten,  über  die  bereits  früher  (F.  d.  M. 
IV  p.  429)  berichtet  worden  ist.  Der  Inhalt  der  letzten  Arbeit 
ist  folgender:  Erklärung  der  arguesischen  dreieckigen  Transfor- 
mation. (Dies  ist  die  quadratische  Transformation,  ein  wenig 
modificirt  und  geometrisch  auseinandergesetzt).  Ihre  Wichtigkeit 
zur  Classification  der  Curven  in  Familien  derselben  Art.  I.  Kegel- 
schnitte. 1.  Erzeugung,  Tangenten.  2.  Schnitt  mit  einer  Geraden. 
3.  Tangenten  von  einem  Paukt.  4-— 6.  Osculirender  ELreis,  oscu- 
lirende  Parabel,  Kegelschnitt,  der  eine  Berührung  S*^""  Ordnung 
(vierpunktig)  hat.  7—11.  Construction  eines  Kegelschnittes,  der 
durch  verschiedene  Bedingungen  definirt  ist,  ohne  Unterscheidung 
der  Fälle,  wo  die  Elemente  reell  oder  imaginär  sind.  II.  Uni- 
cursale  Curven  3'*^"  Grades,  analog  wie  in  I.  III.  Curven  m*«^ 
Ordnung  mit  einem  vielfachen  Punkt  der  Ordnung  m  —  1. 
IV  und  V.  Sätze  über  Curven  a'*"*"  oder  3*"  Classe  mit  einer 
Doppeltangente.  VI.  Untersuchung  der  Curven  4**'"  Grades  mit 
3  Doppelpunkten,  speciell  der  Hypocycloide  mit  3  Rttckkehr- 
punkten,  die  zugleich  eine  Curve  3**'  Classe  mit  einer  Doppel- 
tangente im  Unendlichen  ist.  Die  Arbeit  zeigt  die  Fruchtbarkeit 
dieser  Transformation,  denn  Herr  Saltel  giebt  eine  grosse  Zahl 
von  Anwendungen  auf  die  Kegelschnitte  z.  ß.,  wo  er  wohl  mit 
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Ghasles'  Traitö  des  sections  coniques  auf  eine  Stufe  gestellt  werden 
kann.  Um  eine  Idee  von  seiner  Methode  zu  geben,  möge  der 
Gang  seiner  Untersuchung  in  §  3 — 7  des  Cap.  2  dienen.  1)  Der 
Schnitt  einer  Curve  K  der  m'*""  Ordnung  mit  einem  vielfachen 
Punkt  von  der  Ordnung  m—\  mit  einem  Kegelschnitte  C,  der 
durch  4  Punkte  ABCD  dieser  Curve  geht,  wird  zurückgeführt 
auf  den  Schnitt  von  C  mit  der  Argucsiana  W  von  üf,  die,  passend 
gewählt,  von  der  Ordnuug  (m— 2)  mit  einem  vielfachen  Paukt 
von  der  Ordnung  (m— 3)  ist.  Die  Punkte  AB  können  in  einen 
einzigen  Ab  zusammenfallen.  2)  Man  kann  einen  Kegelschnitt 
construiren,  der  im  Punkte  A^  denselben  osculirenden  Kreis  wie 
ff'  hat  und  durch  2  andere  gegebene  Punkte  geht.  3)  Schnitt 
von  K  mit  einem  Kegelschnitt,  der  durch  4  gegebene  Punkte  At^ 
D  geht,  von  denen  3  in  Af,c  zusammenfallen.  4)  Man  kann  einen 
Kegelschnitt  construiren,  der  im  Punkte  Af,c  dieselbe  osculirende 
Parabel  hat  wie  K.  5)  Schnitt  von  K  mit  einem  Kegelschnitt, 
der  durch  4  in  Ai,c4  von  K  in  einander  fallende  Punkte 
geht.  ())  Man  kann  den  osculirenden  Kegelschnitt  von  K  con- 
struiren. 

Die  anderen  Noten  des  Herrn  Saltel  enthalten  nur  Sätze 
ohne  Beweise.  Hier  möge  nur  einer  Platz  finden:  Alle  Ober- 
flächen dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt ,  die  durch  eine 
Baumcurve  vierter  Ordnung  gehen,  haben  zwei  gemeinsame 
Gerade.  Mn.  (0.) 

F.  Mansion.     Note  sur  les  traiisformations  argu^siennes 

de    M.    Saltel.       Bull  de  Belg.  (2)  XXX vi.  625-633. 

Man  betrachte  mit  dem  Dreieck  ABC,  das  als  Beziehungs* 
dreieck  gelten  möge,  3  feste  Gerade  AA',  BB\  CC\  die  sich  in 
einem  festen  Punkte  0  schneiden,  ferner  3  andere  Gerade 
AU,  BM,  CM,  beweglich  mit  dem  Punkt  M,  dessen  Coordinaten 
wir  (X,  ¥,  Z)  nennen,  wenn  die  von  0  (1,  1,  1)  sind.  Man 
suche  die  Homologen  von  AM,  BM,  CM  in  den  drei  Involutionen, 
die  definirt  sind  durch  die  Systeme  von  Geraden  {AB,  AC,  AA'X 
(BC,  BA,  Bff\  {CA,  CB,  CC),  wo  AA',  Bff,  CO  Doppelgerade 
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sind.  Die  homologen  Geraden  von  AM,  BM,  CM  sehneiden  sich 
in  einem  einzigen  Punkte  JIP,  dessen  Coordinaten  (X',  F',  Z')  so 
beschaffen  sind,  dass  man  hat 

XX'  =  YT  =  ZZ'. 
Folglich  ist  die  zweite  arguesische  Transformation  des  Herrn 
Saltel,  die  soeben  definirt  worden  ist,  identisch  mit  der  allge- 
meinsten quadratischen  Transformation  (siehe  Salmon,  Higher 
plane  curves,  2*^  Ausg.  Nro.  324  und  344).  Dies  Resultat  ist 
deshalb  wichtig,  weil  es  eine  einfache  geometrische  Interpretation 
dieser  Transformation  giebt.  Am  Schluss  der  Note  wird  bewiesen, 
dass  die  dreieckige  arguesische  Transformation  des  Herrn  Saltel 
durch  eine  lineare  Transformation  auf  die  obige  zurlickgeftlhrt 
werden  kann.  Mn.  (0.) 


E.  Dewulf.     Sur  les  traiisformations  g^ometriques  des 

figures   planes.      Darboux  BuU.  V.  20G-240. 

Im  Wesentlichen  eine  Darstellung  der  vonCremona  begrün- 
deten Theorie  der  eindeutig  umkehrbaren  Transformationen  der 
Ebene  unter  Berücksichtigung  der  neueren  Arbeiten  von  Cayley, 
Clebsch,  Nöther,  Roberts,  Rosanes.  Dem  Verfasser  eigenthUmlich 
erscheint  das  Studium  der  Gebilde,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen  zur  Deckung  bringt. 

Ein. 

li.  Pochhammer.     Notiz  über  die  Abbildung  der  Kreis- 
bogen-Polygone.     Borchardt  J.  LXXVI.  170-174. 

Herr  Schwarz  hat  [Borchardt  J/ LXX,  F.  d.  M.  IL  p.  626] 
die  Aufgabe,  ein  Kreisbogen-Polygon  auf  einer  Halbebene  abzu- 
bilden, auf  die  Auflösung  der  folgenden  Gleichung  zurttckgeflihrt: 

wo  F  eine  rationale  Function  bezeichnet.  Herr  Pochhammer  er- 
gänzt die  Arbeit  des  Herrn  Schwarz  durch  den  Nachweis,  dass 
man  mit  Nothwendigkeit  auf  die  auf  der  linken  Seite  der  obigen 
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Gleichung  stehende  Function  geführt  wird,  während  Herr^hwarz 
selbst  keine  Methode  angegeben  hatte,  wie  man  zu  jener  Func- 
tion gelangt.  Der  Beweis  des  Herrn  Pochhammer  besteht  im 
Wesentlichen  darin,  dass  er  einen  Ausdruck  ilir  die  KrümmuDg 
der  Seiten  des  Polygons  entwickelt  und  dann  die  Bedingung  ein- 
ftlhrt,  dass  jene  Krümmung  innerhalb  der  einzelnen  Seiten  con- 
stant,  ihr  Differentialquotient  also  gleich  Null  ist. 

Wn. 

J.  Thomae.  ,  Eine  Abbildungsaufgabe.    Schiömüch  z.  ^'^VlI 

401-406. 
Eine  Riemann'sche  Fläche  T  soll  conform  so  auf  eine  andere 
(zusammenhängende)  %  abgebildet  werden,  dass  jedem  Punkte  in 
TÄ  Punkte  in  %  entsprechen,  jedem  Punkt  in  %  aber  nur  ein  Punkt 
in  T,  ferner  soll  die  den  Zusammenhang  characterisirende  Zahl 
(p)  für  T  und  %  dieselbe  sein.  Eine  solche  Abbildung  verlangt 
zunächst,  dass  die  Zahl  der  Windungspunkte  von  %  ein  MinimaiD 
wird,  weiter  ergiebt  sich,  dass  dieselbe  nur  möglich  ist,  wenn 
p  =  1  d.  h.  wenn  T  eine  dreifach  zusammenhängende  Fläche 
ist.  Das  in  T  ttberall  endliche  Integral  u  (Integral  1*^'  Gattung) 
bleibt  auch  in  %  überall  endlich,  der  Flächeninhalt  des  endlichen 
Sttlckes  aber,  aufweichest]  einmal  durch»  abgebildet  ist,  niuss 
A  mal  so  gross  sein,  als  das  entsprechende  für  Ty  und  die  Perio- 
dicitätsmoduln  i^I  und  ^  des  Integrals  u  vol  %  hängen  mit  den 
Periodicitätsmoduln  A  und  B  desselben  Integrals,  wenn  es  als 
Function  in  T  aufgefasst  wird,  durch  die  Gleichungen  zusammen: 

die  ganzen  Zahlen  a,  /?,  y,  8  genügen  der  Bedingung:  aS  —  ßy-  ä. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  die  oben  gestellte  Abbildungsaufgabe 
mit  der  Transformation  elliptischer  Functionen  vom  A*^"  Grade 
zusammenfällt.  Nimmt  man  jetzt  an ,  dass  T  verzweigt  ist  wie 
die  Wurzel  s  der  Gleichung 

80  ergiebt  sich  für  die  Function  «,  welche  die  Abbildung  von  % 
auf  T  vermittelt: 
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=  i/izi£l 


\venn  raaD  die  beiden  Puukte,  in  welcbeu  9  unendlich  werden 

kann,  in  die  Punkte  ä  =  +  ^  verlegt  denkt.    Die  so  definirte 

K 

Funktion  ^  wird  sieh  in  4ä  Punkten  über  +  1  und  +  —    ver* 

zweigen  und  ausserdem  noch  in  4A— 4  Punkten,  die  paarweise 
über  einander  liegen;  die  Gonstanten  A  und  B  sind  nun  so  zu 
bestimmen,  dass  der  Ausdruck  U — Vs  nicht  in  Factoren  zerfällt 
und  so,  dass  die  übrigen  2A— 2  Paare  von  Verzweigungspunkten 

auch  noch  auf  die  Punkte  +h  +-^7  fallen;   die  Discriminante 

A 

der  Gleichung 

U^Vs  =  0 

darf  daher  nur  für  »  =  jr  1,  +—  verschwinden;  endlich  müssen 
von  den  4h  Wurzeln  der  Gleichung 

(r-r')(r-n/')=^o 

2A— 2  doppelte  und  nur  4  einfache  sein.  K. 


A.  Wangkrin.    üeber  eine  neue  Art  der  conformen  Ab- 
bildung einer  Ebene  auf  eine  andere.    GranertArch.LV.i-5. 

A.  Wangkrin.     lieber   einige  Eigenschaften   der  Lem- 

niskaten.      Gmnert  Arch.  LV.  5. 

Nachdem  die  schon  bekannten  Fälle  solcher  conformen  Ab- 
bildungen, bei  welchen  einer  Parallelenschaar  der  einen  Ebene 
eine  gegebene  Curvenschaar  der  andern  entspricht  (vergl. 
K.  V.  d.  Mahl,  Ueber  die  Abbildung  von  Ebenen  auf  Ebenen,  Bor- 
chardt  J.  LXIX  264—285  b.  F.  d.  M.  I  256),  recapitulirt  sind, 
findet  der  Herr  Verfasser,  dass  den  Parallelen  zu  beiden  Axen 
in  der  Ebene  u,  f,  zwei  Systeme  nicht  confocaler  Lemniskaten  in 
der  Bildebene  x,  y  entsprechen  können;  aber  die  UntersuchuDg 
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zeigt  nicht,  dass  damit  alle  Fälle  erschöpft  sind,  in  welchen  den 
Parallelen  zur  <-Axe  Lemniskaten  in  der  a?y-Ebene  entsprechen. 
In  der  Gleichung  der  Lemniskate 

werden  a  und  h  so  als  Functionen  von  t  bestimmt,  dass  den 
Parallelen  zur  t-Axe  die  in  der  Gleichung  enthaltenen  Lemniskaten 
entsprechen.  Die  Abbildung  kann  unter  dieser  Bedingung  ver 
mittelt  werden  durch  die  Gleichung: 

und  zwar  wird  durch  dieselbe  der  zwischen  w  =  o  und  «  =  rT, 
f  =  —  oo  und  4-00  enthaltene  Theil  der  /?*- Ebene  (mit  Aus- 
nahme des  Punktes  t  =  00)  eindeutig  auf  die  ganze  xy-Yiim 
abgebildet.  Eliminirt  man  u  aus  den  beiden  Gleichungen,  die 
sich  durch  die  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  ergeben,  so 
erhält  man 

{x'  +  yy-2c^  -i±-J-  {x^-f)^-c'  =  0. 

Diese  nicht  confocale  Lemniskatenschaar  hat  für  ein  negatives  f 
folgende  Eigenschalten:  1)  Jede  Curve  besteht  aus  zwei  getrennten 
Zweigen ;  2)  Ist  0  Anfangspunkt,  P  und  P^  die  Punkte,  in  dcDen 
ein  Zweig  die  a;-Axe  schneidet,  so  ist  OP.  OP^  =  c*,  d.  h.  OP.  OP, 
ist  für  alle  Lemniskaten  dieser  Schaar  constant;  3)  Alle  Tangenten 
von  0  an  die  Lemniskaten  sind  gleich;  ist  t  positiv,  so  liegen 
die  Brennpunkte  auf  der  y-Axe,  und  es  bestehen  analoge  Eigen- 
schaften. Sind  F  und  F,  die  beiden  Punkte  o;  =  +  c,  y  =  0. 
G  und  6?,  die  Punkte  a?  ==  0,  y  =  ±  c,  P  ein  Punkt  der  Leni 
niskate,  deren  Parameter  t^  ist,  so  findet  sich: 

PF.  PF, 

PG.  PG, 

Das  zur  Schaar  t  orthogonale  System  u  ist  durch  die  Gleichung 
definirt: 

{x*  +  yy  —  ixyc^  cotg.  tt  =  c^ 
dasselbe  besteht  aus  eintheiligen  Lemniskaten,  welche  durch  vier 
feste  Punkte  gehen.     Wird  in  der  oben  genannten  allgenieineD 
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Gleichung  der  Lemniskate  a^  b  gesetzt,  so  findet  sich  als  Bild 
der  Parallelen  zu  der  «-  und  /-Axe  die  Doppelschaar: 

(^'+yT  =  -f  (^^-y')     und     (x^  +  yy^^^xy; 

die  Lemniskaten  beider  Schaaren  haben  die  Form  der  8  und  sind 
reciproke  Curven  zu  einem  System  gleichseitiger  Hyperbeln, 

Die  Untersuchung  führt  auf  einige  wichtige  Eigenschaften 
der  Lemniskaten;  für  die  aus  zwei  Zügen  bestehende  Lemniskate. 
gilt  folgender  Satz:  „Trägt  man  auf  der  x-  und  y-Axe  vom  An- 

4 

fangspunkte  aus  die  Strecke  |^a*— 6^  nach  beiden  Seiten  hin  ab, 
so  steht  das  Pro'duct  der  Abstände  eines  beliebigen  Lemniskaten- 
punktes  von  den  Punkten  der  rc-Axe  zu  dem  Product  der  Ab- 
stände  von  den  beiden  andern  Punkten  in  constantcm  Verhältniss'*. 
Diese  Eigenschaft  kann  zur  Definition  der  zweitheiligen  Lem- 
niskate gebraucht  werden.  K. 

Gr.  HoLZMüLLER.      Beiträge   zur  Theorie   der   isogonalen 
Verwandtschaften.     Schiömilch  z.  xvili.  228-251. 

Die  Abbildungen  Z  =  cosis,  Z  =  sina,  Z  =  sin  am  z, 
Z  =  coBa?nz,  Z  =  J  amz  werden  nach  einander  discutirt,  ins- 
besondere die  Doppelschaar  orthogonaler  Curven  in  Ebene  Z, 
welche  den  Parallelen  zu  den  Axen  in  der  sj-Ebene  entsprechen; 
femer  wird  der  Zusammenhang  dieser  Abbildungen  geprüft,  für 
welchen  die  Abbildung  Z  =  ^1  —z^  von  wesentlicher  Bedeutung 
ist;  durch  diese  Abbildung  geht  das  System  der  Geraden  durch 
den  Nullpunkt  über  in  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  durch 
die  Punkte  +  1 ;  während  sich  die  Kreise  um  den  Nullpunkt  der 
5-Ebene  in  das  orthogonale  System  confocaler  Lemniskaten  ver- 
wandeln. Dieselbe  Transformation  verwandelt  das  System  con- 
focaler Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  +  I  in 
ein  gleiches  System,  und  zwar  erzeugen  die  Ellipsen  sich  selbst 
wieder,  während  jede  Hyperbel  sich  in  ihre  Complementarhyperbel 
verwandelt.  (Confocale  Hyperbeln  heissen  hier  complementär, 
wenn  ihre  Asymptoten  mit  der  reellen  Axe  Complementwinkel 
bilden).     Der  letzte  Satz  kann  benutzt  werden,  um  eine  Ebene, 


Digitized  by 


Google 


430  ^^'  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

die  Ton  einer  Doppelscbaar  confocaler  Ellipsen  nnd  Hyperlx 
bedeckt  ist,  anf  eine  mit  ihr  zusammenfallende  nach  dem  Gea 
Z  =  }'l  — 5*  abzubilden.  Das  Bild  eines  Punktes  wird  gefuBi 
wenn  man  von  dem  gegebenen  Punkte  auf  der  durchgeheni 
Ellipse  bis  zur  Complementarhyperbel  fortschreitet.  Conföa 
Lemniskaten  mit  den  Brennpunkten  +  1  gehen  auf  diese  Wi 
in  eben  solche  mit  den  Brennpunkten  +  ]'l  — A*,  Kreise  di 
die  Punkte  +  1  nnd  die  orthogonale  Kreisschaar  in  die  recipnil 
Curven  confocaler  Kegelschnitte  mit  dem  Brennpunkte  + 1  öl 
die  sin  am-  in  cosam-Curven;  endlich  wenn  man  von  der  L 
und  Vergrösserung  absieht,  gehen  die  sin  am-Curven  in  die  J 
Curven  über.    Neue  Gesichtspunkte  eröffnet  die  Arbeit  uicbt. 

K. 


J.  M.  Krok.     Plana  reciproka  systemer.  Lnnds  ünivcRi:«^ 

arsskria  1873. 

Untersuchung  der  analytischen  Bedingungen  flir  dualistiseb 
Entsprechen  zwischen  ebenen  Systemen.  Bg. 
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Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 

Capitel  1. 

Allgemeines.     (Lehrbücher  etc.) 

L.  POINSOT.  l^UmeutS  de  Statique.  10«»^  ed.  Paris.  Qauthier- 
Villars. 

Eine  neue  Ausgabe  der  bekannten  Statik  von  Poinsot,  die 
mit  einem  Vorwort  von  Herrn  J.  Bertrand  versehen  ist,  das  sich 
auf  Poinsot's  Leben  und  Arbeiten  bezieht.  0. 

H.  Resal.  Trait^  de  m^caiiique  g^nörale,  comprenant 
las  le9ons  profess^s  h  T^cole  polyteclinique.  Tome  I : 
Cin^inatique.  Thöorfemes  generaux  de  la  mdcanique. 
De  r^quUibre  et  du  mouvement  des  corps  soHdes. 

8°  Paris.    Gauthier- Villars. 

E.  BoüR.  Cours  de  möcanique  et  des  macliines.  Tome  IIL 

Dynamique.     Paris  8».    Gauthier-Vlllars, 

H.  Resal.  Note  aecompagnant  la  Präsentation  du  „Cours 
de  mdcanique  appliqude  aux  machines**  de  J.  C.  Poncelet. 
0.  B.  LXXVII.  1254-1256. 

Die  Note  enthält  historische  Angaben  über  die  Entstehung 
des  vorgelegten  Werkes,  dessen  Herausgabe  durch  Herrn  Kretz 
erfolgte.     Die  Hauptabschnitte   desselben  sind:     1)   Allgemeine 

ForUchr.  d.  Math.  V.  3.  28 
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Betrachtungen  über  die  Bewegung  der  Ma8chinen.  2)  Die  haupt- 
Bächlichsten  Mittel  zur  Regulirung  der  Kräfte  und  zur  Ueber- 
tragung  der  Geschwindigkeiten.  3)  Berechnung  der  passiveo 
Widerstände  in  den  Theileu  mit  gleichförmiger  Bewegung. 
4)  Einfluss  bei  Veränderung  der  Geschwindigkeit  auf  die  Wider 
stände.  Wo  das  in  seiner  Entstehung  bis  1825  zurttckdatirende 
Werk  die  neueren  Untersuchungen  und  Entdeckungen  nicht  hat 
berücksichtigen  können,  sind  erläuternde  und  ergänzende  Noten 
des  Herausgebers  beigefügt.  0. 

F.  Grashof.     Theoretische  Maschinenlehre.     Bd.  i.  Lief.  2 

Fortsetzung  des  Buches :  siehe  F.  d.  M.  IV  p.  435.  Ein  fie 
ferat  über  den  Inhalt  dieser  Lieferung  findet  sich  Z.  dtsch.  log. 
XVII.  46-47.  0. 

A.  Cayley.     A.  Smith\s  prize  dissertation.      Messeoger  [-i 

III.  1-4. 

Lösung  der  Aufgabe:  ,,Gefordert  wird  eine  ausftlhrliche  Be- 
handlung der  allgemeinen  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten; die  Principien  des  Beweises  derselben  von  Lagrange  zu 
discutiren,  und  dieselbe  allgemeine  Gleichung  zum  Beweise  de^^ 
Kräfteparallelogramms  zu  benutzen".  Glr.  (0.) 

R.  LiPSCHiTz.     Sätze  aus  dem  Grenzgebiet  der  Mechanik 
und  der  Geometrie.    Clebsch  Ann.  VI.  416-436. 

Es  sei  ein  System  von  q  materiellen  Punkten  gegeben 
welche  die  Massen  w,,  »i^,  •••  m^  haben.  Man  nimmt  zunächst 
an,  dass  dieses  System  ohne  den  Einfluss  von  beschleunigenden 
Kräften  sich  frei  im  Räume  bewegt  f  dann  beschreibt  jeder  Punkt 
nie  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  eine  gerade  Linie.  Diese 
Bewegung  kann  aus  der  Forderung  abgeleitet  werden,  dass  die 
erste  Variation  des  zugeordneten  „Integrals  der  kleinsten  Wir- 
kung" R  ftlr  feste  Anfangs-  und  Endlagen  der  einzelnen  Pankte 
verschwinde.  Wenn  der  Ort  der  Masse  m^  auf  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  Xe,  y„  »«  bezogen  wird,  so  hat  Ä  den  Ausdruck: 
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wo  der  Buchstabe  e  die  Zahlen  von  1  bis  q  durchläuft.  Wofern 
nun  der  Anfangslage  des  Punktes  wi^  die  Coordinaten  a„  6^,  c^, 
der  Endlage  desselben  die  Coordinaten  x,,,  y«,  Ze  entsprechen, 
so  besteht  zwischen  „der  Function,  welche  die  über  sämmt- 
liche  q  Punkte  des  Systems  ausgedehnte  Summe  aus  den  Pro- 
ducten  jeder  Masse  m^  in  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Ortes 
C^e,  t/e,  ^e)  vou  dcm  Ortc  (a^,  b^,  c<.)  darstellt- 

e 

und  dem  Werthe  des  zugehörigen  Integrals  der  kleinsten  Wir- 
kung R  die  Gleichung 

Ä'  =  2G. 
Nach  dem  Sprachgebrauche  Hamilton's  ist  R  =  ^"20  „die  charac- 
teristische  Function  des  betreffenden  meclianischen  Problems". 
Die  Function  2  G  repräsentirt  aber  den  Begriff,  dessen  Beziehun- 
gen zu  der  Mechanik  und  der  Geometrie  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  erörtert  werden. 

Das  System  der  Punkte  m^  möge  jetzt  einer  Reihe  von  / 
Bedingungsgleichungen 

c/>^  =  const,  02  =  const.,  •  ••  0i  =  const. 
unterworfen  sein,   welche   die  Zeit  /  nicht  enthalten,    und  möge 
zugleich  unter  der  Einwirkung  von  Kräften  stehen,  für  die  eine 
Kräftefunctiou  U  vorhanden   ist.     Aus  der  von  Hamilton  formu- 
lirten  Forderung,  dass  die  erste  Variation  des  Integrals 

/«^«..((#y+(t)'+a') 

bei  festen  Anfangs-  und  Endwerthen  der  3^  Coordinaten  gleich 
Null  werde,  wo  A,,  >lj  •••  A/  zu  bestimmende  Multiplicatoren  sind, 
ergiebt  sich  dann  die  Gleichung 

welche  unabhängig  von  den  39  Variationen  Sxe,  Sy„  Sst  zu  er- 

28* 
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füllen  ist;  und  daraus  folgt  in  Verbindung  mit  den  /  Bedingungs- 
gleichungen das  System  von  Differentialgleichungen,  welches  die 
Bewegung  der  q  Punkte  determinirt.  Wenn  man  nun  in  der  an- 
gegebenen Gleichung  die  Variationen  dx^,  Sy^,  Sz^,  durch  die  end- 
lichen Differenzen  x^—a^,  y^ — b^,  z^  —  Ce  ersetzt,  und  hierauf  die 
linke  Seite  der  erhaltenen  Gleichung  durch  die  Relation 

^m,(^(«.-  .,)  +  ^(y,-  J,)  +  ^  (.,-  »,)) 

=^-^-.((^)'+®'+0') 

umformt,  so  entsteht  „eine  neue  Gleichung,  welche  den  zweiten 
nach  der  Zeit  t  genommenen  Differentialquotienten  der  Function 
G  und  keinen  anderen  zweiten  Differentialquotienten  enthält-. 
Diese  Gleichung  ist  mit  gewissen  Modificationen  bei  verschiedeneo 
Untersuchungen  angewendet  worden,  die  sich  in  dem  Texte  des 
Aufsatzes  citirt  finden.  Eine  Anwendung  auf  ein  Problem  der 
Hydrodynamik  im  TB'"""  Bande  des  Journals  f.  Mathematik  p.  240, 
und  eine  Anwendung  auf  die  Elasticitätslehre  in  demselben  Bande 
p.  329  (siehe  den  nächsten  Band  d.  F.)  sind  später  hinzugekomweD. 
Die  Function  2G  reducirt  sich,  wenn  nur  ein  einziger 
Massenpunkt  vorhanden  ist,  auf  das  Product  der  Masse  m^  io 
das  Quadrat  der  Entfernung  zwischen  den  Punkten  (x„  y,,  5,) 
und  (flj,  6„  c^).  Die  Gleichung  0^  =  const.  schreibt  dann  für 
den  Punkt  {x^/y^,  z^)  eine  beliebige  krumme  Oberfläche  vor. 
Man  kann  jetzt  den  Punkt  (a,,  b^,  cj  durch  die  beiden  Forde- 
rungen bestimmen,  dass  die  in  Bezug  auf  die  Variabelen  ir,,y,?'-, 
gebildeten  ersten  Differentiale  der  Function  G  und  der  Function  *i 
bis  auf  einen  endlichen  Factor  einander  gleich  werden  sollen, 
und  dass  ferner  für  beliebige,  aber  feste  Werthe  von  dx^,  rf^,?d5, 
und  für  beliebige  aber  bewegliche  Werthe  von  d'a?,,  d*y^,  rf's, 
das  zweite  Differential  d^G  dem  zweiten  Differential  d'(&,  eben- 
falls bis  auf  einen  endlichen  Factor  gleich  werden  soll.  Hier- 
durch wird  „der  Punkt  {a^,  6,,  c^)  der  Krtimmungsmittelpunkt 
für  einen  nach  Massgabe  der  Werthe  dx^,  dy^^  ds,  durch  den 
Punkt  (j?p  y,,  Äj)  der  Oberfläche  gelegten  Normalsehnitt,  und 
die  Grösse  ]/26r  gleich  dem  Product  aus  /m^  in  den  entsprechen- 
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den  Krümmungsradius^.  Fügt  man  zu  der  allgemein  definirten 
Function  2G  eine  Function  0,  von  den  3^  Variabelen  Xe,  y«,  »g 
hinzu,  so  lässt  sich  für  ein  die  Gleichung  (f>,  =  const.  befriedigen- 
des Werthsystem  x^,  ye,  -v  ein  zugeordnetes  Werthsystem  a«,  6^,  Ce 
in  der  Weise  bestimmen,  dass  die  angeführten  beiden  Forderun- 
gen unmittelbar  auf  die  Functionen  G  und  0,  der  3q  Variabelen 
^e,  Vej  »«  ausgedehnt  werden.  „Das  hervorgehende  System  der 
Werthe  a„  fr«  Ce  stellt  alsdann  eine  Verallgemeinerung  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes, und  die  zugehörige  Grösse  i2G  eine  Ver- 
allgemeinerung des  in  die  Quadratwurzel  aus  der  Masse  des  be- 
trachteten Punktes  multiplicirten  Krümmungsradius  dar"". 

Dieser  geometrischen  Betrachtung  begegnet  die  folgende  me- 
chanische. Bei  dem  zuletzt  erwähnten  mechanischen  Problem 
sei  nur  die  eine  Bedingungsgleichung  0,  =  const.  vorhanden 
und  die  Kräftefunction  V  gleich  Null.  Unter  diesen  Umständen 
repräsentirt  der  Ausdruck  A,  50^  die  Summe  der  Momente  aller 
Drucke,  welche  bei  der  Bewegung  der  q  Punkte  ausgeübt  wer- 
den. Für  den  Fall,  dass  nur  der  eine  Massenpunkt  m^  da  ist, 
muss  sich  derselbe  ohne  den  Einfluss  beschleunigender  Kräfte 
auf  der  Oberfläche  0^  =  const.  bewegen,  und  der  bestehende 
Druck  wird  durch  den  Ausdruck 


'./(sy+c^)"+f^y 


gemessen.  „Bei  der  bezeichneten  Bewegung  des  Systems  von 
q  Punkten  kann  somit  der    Ausdruck  X^  ]^(1,1),  wo 

gesetzt  ist,  als  eine  Verallgemeinerung  von  dem  Begriffe  aufge- 
fasst  werden,  welcher  für  einen  Punkt  der  durch  die  Quadrat- 
wurzel aus  der  Masse  dividirte  Druck  ist'\  Nun  kennt  man  den 
Satz,  „dass  der  in  dem  Punkte  {x^,  y,,  s,)  der  Oberfläche 
0,  =  const.  bestehende  Druck,  durch  die  lebendige  Kraft  des 
bewegten  Punktes  dividirt,  gleich  dem  reciproken  Werthe  des 
Krümmungsradius  der  betreffenden  Bahncurve  ist".  Vergleicht 
man  jetzt  den  aus  dem  Bewegungsproblem  der  Punkte  bestimmten 
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Werth    A,  )/(l,l)  mit  dem  durcb  die  beiden  obigen  FordeniDgen 
determinirten  Werthe  "fiG,  so  entsteht  die  Gleichung 


-1 K  Vd.i) 


und  macht  klar ,  dass,  wenn  statt  der  lebendigen  Kraft  des  ein- 
zelnen Punktes  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Massensystems 

f».((t)'+(t)'+(^)') 

gesetzt  wird,  und  wenn  fUr  den  Krümmungsradius  und  den  Druck 
die  erwähnten  Verallgemeinerungen  eingeftlhrt  werden,  der  so- 
eben ausgesprochene  Satz  seine  Gtlltigkeit  behält. 

Um  die  entwickelten  Begriffe  durch  die  Uebertragung  auf 
ein  weiteres  Feld  einer  ferneren  Prüfung  zu  unterziehen,  möge 
statt  des  von  Hamilton  herrührenden  Variationsproblems  das  fol< 
gende  allgemeinere  zu  Grunde  gelegt  werden.  Es  sei  a-«  ein 
System  von  n  veränderlichen  Grössen,  wo  der  Buchstabe  a,  wie 
später  b,  c,  •••,  die  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft,  f{dx)  bedeute 
eine  wesentlich  positive  Form  des  p'*"  Grades  von  den  Differen- 
tialen (/a?fl,  bei  der  die  Coefficienten  von  den  Variabelen  y^  be- 
liebig abhängen,  die  Determinante  aus  den  zweiten  Ableitungen 

^  ,  '^..  /      sei  nicht  identisch  glqich  Null,   f/und  0,,  0,  •-.  */ 
oax^  oax^ 

seien  reine  Functionen  der  Variabelen  x«.  Man  verlangt  nun 
die  Variabelen  Xa  von  einer  indepen deuten  Variabele  t  so  ab- 
hängig zu  machen,  dass  die  erste  Variation  des  Integrals 


yv( 


'^)+U+\<l>,+l,<l>,  +  -X,<l>,)il, 


wo  l^y  ^3i***A/  zu  bestimmende  Multiplicatoren  sind,  und  die 
/  Gleichungen 

(P,  =  const.,  0j  =  const,  •••  0;  =  const. 

gelten,  bei  festen  Anfangs-  und  Endwerthen  der  Variabelen  Xt 
verschwindet.  Aus  dieser  Forderung  folgt  die  unabhängig  von 
den  Variationen  dxa  zu  befriedigende  Gleichung 
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WO  die  Dififerentiatiun  nach  t  durch  einen  Strich  angedeutet  ist. 

Sobald  keine  Bediugungsgleichungen  gegeben  sind  und  die 

Function  U  gleich  Null  ist,  fällt  die  ausgesprochene  Forderung 

mit  der  anderen  zusammen,  dass  die  erste  Variation  des  Integrals 

R  ^fi'W^ 

zu  Null  werde.  Die  betrefienden  Integrationswerthe  x^  bilden 
eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  welche  dadurch  be- 
stimmt ist,  dass  ftlr  einen  Werth  i  =  U  die  Gleichungen  Xq,  =  Xa(o) 
und  x'^  =  x^(o)  gelten,  wo  Xa{o)  und  x^Qo)  gegebene  Constanten 
sind.  Die  Xa  werden  gegenwärtig  reine  Functionen  der  Grössen 
Xa(o)  und  der  Verbindungen  x'^{o)  (t  —  to')  —  Uay  und  die  letzteren 
stellen,  indem  die  ersteren  als  constant  gelten,  „ein  System  von 
Normalvariabelen  für  die  Form  f{SxY  dar.  Wenn  man  durch 
die  Substitution  eines  beliebigen  unabhängigen  Systems  von  Va- 
riabelen  y^  die  Form  f(dx)  in  eine  Form  g{dy)  verwandelt,  und 
durch  die  entsprechende  Wiederholung  des  angegebenen  Ver- 
fahrens das  correspondirende  System  Normalvariabelen  i&c  für  die 
Form  g{dy)  hervorbringt,  qp  sind  die  w«  lineare  Functionen  der 
z-c  mit  Constanten  Coefficienten.  Der  Werth  des  Integrals  Ä,  von 
dem  System  a?a  (o)  bis  zu  dem  System  a?«  ausgedehnt,  wird  ^rch 

die  Gleichung 

np  =  pfo(u) 

ausgedrückt;  fo^u)  geht  aus  f{dx)  hervor,  indem  statt  der  x^ 
die  Xfi(o)  und  statt  der  rfa-j  die  M(>  substituirt  werden,  und  ver- 
wandelt sich  bei  der  Anwendung  der  Nor  mal  variabel  en  z^  in  den 
entsprechend  gebildeten  Ausdruck  ^o(»). 

Durch  die  Einführung  der  Normalvariabeln  t«^  in  die  Form 
f{dx)  wird  diese  in  die  Form  desselben  Grades  q>{du)  transfor- 
mirt,  welche  ein  j,  Normaltypus  für  die  Form  f{dxY'  genannt  wird. 

Bei  der  früher  behandelten  Voraussetzung,  wo  statt  der  n 
Variabelen  Xa  die  ^q  Coordinaten  x,^  y^,  Ze  gewählt  waren,  und 
statt  f{dx)  die  Form 
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vorlag,  entsprachen  den  Initialwerthen  Xa{o)  für  das  Variations- 
problero  des  Integrals  R  die  Coordinaten  a^  b^j  c^  und  die  Punkte 
m^  bewegten  sich  bei  der  Lösung  dieses  Problems  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  in  geraden  Linien.  „Demnach  sind  dort  die 
Norraalvariabelen  «tf  gerade,  die  Coordinatendiffcrenzen 

Xe'-O'e)   ye  —  he,   ««— C«, 

der  Normaltypus  ^(rfw)  wird  der  gegebenen  Form 

gleich,  und  die  Function  2fo{u)  fällt  mit  der  Function  2G  zu- 
sammen". Bei  einer  Drehung  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  der  x,  y,  s  geht  das  betreffende  System  von  Normal- 
variabelen in  ein  anderes  correspondirendes  System  von  Normal- 
variabelen über. 

Auf  Grund  dieser  Erwägungen  werden  in  dem  aufgestellten 
allgemeineren  Variationsproblem  die  Normalvariabelen  m«  statt 
der  Variabelen  a?«  eingeführt,  und  an  Stelle  der  vorhin  abge- 
leitetefn  Gleichung  erscheint  die  folgende 


r  \      dt        du,  /  ^'*'-' 


Hier  sind  alsdann  statt  der  Variationen  8u^  die  Normalvariabeln 
2/c  selbst  zu  substituiren.  Beide  Seiten  der  aus  dieser  Sub- 
stitution resultirenden  Gleichung  haben  die  Eigenschaft,  wenn 
statt  der  Normalvariabelen  u^  ein  anderes  correspondirendes  System 
von  Normalvariabelen  z^  gebraucht  wird,  in  die  entsprechend  ge- 
bildeten Ausdrücke  überzugehen,  und  zwar  beruht  diese  Eigen- 
schaft auf  dem  Umstände,  dass,  weil  die  i/c  lineare  Functionen 
der  ^e  uiit  constanten  Coefficienten  sind,  zwischen  den  Variabelen 
Vi  und  Ze  ganz  dieselben  Gleichungen  gelten,  die  zwischen  den 
Variationen  8u^  und  8z^  bestehen.  Denn  die  ursprüngliche  Glei- 
chung, bei  welcher  die  Variationen  der  Variabelen  noch  nicht 
durch  die  Variabelen  ersetzt  sind,  hat  die  betreffende  Eigenschaft, 
dass  ihre  beiden  Bestandtheile  bei  der  Substitution  eines  Systems 
von  neuen  Variabelen  sich  mitändern,  allgemein,  und  behält  also 
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diese  Eigenschaft,  wofern  die  du^  durch  die  u^,  und  zugleich  die 
d^t  durch  die  «e  ersetzt  werden.  Von  nun  ab  soll  die  Voraus- 
setzung eintreten,  dass  die  Zahl  p,  welche  den  Grad  der  Form 
f{dx)  ausdrückt,  gleich  zwei  sei.     Dann  gilt  die  Relation 

und  mit  Httlfe  derselben  liefert  die  in  Rede  stehende  Substitution 
der  tic  für  die  Variationen  Sitt  die  Gleichung 

—di^^^'^vTtJ-^ — di;-, — ''^+;f  ^>'"äiir  " 

wo  r  von  1  bis  /  geht;  die  oben  angedeutete  Gleichung  ist  hierin 
als  specieller  Fall  enthalten. 

Wie  die  Function  2  6r  von  den  beiden  Werthsystemen  a^,  6^,  c<. 
und  Xg,  y^,  z^  abhängt,  so  kommt  es  bei  der'  Function  2/'o(m), 
welche  jetzt  an-  deren  Stelle  getreten  ist,  auf  die  beiden  Werth- 
systeme  Xaio)  und  Ua  an.  Wir  denken  uns  die  «a -beliebig,  aber 
so  gewählt,  dass  eine  Gleichung  0,  =  const.  erfüllt  ist,  und  wer- 
den, dem  ursprünglichen  geometrischen  Gedankengange  folgend, 
die  iro(o)  durch  die  Aufstellung  von  zwei  Forderungen  indirect 
bestimmen,  in  denen  die  früheren  beiden  auf  die  a^,  6^,  Ce  bezüg- 
lichen Forderungen  eingeschlossen  sind.  Die.  erste  Forderung 
geht  dahin,  dass  das  in  Bezug  auf  die  Variabelen  Ua  genommene 
vollständige  Differential  dfo{u)  dem  vollständigen  Difterential  d<I>^ 
bis  auf  einen  endlichen  Factor  gleich  werde,  und  die  zweite  For- 
derung hat  den  Inhalt,  dass  der  Ausdruck 

c        duc 
dem  zweiten  DiiSferential  rf''/>,  bei  beliebigen,  aber  festen  ersten 
Differentialen  du^  und  beliebigen,  aber  beweglichen  zweiten  Diffe- 
rentialen d'^Uf  ebenfalls  gleich  werde.     Bei  der  vorhin  getroffenen 
Voraussetzung  fällt  der  Bestandtheil 

c         du 
fort,  denn  der  Normaltypus  q)(du)  ist  hier  gleich  der  Form 
i^me^dx'ei-dy:  +dz'el 
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deren   Coefficienten   constant   sind.     Ueberhaupt  gilt  der  Satz, 
dass  der  Ausdruck 

dann  und  nur  dann  verscb windet,  wenn  die  Form  f{dx)  in  eine 
Form  mit  constanten  Coeflficienten  transforrairt  werden  kann. 

Bei  dem  Variationsproblem,  welches  das  Problem  der  Me- 
chanik in  sich  schliesst,  wird  angenommen,  dass  nur  eine  Bedin- 
gungsgleichung  0^  =  const.  gegeben,  und  die  Function  U  gleich 
Null  sei.  Man  gebraucht  ferner  bei  der  Form  f(dx)  die  Be- 
zeichnungen 

f{dx)  =  42;  o«,*  dx^  dxi,j 

\n    1      ./     ^^        A        v^«'*  ^'^'  ^*'  -n  n 


und  bei  dem  zugehörigen  Normaltypus  (p{du)  die  Bezeichnungen 

^(du)  =  ^2:  Pfl,*  dua  dui, 

Sobald  nun  der  Werth  A^  |/(l,l)  zuerst  vermittelst  der  Form  f(du) 
und  der  Variabelen  x«  und  dann  vermittelst  des  Normaltypus 
(p  (du)  und  der  Nornialvariabelen  w«  dargestellt  wird,  so  giebt  die 
Verbindung  der  letzteren  Darstellung  mit  dem  so  eben  durch 
die  beiden  Forderungen  bestimmten  Werthe  ^  2fo(u)  die  Glei- 
chung 

-1     ^K}fÖJ) 

„Also  hält  der  Satz,  welcher  die  Beziehung  zwischen  dem  Krüm- 
mungsradius und  dem  Druck  auf  einer  Oberfläche  ausspricht 
auch  auf  dem  zum  zweiten  Mal  erweiterten  Felde  Stich". 

Es  bleibt  noch  übrig,  aus  der  vorhin  ausgeführten  indirecten 
Bestimmung  des  Werthsystems  Xf^{ö)  eine  directe  Bestimmung  ab- 
zuleiten. Bei  einer  Obei-fläche  0,  =  const.  kann  die  Bestimmung 
des  zu -einem  Normalschnitte  in  dem  Punkte  a:,,  y,,  z^  zugehörigen 


Digitized  by 


Google 


Oapitel  1.    Allgemeiuos.  441 

KrttinmuQgsmittelpanktes  in  der  Art  geschehen,  dass  in  dem 
Punkte  der  Oberfläche  eine  gegen  die  Oberfläche  normale  gerade 
Linie  construirt  und  auf  dieser  die  Länge  des  zugehörigen  Krüm- 
mungsradius abgeschnitten  wird.  Diesem  Verfahren  entspricht 
genau  das  folgende.  Das  Werthsystem  Xa,  welches  die  Gleichung 
c/>j  =  const.  befriedigt,  ist  gegeben.  Von  diesem  Werthsystem 
gellt  eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  aus,  filr  welche 

die  erste  Variation  des  Integrals  ß  =   /  }/2f{dx)  dauernd  gleich 

Null  ist,  das  erste  Element  dieser  Mannigfaltigkeit,  bei  dem  die 
Variabelen  x^  beziehungsweise  die  Incremente  Dxa  erhalten,  wird 
so  gewählt,  dass  die  Gleichung 

^       dDx,    ^'  .      (KD, 


erfüllt  ist,  und  diese  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  wird 
bis  zu  demjenigen  Werthsystem  x«(o)  fortgesetzt,  ftlr  welches 
der  Werth  des  von  dem  System  a?»  bis  zu  dem  System  x«(o)  er- 
streckten Integrals  R  die  Gleichung 

1        *,  fCMl 


befriedigt,  wo  die  Verbindung  X^  }^(1,1)  iu  den  Werthsystemen  ar« 

und  —T^-  ausgedrückt   ist.     Die   gegenwärtige  Bestimmung  des 

Werthsystems  Xa{o)  ist  von  der  Wahl  des  Systems  von  Variabelen 
x«  unabhängig;  denn  sobald  statt  der  Variabelen  x^  ein  beliebiges 
unabhängiges  System  von  neuen  Variabelen  yc  eingeführt,  und 
die  Form  f{dx)  in  die  Form  g{dy)  transformirt  wird,  so  bringen 
die  angegebeneu  Vorschriften  das  Werthsystem  yt{o)  hervor,  wel- 
ches dem  Werthsysteme  Xa{o)  zugeordnet  ist.  Lz. 

A.  Cayley.     Note  in  illustration  of  certaiu  general  theo- 
rems    obtained   by   Dr.  Lipsclutz.    Quart.  J.  Xll.  346-349. 
Die  Note  soll  eine  Einleitung  zu  U.  Lipschitz  „Erweiterung 
des  Planeten- Problems  ctc.^  sein,  und  beleuchtet  gewisse  allge« 
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meine  Theoreme,  deren  H.  Lipschitz  sich  bedient,  indem  der 
Verfasser  ein  einzelnes  Beispiel  betrachtet.  Cly.  (0.) 

B»  Lipschitz.  Extension  of  the  planet -problem  to  a 
Space   of  n  dimensioiis   and  of  constant  integral  cur- 

vature.     Quart.  J.  XII.  349-370. 

Das  betrachtete  Problem  bildet  ein  Beispiel  zu  der  Abhand- 
lung: Untersuchung  eines  Problemes  der  Variationsrechnung,  in 
dem  das  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist.  (Borchardt  J. 
LXXIV,  116—149,  s.  F.  d.M.  IV  180).  Auf  einen  Raum  von 
zwei  Dimensionen  mit  constanter  Krümmung  angewendet,  d.  h. 
auf  die  Bewegung  eines  Theilchens  auf  einer  sphärischen  Ober- 
fläche vom  Radius  c,  sind  die  Bewegungsgleichungen 

-^—  c  sm— cos  — (--^  )  =  -j- 
dt  c  c  \dl/  dr 

wo  U  eine  Function  von  r  allein  ist.  Dies  Problem,  als  ein  be- 
sonderer Fall  des  entsprechenden  Problems  für  einen  gekrümmten 
Raum  von  n  Dimensionen,  wird  in's  Kleinste  ausgeführt  und  ge- 
langt ^der  Verfasser  zu  verschiedenen  interessanten  Resultaten. 

Cly.  (0.) 

E.  Schering.  Die  Schwerkraft  in  mehrfach  ausgedehnten 
GaussWien  und  Rieiuann'schen  Räumen.  Gott.  Nachr. 
1873.  149-159. 

Die  Arbeit  beginnt  mit  einer  Auseinandersetzung  des  Nutzeng, 
den  eine  Betrachtung  von  Kräften  in  mehrfach  ausgedehnten 
Räumen  darbietet.  Es  werden  dann  eine  Reihe  von  Sätzen  über 
das  Potential  in  solchen  Räumen  aufgestellt,  die  an  dieser  Stelle 
jedoch  ohne  Beweis  mitgetheilt  werden,  von  denen  wir  daher 
nur  die  folgenden,  zur  Characterisirung  derselben  anführen :  „Be- 
deutet V  die  Potentialfiinction  der  auf  eine  in  einem  Punkte  be- 
findliche Masseneinheit  ausgeübten  Wirkung,  welche  als  von  einer 
positiven  oder  negativen,  irgend  Avie  im  Räume  vertheilten  Masse 
ausgehend,  betrachtet  werden  soll,  je  nachdem  die  Wirkung  eine 
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Anziehung  oder  Äbstossung  ist,  so  wird  F  =  ^m  .  ir„(r),  wenn  r 

1H 

die  Entfernung  des  Massentheilchens  m  von  dem  veränderlichen, 
die  Function  V  bestimmenden  Punkte  bezeichnet.  Die  in  irgend 
einem  von  der  (w — l)-fach  ausgedehnten  räumlichen  Gestalt  Än-i 

vollständig,  aber  nur  einfach  begrenzten  Raumtheile  Ä„  befind- 

1       /*  dV 
liehe  Gesammtmasse  wird  durch        .      /  -^^  dR„^i  dargestellt, 

worin  K(n)  =  2 (4 n)  ^  -777 -rrtUreinungrades»,  =2^^ r- 

für  ein  grades  n  ist,  dN  die  zu  dem  Elemente  dfi„_i  der 
(« — l)-fach  ausgedehnten  räumlichen  Gestalt  ß^-i  nach  der 
Seite  des  von  ihr  begrenzten  Raumtheiles  Ä„  errichtete  Nor- 
male bedeutet  und  das  Integral  über  die  ganze  Grenze 
des  Raumtheiles  Rn  ausgedehnt  wird".  „Bestimmt  man  die 
I^age  eines  Punktes  durch  irgend  welche  rechtwinklige,  krumm- 
linige Coordinaten  tjr"Vr"Vn^  bezeichnet  mit  d^^  -"dti,"' dtjn 
und  Sf]^  '»'drjr'-'Sfjn  irgend  zwei  unendlich  kleine  Ortsverände- 
rungen dieses  Punktes,  so  wird  das  Product  der  Längen  der 
von  dem  ersten  Ort  dieses  Punktes  nach  jenen  beiden  benach- 
barten Orten  gezogenen  kürzesten  Linien  in  einander  und  in  den 
cosinus  des  von  diesen  Linien  eingeschlossenen  Winkels  multi- 

r—n 

plicirt,  die  Form   ^  tj'^  ij'^  dtjy  Sr^y    haben,    worin    ri\  ...  ly^  •-.  ?/|^ 

v—l 

positive  Functionen  allein  von  Vy- "  Vr-**  fin  sind".  „Befindet 
sich  die  Masseneinheit,  auf  welche  sich  das  Potential  V  bezieht 
in  dem,  nach  dem  vorigen  Lehrsatz  durch  die  Coordinaten 
Vi  "-  Vr  "'  Vn  bestimmten  Punkte,  und  ist  die  einwirkende  Masse 
an  dieser  Stelle  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  stetig  vertheilt, 
so  ist  daselbst  die  Dichtigkeit  der  Masse  gleich 
1        1    ''^  d    /  1]'      dV\ 

K(jO   n'  K=i  driv  ^ny  v'y  dtiy  ^ 
worin  rf  fllr  das  Product  fi\  •  ^i  •  •  •  ^1  gesetzt  ist".  0. 

E.  Schering.  Die  Hamilton  -  Jacobi'sche  Theorie  für 
Kräfte,  deren  Maass  von  der  Bewegung  der  Körper 
abhängt.     Gott.  Nachr.  1873.  744-753. 
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Nach  einer  Einleitung  über  die  Methoden,  welche  Lagrange, 
Poisson,  Hamilton  und  Jacobi  in  die  Dynamik  eingeführt  haben, 
deutet  der  Verfasser  au,  in  welcher  Weise  es  ihm  gelungen  ist, 
diese  Wege  auszudehnen  auf  Räume,  in  denen  das  Quadrat  des 
Längenelementes  sich  allgemein  durch  eine  homogene  Function 
2**''^  Ordimng  der  Coordinatendiflerentiale  ausdrückt,  und  auf  Kräfte, 
die  in  bestimmter  Art  nicht  bloss  von  der  Lage,  sondern  auch 
von  der  Bewegung  ihrer  Angriffspunkte  abhängen.  Mr. 

E.  Schering.     Hamilton-Jacobi'sche  Theorie  für  Kräfte, 

deren  Maass  von  der  Bewegung  der  Körper  abhängt. 
Gott.  Abbaudl.  XVITI. 

Das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  hat  Oauss  im  Bd.  Y 
seiner  Werke  p.  2;]  in  folgender  Weise  ausgesprochen:  „Die 
Bewegung  eines  Systemes  materieller,  auf  was  immer  für  eine 
Art  unter  sich  verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zugleich 
an  was  immer  für  äussere  Beschränkungen  gebunden  sind,  ge- 
schieht in  jedem  Augenblick  in  möglich  grösster  Uebereinstimmung 
mit  der  freien  Bewegung  oder  unter  kleinstem  Zwange,  indem 
man  als  Maass  des  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem 
Zeittheilchen  erleidet,  die  Summe  der  Producte  aus  dem  Qua- 
drat der  Ablenkung  jedes  Punktes  von  seiner  freien  Bewe- 
gung in  seine  Masse  betrachtet'*.  Der  Verfasser  knüpft  an  dies 
Princip  an  und  setzt  zunächst  die  beiden  allgemein  gültigsten 
Voraussetzungen  über  die  Bew  egung  eines  einzelnen  freien  Massen- 
theilchens  auseinander.  Er  bestimmt  alsdann  die  Bahn  eines 
frei  beweglichen  Theilchens,  indem  er  sich  nicht  auf  die  gewöhn- 
liche Raumanschauung  beschränkt,  sondern  die  Betrachtungen 
von  vorn  herein  und  durch  die  ganze  Abhandlung  hindurch  auf 
einen  Raum  von  allgemeinster  Beschaffenheit  ausdehnt.  Nach- 
dem er  sich  auf  diese  Weise  den  Ausdruck  für  das  Maass  des 
Zwanges  verschaiil  hat,  leitet  er  sich  die  Fundamentalgleichung 
der  Bewegung  her,  indem  er  dabei  zugleich  dem  Beginff  des 
Potentiales  von  Gauss  und  der  Kräftefunction  von  Hamilton  eine 
verallgemeinerte  Bedeutung  giebt.  Im  Weiteren  gelangt  dann 
der  Herr  Verfasser  zu  dem  Hamilton'schen  Satze: 
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sf(T+  V)dt=  ifiZv.  ^-«)dU 

demselben ,  den  Herr  Lipschitz  in  seiner  Abhandiung,  ^Unter- 
suchung eines  Problems  der  Variationsrechnung",  Borehardt  J. 
LXXIV.  116  (s.  F.  d.  M.  IV  p.  180)  ausgesprochen  hat.  Er  wendet 
sich  sodann  zu  den  canonischen  Variabein,  indem  er  die  Bedin- 
gungsgleichungen für  dieselben  herleitet.  Im  fünften  Abschnitte 
zieht  dann  der  Verfasser  die  von  Gauss  zuerst  betrachteten  Kräfte 
in  Betracht,  deren  Maass  von  der  Bewegung  selbst  abhängig  ist, 
und  zeigt  deren  völlige  Bestimmung  an  zwei  speciellen  Problemen, 
von  denen  das  eine  die  Bewegung  zweier  sich  in  einem  r-fach 
ausgedehnten  ebenen  Räume  bewegenden  Hassentheilchen  betrifil. 
Er  untersucht  dabei  speciell  den  Fall  des  mehrfach  ausgedehnten 
Gauss'schen  und  Riemann'schen  Raums,  wobei  er  den  zweiten 
der  p.  443  angeführten  Lehrsätze  anzuwenden  Gelegenheit  findet. 
Indem  der  Verfasser  sich  alsdann  zu  den  allgemeinen  Differen- 
tialgleichungen der  Substitutionen  wendet,  gelangt  er  zu  folgen- 
dem Satze:  ,, Bilden  die  q^  -  • .  qn  und  p^  . . ,  pn  ein  System  ca- 
nonischer Veränderlichen,  so  ist,  damit  die  durch  gegebene  Sub* 
stitutionsgleichungen  eingeftlhrten  Grössen  (!>,...  CPn  und  q>^  ...  <]pn 
allgemein  auch  ein  System  canonischer  Variabein  bilden,  nöthig 
und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  allgemeinen  zweigliedrigen 
Differential-Determinanten  von  allen  zusammengehörigen  Paaren 
qi  und  pi  sich  von  der  ebenso  aus  t/;,  und  (fi  gebildeten  Summe 
nur  um  die  zweigliedrige  Differential-Determinante  von  der  Ver- 
änderlichen t  und  irgend  einer  Function  £  unterscheidet".  Die 
weitere  Arbeit  beschäftigt  sich  dann  mit  den  Störungsformeln 
von  Jacobi,  Poisson,  Lagrange,  Hamilton.  0. 


Capitel  2. 
Kinematik, 

A.  Mannheim.  Sur  les  trajectoires  des  points  d^me  droite 
mobile  dans  Tespace.  C  R.  Lxxvi.  5öi-5&5.  635-639.  (Port- 
setzong). 
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Wenn  eine  Gerade  nach  einem  beliebigen  Gesetz  durch  den 
Raum  bewegt  wird,  so  beschreiben  die  einzelnen  Punkte  der- 
selben gewisse  Bahnen.  Fasst  man  eine  Gerade  in  einem  Mo- 
ment der  Bewegung  auf,  so  wird  jedem  Punkt  deraelben  ein 
Bahnelement  entsprechen.  Man  kann  an  demselben  Richtung, 
Krümmung  etc.  unterscheiden.  Die  Beziehungen,  in  denen  die 
Bahnelemente  aller  Punkte  einer  Geraden  zu  einander  stehen, 
sind  es,  mit  denen  sich  der  Verfasser  beschäftigt.  Einige  der 
bemerkenswerthesten  mögen  hier  Platz  finden: 

Die  Tangenten  der  Bahnelemente  alier  Punkte  einer  be- 
wegten Geraden  gehören  einem  parabolischen  Hyperboloid  an, 
die  Krllromungsaxen  jener  Bahnelemente  liegen  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  in  der  Regel  ein  Hyperboloid  ist;  es 
giebt  also  im  Allgemeinen  auf  einer  bewegten  Geraden  nicht 
einen  Punkt,  welcher  ein  Inflexionspunkt  fttr  seine  Bahncurve 
wäre.  Die  Osculationsebenen  der  bezeichneten  Bahnelemente 
haben  einen  Richtungskegel  zweiten  Grades,  während  sie  selbst 
eine  abwickelbare  Fläche  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe 
umhtlllen.  Die  osculirenden  Kugeln  jener  Bahnelemente  haben 
ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung;  es  giebt 
daher  auf  jeder  Geraden  drei  Pankte,  fttr  welche  die  Bahnele- 
mente stationäre  Osculationsebenen  haben,  u.  s.  w. 

Von  den  interessanteren  Folgerungen,  welche  Herr  Mann- 
heim aus  seinen  Betrachtungen  zieht,  mögen  noch  einige  bemerkt 
werden. 

Wenn  ein  starres  System  irgend  eine  Verschiebung  erleidet 
so  gehören  diejenigen  Punkte,  welche  in  einem  Moment  der  Be- 
wegung Infiexionspunkte  ihrer  Bahnen  sind,  einer  imaginären 
Fläche  vierter  Ordnung  an,  und  wenn  reelle  Punkte  dieser  Natur 
überhaupt  existiren,  so  liegen  sie  auf  einer  Doppellinie  dieser 
Fläche.  Diejenigen  Punkte,  deren  Bahnelemente  zu  einem  Zeit- 
punkt stationäre  Osculationsebenen  haben,  bilden  eine  Fläche 
dritten  Grades,  etc. 

Als  besonderer  Fall  sei  noch  erwähnt:  „Wenn  vier  Punkte 
einer  Geraden  auf  vier  gegebenen  Ebenen  gleiten,  so  beschreibt 
irgend  ein  Punkt  dieser  Geraden  einen  Kegelschnitt".      Sehn. 
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A.  Mannheim.  Memoire  sur  les  surfaces  trajectoires  des 
points  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  le  döpla- 
ceraent  est  assujetti  k  quatre  conditions.  (Rapport  de 
M.  Chasles).    0.  R.  Lxxvii.  752-750. 

Ist  die  Verrückung  eines  starren  Körpers  vier  Bedingungen 
unterworfen,  so  kann  jeder  Punkt  desselben  im  Allgemeinen  eine 
Flächentrajectorie  (surface  trajeetoire)  beschreiben.  Bei  einer 
bestimmten  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Ver- 
rttckung,  werden  die  Punkte  einer  Geraden  G  Curventrajectorien 
durchlaufen;  die  Normalebenen  dieser  Trajectorien  schneiden 
sieh  in  einer  Geraden,  welche  die  zu  G  Conjugirte  genannt  wird. 
Wird  diese  mit  dem  System  bei  der  Bewegung  mitgeflihrt  gedacht, 
so  ist  ihre  Conjugirte  wieder  die  Gerade  G.  Bei  allen  möglichen, 
den  vier  Bedingungen  entsprechenden  Bewegungen  des  Systems 
wird  jeder  wirklichen  Lagenveränderung  von  G  eine  Conjugirte 
CT  zugehören;  diese  bilden  zusammen  eine  Schaar  von  Geraden 
eines  Hyperboloids,  und  zwar  gehört  G  zu  derselben  Schaar,  wie 
ihre  Conjugirten.  Die  Erzeugenden  der  anderen  Schaar  sind  die 
Normalen  der  Flächentrajectorien,  welche  die  Punkte  von  G  be- 
schreiben. Ein  beliebiger  Punkt  m  des  starren  Gebildes  beschreibt 
eine  Flächentrajectorie,  deren  Normale  jenes  Hyperboloid  in  zwei 
Punkten  trifft,  durchschneidet  also  zwei  Conjugirte  der  Geraden 
G.  Diese  beiden  Conjugirten  D  und  J  sind,  wie  Herr  Mann- 
heim zeigt,  für  alle  Punkte  des  Systems  dieselben.  Sie  haben 
die  besondere  Eigenthtlmlicbkeit,  dass,  während  sonst  jedem 
Punkt  eine  Flächentrajectorie  zugehöi-t,  jeder  Punkt  von  diesen 
beiden  Geraden  ein  Linearelement  beschreibt;  die  Normalebene 
eines  solchen  Linearelements  schliesst  die  andere  Conjugirte  in 
sich.  Zu  den  Gesetzen  dieser  Art  fügt  der  Verfasser  eine  Reihe 
anderer,  welche  sich  auf  verschiedene  Besonderheiten  der  Flächen- 
trajectorien beziehen,  die  von  den  Punkten  einer  Geraden  be- 
schrieben werden.  Z.  B.  beschäftigt  ihn  die  Frage,  wieviel 
Flächentrajectorien  jene  Gerade  berühren,  wieviel  Punkte  auf 
der  Geraden  gelegen  sind,  die  bei  einer  bestimmten  Verrückung 
des  Systems  Trajectorien  beschreiben,  welche  die  Asymptoten- 

Fortschr.  d.  Math.  V.  :i.  29 
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linien  ihrer  Fläcbentrajectorien  berühren,  u.  s.  w.  Endlich 
wendet  sich  Herr  Mannheim  zu  d^n  Flächentrajectorien  aller 
Punkte  des  bewegten  starren  Systems.  Zur  CharaeterisiruDg  der 
aus  seinen  Untersuchungen  hervorgehenden  Resultate  mag  eines 
genügen.  Bei  einer  bestimmten  Verrückung,  welche  die  vier 
Bedingungen  gestatten,  werden  die  Punkte  des  Systems  lineare 
Tr^ectorien  durchlaufen.  Fragt  man  nach  dem  Ort  derjenigen 
Punkte,  deren  Lineartrajectorien  die  Asymptotenlinien  ihrer  Flä- 
chentrajectorie  bcrflhren,  so  zeigt  Herr  Mannheim,  dass  selbige 
auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  liegen,  welche  jene  ausgezeich- 
neten Geraden  D  und  J  und  ausserdem  den  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreis  in  sich  enthält.  Auf  weitere  Einzelnheiten  hier 
einzugehen,  würde  zu  weit  führen.  Sehn. 


H.  DüRRANDE.     Essai   sur  le  d^placement  d'une  figure 
de  forme  variable.    Add.  de  rfic.  Norm.  (2)  ii.  8I-121. 

Herr  Durrande  beschäftigt  sich  mit  den  Gesetzen  unendlich 
kleiner  Verrückungen  solcher  Systeme,  welche  gleichzeitig  mit 
der  Verrückung  eine  derartige  Umgestaltung  erfahren,  dass  das 
verschobene  Gebilde  zu  dem  ursprünglichen  in  homographischer 
Verwandtschaft  bleibt,  und  zwar  in  derjenigen,  bei  welcher  nie 
einem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  ein  unendlich  entfernter 
Punkt  entspricht.  Das  Gleichungssystem,  welches  diese  Bedin- 
gungen ausdrückt,  lautet 

dx  =■  xda  +  ydb  +  zdc  +  d%i 
dy  =  xda!  -\-  ydb'  +  zd&  -^  du' 
dz  =  xda"+  ydb"+  zrfc"+  du''. 
Hierin  bedeuten  die  Coefficienten  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen DiflFerentiale  von  Functionen  der  Zeit,   wenn  die  Zeit 
um    ein   Increment   dt   fortschreitet.     Aus   diesen    Gleichungen 
wird  zunächst  die  lineare  Deformation  eines  radius  vector  q  ab- 
geleitet, welcher  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  /9,  y,  bildet.    Diese 

drückt  sich,  wenn  -^  =  «  die  Deformation  der  Lineareinheit  be- 

zeichnet,  in  folgender  Weise  aus: 
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Trägt  man  auf  jedem  radiuB  vector  den  Werth  -r=  ab,  so  liegen 

die  Endpunkte  dieser  Radien  auf  einer  Fläehe  zweiten  Grades, 
welche  der  Verfasser  mit  dem  Namen  la  surface  däformatrice 
oder  einfach  la  döformatrice  bezeichnet.  Legt  man  die  Coordi- 
natenaxen  in  die  Axen  dieser  Fläche  ^  so  nimmt  sie  die  Form 
fj»*  +  £jy' +  «,»•  =  1  an,  worin  «,,  £„  £3  die  linearen  Deforma- 
tionen in  Richtung  der  Hauptaxen  bedeuten,  und  das  die  Ver^ 
räckung  definirende  Gleichungssystem  lässt  sich  in  folgender  Art 
darstellen: 

dx  .         .  du 

dy  ,  ,  du' 

^^  =  rx+e,y-pz  + -^ 

da  du" 

Bezeichnet  man  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  bezüglich 
mit  X,  Yy  Z,  so  werden  X  =  0,  F  =  0,  Z  =  0,  drei  Ebenen  dar- 
stellen, welche  sich  im  Allgemeinen  in  einem  Punkte  schneiden. 
Dieser  bleibt  bei  der  Verrückung  während  des  Zeitelements  dt 
unveränderlich.  Legte  man  in  ihn  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten,  iso  würden  aus  den  Gleichungen  die  Grössen 

du     du*      du^' 

li'    W    IT 
verschwinden,  und  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  auf  die  Coordinatenaxen  würden  sich   in  zwei  Theile 
sondern  lassen,  in 

und  in 

qz  —  ry,  rx  —  pz,  py  —  qx. 

Die  letzten  Theile  lassen  sich  hervorgebracht  denken  durch  Bo- 
tation  des  Systems  um  eine  Axe,  deren  Richtung  durch  p,  q,  r 

29* 
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bestimmt  ist,  ohne  dass  das  System  sonst  eine  Veränderung  er- 
litte. Die  Bedeutung  der  ersten  Theile  lehrt  folgende  Betrach- 
tung.   Man  lege  durch  den  Punkt  x,  y,  z  die  Fläche 

alsdann  stellen  sich  s^x,  e^y,  e^z,  bezüglich  dar  als  die  Werthe 

.^      .^      x^ 

^  dx'    ^  dy'    *  dz' 

Es  geht  also  die  Verschiebung  des  Punktes  x,  y,  z  normal  gegen 
jene  Fläche  vor  sich,  und  eine  weitere  Erwägung  zeigt,  dass  die 
Geschwindigkeit  der  Verschiebung  gleich  dem  halben  Differential- 
Parameter  dieser  Fläche  für  den  Punkt  x,  y,  z  ist.  Der  Bewe- 
gungsvorgang  lässt  sich  also  in  folgender  Form  zur  Anschauung 
bringen : 

Alle  Punkte,  welche  auf  einer  zur  döformatrice  homotbcti- 
sehen  Fläche  gelegen  sind,  verschieben  sich  normal  gegen  diese 
Fläche  mit  Geschwindigkeiten,  welche  für  jeden  Punkt  durch  den 
Werth  des  halben  Differentialparameters  erster  Ordnung  ausge- 
drückt sind,  während  die  Fläche  selbst  mit  einer  Geschwindig- 
keit (o  =  |/p*  +  q*  +  r^  sich  um  eine  Axe  dreht,  welche  mit 
den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  cosinus  durch  — ,  — ,  — 
bestimmt  sind. 

Die  Besonderheiten  der  Bewegungsvorgänge,  welche  ein- 
treten ,  wenn  X  =  0,  F  =  0,  Z  =  0  sich  in  einer  Axe  oder  in 
drei  parallel  laufenden  Geraden  schneiden,  werden  ausflihrlieb 
in  dem  essai  behandelt. 

In  einem  folgenden  Paragraphen  wendet  sich  der  Verfasser 
zu  der  Verschiebung  und  Umgestaltung,  welche  eine  algebraische 
Fläche  in  der  Zeit  dt  erfährt.  Dieselbe  sei  dargestellt  durch 
fi^> y» *)  =  0.  Bedeuten  x^^  y^,  z^  die  Coordinaten ,  in  welche 
x,  y,  z,  in  der  Zeit  dt  übergehen,  so  ist 

x^  =x  -{-  Xdty     yj  =  y  -f-  Ydt,     »^  =  »  -}-  Zdty 
und  daher  mit  Vernachlässigung  der  Terme  zweiter  Ordnung, 

x^x^—X^dt,   y^y.  —  y.dt,   z=rz^—Z^dt. 
Die  defonuirte  Fläche  wird  also  dargestellt  durch 

fix,  -  X,dt,   y,  -.  ¥,dt,   z,  -  Z,dt)  =  0, 
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oder  mit  Besehränkung  auf  die  Terme  erster  Ordnung  und  mit 
Beseitigung  der  Indices,  durch 

Diese  Fläche  geht  durch  die  Curve 

f(^,  y.  »)  =  0 

^öi+  ^ö^  +  ^Öi^-^- 
Bezeichnet  man  die  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellte  Fläche 
mit  dem  Namen  Hülfsfläche  (surface  auKÜiaire),  so  kann  man 
die  Bemerkung  machen,  dass  die  Httlfsfiäche  die  vorliegende 
Fläche  längs  der  Characteristik.  der  Fläche  schneidet,  wenn  man 
unter  Characteristik  nach  dem  Vorgange  von  Chasles  den  geo- 
metrischen Ort  derjenigen  Punkte  versteht,  deren  Verschiebungen 
innerhalb  der  Fläche  vor  sich  gehen.  Da  die  Hülfsfläche  für 
das  ganze  homothetische  Flächensystem  f(x,  y,  a)  =  c  dieselbe 
ist,  so  läset  sie  sich  als  der  Ort  der  Gharacteristiken  dieses  Flä- 
cbensystems  auffassen. 

Die  Curve  X:~^=  Y:-7^  =  Z:^  nennt  der  Verfasser  die 
ox  oy  d» 

^courbe  adjointe''  der  vorgelegten  Fläche.  Sie  enthält  alle  die- 
jenigen Punkte,  deren  Verschiebungen  normal  gegen  die  Fläche 
erfolgen.  Da  auch  sie  für  das  homothetische  Flächensystem 
f(x,  y^  z)  =  c  sieh  nicht  ändert,  so  stellt  sie  sich  dar  als  der 
Ort  der  „foyers^  dieses  Flächensystems,  wenn  man  mit  foyer  einen 
Punkt  der  Fläche  bezeichnet,  dessen  Verschiebung  normal  gegen 
die  Fläche  stattfindet.  Die  Zahl  der  foyers  cinömatiques  beträgt 
f6r  eine  Fläche  n*^"  Grades  3«. 

Demnächst  wendet  sich  Herr  Durrande  zur  Betrachtung  der- 
jenigen Punkte,  welche  in  einer  Ebene  liegen.  Auf  die  einzelnen 
Gesetze,  welche  hier  entwickelt  werden,  und  welche  interessante 
Verallgemeinerungen  der  Theoreme  über  die  Verschiebung  starrer 
Systeme  enthalten,  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort;  es  möge 
gentigen  ein  Gesetz  zur  Gharacterisirung  der  Resultate  hervorzu- 
heben. Es  ist  in  einem  Memoire  von  Chasles  (Gomptes  rendus 
de  FAcadömie  des  sciences,  26.  juin  1843)  -und  in  einer  Schrift 


Digitized  by 


Google 


452  X.  Abschnitt.    Mechanik. 

von  Mannheim  (Journal  de  l'ecole  polytechnique,  26.  cahier)  be- 
wiesen worden,  dass  bei  der  Bewegung  eines  starren  Systems 
alle  Punkte  einer  Ebene,  deren  Geschwindigkeiten  gleiche  Nei- 
gung gegen  die  Normale  dieser  Ebene  haben,  in  einem  Kegel- 
schnitt gelegen  sind,  für  welchen  der  foyer  ein  Brennpunkt  und 
die  Characteristik  die  Directrix  ist;  den  verschiedenen  Neigungen 
entspricht  die  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  durch  jenen 
foyer  als  Brennpunkt  und  die  Characteristik  als  Directrix  be- 
stimmt sind.  Herr  Durrande  zeigt,  dass  bei  der  von  ihm  be- 
trachteten Bewegung  alle  Punkte  einer  Ebene,  deren  Geschwin- 
digkeiten gleiche  Winkel  mit  der  Normale  dieser  Ebene  bilden, 
gleichfalls  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  für  diesen  steht  der 
foyer  cinämatique  und  die  Characteristik  in  dem  Verhältniss  von 
Pol  und  Polare.  Sie  sind  Pol  und  Polare  ftlr  alle  Kegelschnitte, 
welche  den  verschiedenen  Richtungen  der  Geschwindigkeiten 
entsprechen. 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  eine  geometrische  und 
analytische  Bestimmung  der  Verschiebungs-Parameter,  d.  h.  der- 
jenigen geometrischen  Elemente,  welche  die  Verschiebung  kenn- 
zeichnen. Während  für  den  Fall  eines  starren  Systems  die  Ge- 
schwindigkeiten von  drei  Punkten  in  Grösse  und  Richtung  ge- 
geben sein  müssen,  um  die  Bewegung  in  dem  betrachteten  Zeit- 
moment zu  bestimmen,  sind  in  dem  allgemeinen  Fall,  den  Herr 
Durrande  der  Betrachtung  unterwirft,  die  Geschwindigkeitsgrösse 
und  G^schwindigkeitsrichtung  von  vier  Punkten  nothwendig. 
Sind  diese  Grössen  gegeben,  so  werden  die  zwölf  in  den  Ver- 
schiebungsgleichungen auftretenden  Coefficienten  durch  sie  be- 
stimmt, so  dass  man  aus  der  Grösse  und  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit von  den  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  im  Stande  ist,  die 
Grösse  und  Geschwindigkeit  eines  Punktes  zu  bestimmen,  wel- 
cher eine  beliebige  Lage  zu  jenen  vier  Tetraederebenen  einnimmt 

Sehn. 

Saint -LoüP.  Du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  diente 
par  un  point  d'une  figure  mobile.  Noqv.  Ann.  (2)  ^ 
113-126. 
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In  einer  Ebene  gleitet  eine  Corve  auf  zwei  fest  gegebenen 
Curven.  Mit  jener  beweglichen  ist  eine  andere  ebene  Gurve  in 
starrer  Verbindung  gedacht  Diese  beschreibt  bei  der  Bewegung 
eine  Enveloppe.  Der  Krümmungsradius  derselben  ist  eine  Func- 
tion der  Krümmungsradien  der  gegebenen  Curven  in  den  Punkten, 
in  denen  sie  sich  berOhreo.  Diese  Function  wird  in  der  vorlie- 
genden Arbeit  bestimmt.  Sehn. 

A.    RiBAücOüR.      Propri^t^s  relatives   aux   d^placements 
d'un  Corps  assujetti  ä  quatre  conditions,     c.  B.  LXXVI. 

1347-1351. 
Wenn  die  Verrückung  eines  starren  Körpers  vier  Bedingungen 
unterworfen  ist,  so  beschreibt  ein  Punkt  im  Allgemeinen  eine 
Flächentrajectorie,  und  eine  Gerade  erzeugt,  wenn  der  Körper 
in  alle  mit  den  Bedingungen  der  Leitung  verträglichen  Nachbar- 
lagen ttbergeftibrt  wird,  ein  Strahlenbündel  (un  pinceau).  Unter 
den  so  erzeugten  StrahlenbUndeln  giebt  es  solche,  welche  Nor- 
malenbttschel  für  eine  Flächenfamilie  sind.  Die  Geraden,  welche 
diese  besonderen  Bündel  erzeugen,  gehören  einem  Complex  erster 
Ordnung  an.  Mit  dem  Studium  dieses  Complexes  beschäftigt 
sich  die  vorliegende  Note.  Sehn. 

V.  LiGUiNE.    Quelques  proprietös  göom^triques  du  d^pla- 
cement  d'une  figure  plane  daus  son  plan. 

Nouv.  ADD.  (2)  XII.  481-495. 
Einige  in  der  Darstellungsform  ein  wenig  veränderte  Sätze 
von  Chasles.  Sehn. 

Gboüard.     Sur  las  figures  semblables.    Bull.  d.  i.  8.  Ph.  X. 

34-37. 

Groüard.   Sur  le  mouvement  d'une  figure,  qui  se  d^place 
dans  Tespace  en  restant  seuiblable  k  elle-m^me. 

Bull.  d.  1.  S.  Ph   X.  47-50.    Inet  (2)  I.  163-164. 
Mittheilung  aus  einer  Reihe  von  Sätzen,  welche  sich  auf  die 
Bewegung  von  räumlichen  Gebilden  beziehen,  die  während  der 
Bewegung  ähnlich  bleiben.     Das  Bemerkenswertheste  ist:    Zwei 
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ähnliche  Gebilde  können  stets  in  die  Lage  der  Homothetie  (in 
dieser  sind  die  homologen  Elemente  parallel)  durch  Rotation  um 
irgend  eine  Gerade  tibergeführt  werden,  welche  einer  bestimmten 
Richtung  parallel  läuft.  Senkrecht  zu  dieser  Richtung  existirt 
eine  Ebene,  welche  die  Gebilde  in  homologen,  also  ähnlichen 
Durchschnittsiiguren  schneidet.  Das  Aehnlichkeitscentrum  dieser 
beiden  ebenen  Figuren  ist  das  Aehnlichkeitscentrum  fär  die  bei- 
den räumlichen  Gebilde.  Es  haben  also  zwei  ähnliche  Gebilde 
in  diesem  Sinne  eine  Aebnlichkeitsaxe,  eine  Aehnlichkeitsebene 
und  ein  Aehnlichkeitscentrum.  Sind  die  Gebilde  congruent,  so 
rUckt  das  Centrum  und  jene  Ebene  in  das  Unendliche,  die  Axe 
bleibt  und  wird  die  sogenannte  Dreh-  und  Gleitungsaxe. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  von  Herrn  Grouard  be- 
trachteten Bewegungsvorgänge  zu  der  Classe  derjenigen  gehören^ 
welche  Herr  Durrand o  in  seinem  interessanten  „Essai  sur  le  d^- 
placement  d'une  figure  de  forme  variable^  so  eingebend  unter- 
sucht hat.  Sehn. 

Phillips.     Note  sur  un  problfeme  de  ciudinatique. 

Ann.  de  l^fic.  Norm.  (2)  IL  353-356. 
Das  Problem,  um  welches  es  sich  in  der  vorliegenden  Arbeit 
handelt,  ist:  „Es  sind  zwei  beliebige  Cur ven  MiV  und  M*'N"  ge- 
geben. Man  soll  eine  dritte  Curve  M'N'  finden,  die  so  beschaffen 
ist,  dass  während  MN  auf  ihr  rollt,  ein  fest  mit  MN  verbundener 
Punkt  die  Curve  M"iV"  beschreibt".  Der  Verfasser  giebt  zunächst 
den  allgemeinen  Weg  zur  Lösung  der  Aufgabe  und  behandelt 
dann  einige  specielle  Fälle,  z.  B.  den,  wo  M"iV"  eine  Gerade  und 
MN  eine  logarithmische  Spirale  ist.  0. 

M.  Okatow.  Zusamuienstelliuig  der  Sätze  von  den  übrig 
bleibenden  Bewegungen  eines  Körpers,  der  in  einigen 
Punkten  seiner  Obei-fläche  durch  normale  Stützen  unter- 
stützt wird,  und  von  den  Kräftesystemen,  die  durch 
diese  Stützen  im  Gleichgewicht  gehalten  werden  können. 

öchlomilch  Z.  XVIII.  224-226. 
Siehe  Abschnitt  X,  Cap.  3  A.  pag.  456. 
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Capitel  3. 

Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

A.  Favaro.     La  statica  grafica  iieir  insegnamento  tecnico 

SUperiore.      Atti  d.  ist.  Ven.  (i)  lt.  1661-1817. 

Die  umfangreiche  Arbeit  verfolgt  denselben  Zweck,  den  sich 
Herr  Weyrauch  in  seinem  Buche  „Zur  Orientirung.  Die  graphi- 
sche Statik**  gesetzt  hatte.  Am  Schluss  findet  sich  eine  üeber- 
setzung  der  Inhaltsverzeichnisse  von  Reye:  »Die  Geometrie  der 
Lage^  und  Gulmann  „Die  graphische  Statik*^.  Jg.  (0.) 

Delegue.      Nouvelle  d^monstration  du  parall^logramme 

des  forces.    Nouv.  Ann.  (.2)  XII.  495-500. 

Der  Verfasser  setzt  voraus,  dass  sich  gleiche,  entgegen- 
gesetzte Kräfte  aufheben,  dass  die  Resultante  gleicher  Kräfte 
den  Winkel  derselben  halbire,  ferner  dass,  wenn  zwei  Kräfte, 
die  an  demselben  Punkte  angebracht  sind,  derart  variiren,  dass 
sie  weder  ihr  Verhältniss  noch  ihre  Richtung  ändern,  ihre  Resul- 
tante in  demselben  Verhältniss  variirt,  ohne  die  Richtung  zu  ver- 
ändern. Verfasser  beweist  alsdann  den  Satz  von  D.  BernouUi: 
mDic  Resultante  zweier  Kräfte,  die  in  Grösse  und  Richtung  durch 
zwei  rechtwinklige  Gerade  dargestellt  werden,  wird  in  ihrer 
Grösse  dargestellt  durch  die  Diagonale  des  aus  ihnen  gebildeten 
Rechteck8'^  Dann  weist  er  nach,  dass  auch  die  Richtung  mit 
der  Diagonale  zusammenfällt  und  verallgemeinert  den  Satz  fbr 
jedes  Parallelogramm.  Der  Beweis  beruht  darauf,  dass  zwei 
neue,  gleiche  Kräfte  senkrecht  zur  Diagonale  angebracht  werden. 
Die  Zerlegbarkeit  einer  Kraft  wird  ebenfalls  als  möglich  ange- 
nommen während  der  Beweise.  0. 

H.  Durrande.     Note  sur  Tapplication  des  d^terminants 
h  la  th^orie  des  moments  des  forces.     Nour.  Ann.  (2)  xn. 

265-269. 
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Der  Verfaflser  macht  auf  die  Analogie,  welche  zwischen  den 
Sätzen  über  Kraftmoraente  und  Determinanten  besteht,  aufmerk- 
sam. Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel,  welches  der 
Verfasser  zur  Begründang  anfUhrt.  Denkt  man  sich  die  Z-Axe 
so  gelegt,  dass  man  die  X-Axe  zur  Linken  und  die  F-Axe  zur 
Rechten  bat,  so  wird  das  Moment  einer  Kraft  {X,  Y)  in  der 
X,  F-Ebene,  welche  durch  den  Punkt  x,  y  geht,  in  Beziehung 
auf  den  Anfangspunkt  in  Zeichen  und  Grösse  dargestellt  durch 
die  Determinante 

I  ^  y 

I   X    Y 

in  der  man  X  und  Y  als  Coordinaten  eines  Punktes  ansehen 
kanU;  so  dass  dieselbe  das  „analytische  Bild'^  des  Parallelogramms 
ist,  das  die  Kraft  zur  Basis  und  die  Entfernung  vom  Anfangs- 
punkt zur  Höhe  hat. 

Von  diesen  Gedanken  ausgehend,  leitet  der  Verfasser  eine 
Anzahl  von  bekannten  Sätzen  über  Kräftemomente  her,  zu  deren 
Characterisirung  wir  hier  den  folgenden  anführen:  „Wie  man 
auch  ein  System  von  n  Kräften  auf  zwei  Resultanten  reducirt, 
das  Volumen  des  Tetraeders,  welches  man  über  diesen  letzteren 
als  entgegengesetzten  Kanten  construirt,  ist  constant  und  äqui- 

valent  der  Summe  von  -^^ — -  Tetraedern,  die  über  den  gege- 

benen  Kräften  zu  zwei  und  zwei  als  entgegengesetzten  Kanten 
construirt  sind.  0. 


M.  Okatow,  Zusammenstellung  der  Sätze  von  den  übrig 
bleibenden  Bev^egungen  eines  Körpers,  der  in  einigen 
Punkten  seiner  Oberfläche  durch  normale  Stützen  unter- 
stützt w^ird,  und  von  den  Kräftesystemen,  die  durch 
diese  Stützen  im  Gleichgewicht  gehalten  v^erden  können. 

Schlomilch  Z.  XVIII.  224-226. 

Die  Sätze  sind  paarweise  zusammengestellt,  so  dass  zwei 
entsprechende  Sätze  immer  neben  einander  gedruckt  sind.    Be- 
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weise  finden  sich  nicht.     Es  wird  daher  genttgea  Satz  I  und  II 
zur  Characteristik  derselben  anzuführen: 


I.  Wenn  sechs  Punkte  des 
Körpers  auf  sechs  festen  Flä- 
chen bleiben  müssen,  so  ist  im 
Allgemeinen  dem  Körper  keine 
Bewegung  gestattet. 


IL  Wenn  der  Körper  in 
flinf  Punkten  seiner  Oberfläche 
durch  fünf  normale  Stützen 
a,  b,  Cy  d  und  e  unterstützt  wird, 
80  bleibt  ihm  nur  eine  Schrau- 
benbewegung übrig.  Die  Axe 
der  Schraube  schneidet  senk- 
recht di3  und  djj  die  kürzesten 
Abstände  der  Transversalen  I, 
2,  3  und  4,  von  denen   1  und 

2  auf  den  Geraden  a,  b,  c,  d  und 

3  und  4  auf  a,  b,  c,  e  gelegen 
sind.  Die  beiden  Paare  Trans- 
versalen 1  und  2  und  3  und  4 
bestimmen  die  einzige,  mög- 
liehe Steigung'  der  gedachten 
Schraube. 

Es   folgen   weitere   Sätze   für  4,  3,  2,  1,  0  Stützen,   resp. 


1.  Wenn  der  Körper  frei 
ist,  so  ist  es  zum  Gleichgewicht 
der  ihn  angreifenden  Kräfte  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass 
die  fictive  Resultante  und  das 
Moment  minimum  minimorum 
verschwinden. 

2.  Wenn  der  Körper  in 
einem  Punkt  seiner  Oberfläche 
durch  eine  normale  Stütze  unter- 
stützt wird,  so  hat  das  Moment 
minimum  minimorum  der  auf 
diesen  Körper  einwirkenden 
Kräfte,  welche  durch  diese  ein- 
zige Stütze  im  Gleichgewicht  ge- 
halten werden  können,  nur 
„eine'^  bestimmte  Lage;  sie  fällt 
nämlich  mit  der  Geraden  a  zu« 
sammen.  Die  Grösse  des  Mo- 
mentes muss  gleich  Null  sein. 


2,  3,  4,  5,  6  Stützen. 


0. 


P.  Schreiber,     üeber  ein  zweckmässiges  Verfahren  zur 
Keduction  der  Wagebarometerregistrirungen.    Carl  R©p. 

IX.  129-147. 

Im  Anschluss  an  die  im  vorigen  Bande  p.  455  d.  F.  bespro- 
chene Arbeit  leitet  der  Verfasser  die  nöthigen  Correctionen  ab, 
die  beim  Gebrauch  des  Wagebarometers  anzubringen  sind  und 
stellt  einige  Tafeln  dazu  auf.  0. 
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M.  AzzARELLi.  Determinazioiie  del  centro  di  gravitk  del 
triangolo  sferico  e  piramide  sferica.    Atti  d.  Acc.  P.  d.  N. 

Line.  XXV.  317-348. 
Der  Verfasser  theilt  Bruchstücke  eines  Briefes  von  Kramp 
an  den  Pater  Gregorin  Fontama  mit,  in  dem  sich  derselbe  auf  die 
Lösung  einer  Anzahl  von  einzelnen  Problemen  bezieht.  Der 
Verfasser  theilt  diese  21  Probleme  nebst  ihren  Lösungen  mit 
und  fügt  einige  weitere  hinzu.  Die  Probleme  beziehen  sich  auf 
Schwerpunkte  von  sphärischen  Dreiecken,  etc.  0. 

E.  TowNSEND.  On  a  prDperty  in  the  equilibrium  of  two 
circular  cords  repelling  each  other  according  to  the 
law  of  the  inverse  cube  of  the  distance.    Quart.  J.xil.  214. 

Der  Satz  heisst:  „Zwei  gleichförmige  undebnbare  kreis- 
förmige Seile,  die  sich  in  gleicher  Ebene  unter  rechtem  Winltcl 
schneiden,  und  die  sich  gegenseitig  nach  dem  Gesetz  des  um- 
gekehrten Kubus  der  Entfernung  abstossen,  halten  sich,  wemi 
sie  an  den  Schnittpunkten  stark  genug  sind,  das  Gleichgewicht^. 

Cly.  (0). 

W.  Besant.  To  find  the  pressure  at  any  instant  pro- 
duced  by  a  heavy  chain  falling  on  a  horizontal  plane. 

Quart.  J.  XIL  276.  €ly. 

M.  Levy.  Siir  une  th^orie  rationelle  de  T^quilibre  des 
terres  fratchenient  remudes  et  ses  applications  au  cal- 
cul  de  la  stabilitö  des  murs  de  sout^neraent.. 

Liouv.  J.  (2)  XVIII.  241-300. 
Die  vorliegende  Arbeit  ist  bereits  im  2**"  Bande  des  Jahr- 
buchs (F.  d.  M.  II.  p.  678-681)  nach  einem  in  den  Comptes  ren- 
dus  mitgetheilten  Auszuge,  so  wie  nach  einem  Berichte  von 
St.  Venant  ausführlich  besprochen.  Da  dort  der  wesentliche  In- 
halt der  Arbeit  vollständig  angegeben  ist,  so  verweisen  wur  auf 
jenes  Referat  und  fügen  nur  hinzu,  dass  der  Verfasser  zum 
SchlusB  die  Regeln  zur  Berechnung  des  Drucks,  den  eine  Futter- 
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maner  erleidet;  in  einer  flir  die  Praxis  geeigneten  Form  karz 
zusammenstellt.  Wn. 


J.  Curie.     Sur  le  d^saccord  qui  existe  entre  l'ancienne 
thdorie  de  la  pouss^e  des  terres  et  Texp^rience. 

C.  R.  LXVI.  1579-1582. 

J.  Curie.     Nouvelles   exp^riences  relatives  k  la  th^orie 
de  la  pouss^e  des  terres.     c.  R.  LXXVll.  142-146.  778-781. 

De  St.  Venant.  Examen  d'un  essai  de  th^orie  de  la 
pouss^e  des  terres.  c.  R.  Lxxvir.  234-241. 
Herr  Curie  beschreibt  eine  Anzahl  von  Versuchen  über  das 
Gleichgewicht  aufgeschütteter  Erdmassen,  die  in  Widerspruch  sein 
sollen  mit  der  Coulomb'schen,  von  L6vy  verbesserten  Theorie 
(vergl.  das  vorhergehende  Referat).  Er  hält  auch  die  Grund- 
lagen jener  Theorie  iUr  falsch,  weil  man  auf  halbflüssige  Körper 
das  Caucby'sche  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Drucks,  den  ein 
Elementarparallelepipedon  erleidet,  nicht  anwenden  könne.  Er 
giebt  dann  die  Grundzüge  einer  neuen  Theorie,  die  wesentlich 
in  Folgendem  besteht.  Alle  Bmchflächen  werden  als  eb^n  ange- 
nommen. Das  Gewicht  eines  losbrechenden  Prismas  wird  in  zwei 
Kräfte  zerlegt,  von  welchen  die  eine,  die  den  Reibungswinkel  mit  der 
Normale  der  Bruchebene  bildet,  zerstört  wird,  während  die  andre 
Componente,  die  der  Bruchebene  parallel  ist,  als  primitiver  Druck 

bezeichnet  wird.     Wenn  dieser  letztere   mit   der  Normale   der 

• 

Mauerwand  einen  Winkel  bildet,  der  kleiner  ist,  als  der  Winkel 
der  äusseren  Reibung,  so  ist  es  der  vollständige  Druck.  Ist 
jener  Winkel  grösser,  als  der  der  äusseren  Reibung,  so  wird  der 
primitive  Druck  wieder  in  zwei  Gomponenten  zerlegt,  deren  eine, 
der  Mauerwand  parallel,  ohne  Wirkung  sein  soll,  während  die 
andre  Componente,  die  mit  der  Normale  der  Mauerwand  den 
Winkel  der  äussern  Reibung  bildet,  allein  den  wirksamen  Druck 
darstellt.  Gegen  diese  Theorie  wendet  sich  Herr  St.  Venant. 
Er  misst  den  Formeln  von  Curie  höchstens  den  Werth  empirischer 
Formeln  bei,  die  innerhalb  gewisser  sehr  enger  Grenzen  gültig 
seien.    Jene  fortgesetzte  Zerlegung  und  Unterdrückung  gewisser 
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Componenten  widergpreche  gänzlich  den  ersten  Principien  einer 
rationellen  Mechanik.  Die  Lövy'sche  Theorie  sei  die  einzig  ra- 
tionelle. Diesen  Einwendungen  gegenüber  hält  Herr  Curie  an 
seinen  Ansichten  fest.  Er  behauptet,  für  balbflüssige  Medien, 
wie  sie  hier  in  Frage  kommen,  seien  die  Verhältnisse  andre, 
als  ftlr  feste  und  flüssige.  Die  vernachlässigten  Componenten 
würden  durch  den  Gegendruck  der  festen  Erde  aufgehoben. 

Wn. 


B.    Hydrostatik. 
W.  Besant.     Oll  metacentre.  Quart.  J.  xil.  276.        Cly. 
M,   AzzARELLi.      Centro  di   pressione  in  una    superfeie 

qualunque.     Atti  d.  Acc.  P.  d.  N.  Line.  XXV.  138-157. 

Der  Verfasser  stellt  flir  den  Fall,  dass  die  die  feste  Ober- 
fläche angreifenden  Kräfte  nicht  sämmtlich  parallel  sind,  sondern 
mit  der  Richtung  der  Normalen  in  den  einzelnen  Punkten  zu- 
sammenfallen, die  allgemeinen  Bedingungen  auf,  damit  sich  diese 
Kräfte  auf  eine,  zwei  etc.  Resultanten  reduciren  lassen.      0. 

O.  DuHiL  DE  Benaze  ct  P.  RisBEc.  Sur  le  mouvemcRt 
complet  du  navire  oscillant  sur  eau  calme.  Relation 
des  exp^riences  faites  sur  TElorn,  navire  de  cent  ton- 
neaux  de  d^placement.      C.  R.  LXXVI.  1466-1469. 

Aus  dem  vorliegenden  Auszug  der  Arbeit  ist  ersicbtiich;  dass 
dieselbe  in  zwei  Haupttheile  zerfällt.  Der  erste  Theil  enth&it 
rein  theoretische  Betrachtungen  über  den  Gegenstand.  Die  Ver- 
fasser haben  dabei  das  Potential  des  vollständigen  Systems  des 
umgebenden  Wassers  und  des  Schiffes  betrachtet.  Die  Lage  des 
Schwerpunktes  hängt,  wenn  man  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
als  unveränderlich  betrachtet,  nur  von  der  dem  Schiffe  gegebenen 
Neigung  und  der  Entfernung  zwischen  der  wirklichen  Wasserlinie 
und  einer  parallelen  Wasserlinie  ab,  die  ein  Stück  von  dem  Gewicht 
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der  verdrängten  Flüssigkeit  abschneidet.  Es  existirt  sonach  zwi- 
schen dem  Potential  und  diesen  beiden  Grössen  eine  Relation, 
die  durch  eine  topographische  Oberfläche  dargestellt  werden 
kann,  wenn  man  dem  Potential  Werthe  giebt,  die  Niveaucurven 
entsprechen  wUrden.  Aus  der  Betrachtung  dieser  Oberfläche 
haben  die  Verfasser  folgenden  Satz  gewonnen:  „Die  Region 
der  Stabilität  eines  schwimmenden  Körpers  fUr  die  Gleichgewichts* 
läge  wird  durch  die  Curve  von  gleichem  Potential  begrenzt, 
welche  durch  die  Lage  des  nächsten  unstabilen  Gleichgewichts 
geht^.  Daraus  ergiebt  sich  weiter  der  bereits  bekannte  Satz: 
^jWird  der  Körper  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  aus  seiner 
Gleichgewichtslage  entfernt,  so  hat  er  das  Bestreben  in  diese 
Lage  zurückzukehren^.  Im  Weiteren  ziehen  dann  die  Verfasser 
die  verschiedenen  Widerstände  in  Betracht,  die  sich  den  Bewe- 
gungen entgegensetzen.  Als  Resultat  ergiebt  sich  hier,  dass  der 
Widerstand  der  Flüssigkeit  die  Dauer  der  Oscillationen  vergrössert, 
und  dass  gegen  das  Ende  jeder  Oscillation  sich  ein  Theil  der 
durch  die  Anfangs  stattfindenden  Widerstände  verbrauchten  Ar- 
beit wieder  herstellt.  Im  zweiten  Theile  theilen  die  Verfasser 
Näheres  über  die  Experimente  mit,  die  sie  mit  dem  im  Titel  er- 
wähnten Schiffe,  so  wie  mit  anderen  gemacht  haben.  Die 
Resultate  werden,  in  zehn  Sätzen  zusaramengefasst,  mitgetheilt 
und  einige  Schlüsse,  namentlich  für  den  Bau  der  Schiffe  daraus 
gezogen.  0. 

J.  ToDHUNTER.     Notc  ou  an  erraneous  extension  of  Ja- 
cobi's  theorem.    Proc.  of  R.  S.  XXI.  119-121. 

Bezieht  sich  auf  eine  Behauptung  Dahlander's  inPogg.  Ann. 
CXXIX.  p.  443,  wo  zu  zeigen  versucht  wird,  dass  ein  rotirendes 
Ellipsoid  von  homogener,  selbst-anziehender  Flüssigkeit  im  Gleich- 
gewicht bleiben  kann,  selbst  wenn  die  Rotationsaxe  nicht  mit 
der  Hauptaxe  zusammenfällt.  CI7.  (0.) 

M.  AzzARELLi.    Soluzione  di  alcuni  problemi  d'idrostatica. 

Atti  d.  Acc.  P.  d.  N.  Line.  XXVI.  354-  384  0. 
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Capitel  4. 

Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 

Ed.  Ott.     Ein  Problem  aus  der  analytischen  Mechanik. 

Wolf  Z.  XVTII.  1-51. 
Das  Problem,  das  der  Verfasser  mit  Hülfe  der  HftmiltOD'schen 
Gleichungen  löst,  heisst:  Es  ist  ein  mit  homogener  Masse  er- 
fülltes Rotationsellipsoid  gegeben,  welches  nach  dem  Newton'seheu 
Attractionsgesetz  auf  einen  Punkt  wirkt,  der  gezwungen  ist,  sieh 
auf  der  Oberfläche  des  gegebenen  oder  eines  zu  demselben  eon- 
focalen  Ellipsoides  zu  bewegen.  Es  ist  die  Bewegung  des  Punk- 
tes zu  bestimmen.  Am  Schluss  wird  die  Aufgabe  auf  ein  drei- 
axiges  EUipsoid  ausgedehnt.  O. 

J.  J.  Müller.     Lieber   eine  Erweiterung  der  Hamilton- 
schen  Bewegungsgleichungen.    Wolf  z.  xvm.  161-ig5. 

Der  Satz,  den  der  Verfasser  mittheilt,  heisst:  Es  sei  i 
eine  Kräftefunction  allgemeinster  Art,  d.  h.  so  beschaffen,  dass 
nicbt  nur  die  Coordinaten,  sondern  auch  die  Zeit  explicite  in  ihr 
vorkommt,  T  die  lebendige  Kraft  des  Systems,  qt  eine  der  u 
seine  Punkte  bestimmenden  Coordinaten.  Die  Ableitungen  dieser 
Coordinaten  nach  der  Zeit  seien  qi]  man  setze  ferner 

dT  ar_  , 

je  nachdem  die  Differentialquotienten  auf  die  Zeit  t  oder  auf 
eine  gegebene  Anfangszeit  bezogen  werden,  und  betrachte  end- 
lich die  Grössen  p,  und  9,  als  Functionen  von  t  und  2fi  willkGr- 
liehen  Constanten.    Ist  dann  T+U  =  E,  so  ist 

3ßT-U)dt  =  £pidq,-2pf  8qt  ^fs(^S[=^  _  ^)8q,dl 
-  ESt  -  fs^Sc^dt. 
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Von  den  beiden  Gleichungen,  in  welche  diese  Gleichung  zerfällt, 
enthält  die  erste  den  Satz  von  der  Constanz  der  Energie  und 
den  ersten  Satz  der  Wärmelehre.     Die  andere: 

'     d  f\T—  U)  dt  =  2>  8(ii  —  2>?  Sqf  =  ESt  —  fs—  dt 

*  1)  u  * 

ist  die  erweiterte  Hamilton'sche  Gleichung  und  führt  zu  dem 
zweiten  Satz  der  Wärmetheorie.  0. 


E.  Mathieu.  Memoire  sur  la  th^orie  des  d^riv^es  prin- 
cipales  et  sön  appUcation  ä  la  M^canique  analytique. 
C.  R.  LXXVI.  1193-1197. 

Sei  H  eine  beliebig  gegebene  Function  der  2n  Variabein 
?,  •  •  y«  p,  •••  p»,  zwischen  denen  die  2r<2n  Gleichungen  be- 
stehen : 

0    f,  =0,  A  =0,  •..,  /ir  =  0. 
Die  Forderung,  dass  identisch: 

werde,  führt  dann  zu  den  2n  Gleichungen: 

)  dt  -  dp,  "^i-.  **  dpr 

I     dt         dqi        A=i         dqi ' 

Substituirt  man  diese  Werthe   der  DiiTerentialquotienten  in  die 
aus  1)  folgenden  Gleichungen 

dt       " 
nnd  wendet  das  bekannte  Zeichen 

an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  2r  Multiplicatoren  l  die 
2r  linearen  Gleichungen: 

3)    [f.B]  +  '2!X,[f.J,:]=0. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  2),  nachdem  man  in  denselben 

Foitüchr.  d.  Matli.  V.  3.  30 
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diese  Werthe  der  A  eingesetzt  hat,  bezeichnet  der  Verfasser 
resp.  durch 

(f )  -'  (f ) 

und  nennt  dieselben  die  principalen  Differentialquotienten  der 
Function  ff. 

In  Folge  der  Gleichungen  1)  kann  man  der  Function  H  un- 
endlich viele  aequivalente  Fornaen  geben,  als  deren  allgemeiner 
Ausdruck  die  Formel: 

H^  =  H  ^'2:  t^nfk 

angesehen  werden  kann,  in  der  die  ft  willkürliche  Fnnctionen 
der  p  und  q  sind.  Es  erhellt  aber  unmittelbar  aus  dem  Vorher- 
gehenden, dass  die  principalen  Differentialquotienten  der  Func- 
tion ff  unabhängig  von  der  Form  sind,  unter  der  ff  gegeben 
wurde. 

Man  erkennt  ferner  leicht,  dass  für  die  principalen  Differen- 
tialquotienten einer  zusammengesetzten  Function  genau  dieselben 
Sätze  gelten,  wie  fdr  die  gewöhnlichen  Differentialquotienten. 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  enthalten  als  besonderen  Fall 
die  Gleichungen  der  Dynamik,  wie  sie  Jacobi  in  §  45  der  Nova 
methodus  aufgestellt  hat.  Indem  der  Verfasser  seine  Theorie 
der  principalen  Differentialquotienten  auf  ein  Problem  anwendet, 
dem  im  speciellen  Fall  der  Mechanik  das  Problem  der  Störungen 
entspricht,  gelangt  er  schliesslich  zu  einer  Verallgemeinerung  der 
Formel,  welche  von  Jacobi  a.  a.  0.  §  46,  resp.  §.  48  nach  lang- 
wierigen Rechnungen  als  Lösung  des  in  §  .88  formulirten  Problems 
erhalten  wird. 

Die  Note  bringt  übrigens  nur  Resultate.  Mr. 


L.  Rodet.    Demonstration  ^Mmentaire  de  la  gravitation 
universelle.    Noov.  Ann  (2;  xil.  285-401 

Der  Verfasser  giebt  in  seinem  Aufsatze  eine  Ableitung  der 
Gesetze  der  Planetenbewegung.  Er  leitet  zunächst  die  Beschleu- 
nigung bei  der  Bewegung  in  einem  Kegelschnitte  ab,  und  weist 
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dann  nach,  daRs  die  Bahn  eines  Punktes,  der  sieh  mit  einer  An- 
fangsgeschwindigkeit versehen,  unter  dem  Einfluss  einer  Kraft 
nach  einem  festen  Punkte  und  umgekehrt  proportional  dem  Qua- 
drat der  Entfernung  bewegt,  einen  Kegelschnitt  beschreibt.  Im 
letzten  Abschnitt  bestimmt  er  die  Grössen  der  Axen,  die  Excen- 
tricität  und  die  Geschwindigkeit.  Die  Ableitung  will  elementar 
sein  und  verlangt  nur  die  Kenntniss  dei*  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte, namentlich  des  Krümmungsradius,  wie  sie  sich  in  Sal- 
mon's  Kegelschnitten,  auf  die  er  sich  beruft,  finden.  0. 

Gilles.      ZnrückfUhrung   der  abstossendeu   Naturkräfte 
auf  die  Nevvtoii*sche  Anziehungskraft.  Schiomiich  z.  xviir. 

601-609. 

Siehe  Abschn.  I.  Cap.  2  p.  71. 

Gilles.     ZurOckflihrung   des  Behanungsvenuögens   auf 
die  Newton'sche  Anziehungskraft.     Schlömiich  z.   xvin. 

517-520 
Siehe  Abschn.  I,  Cap.  2  p.  71. 

R.  Clausius.     Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den  bei 
Centralbewegungen    vorkommenden    characteristischen 

Glossen.     Clebach  Ann.   VI.  390-415. 

Abdnick  der  Arbeit  aus  den  Gott.  Nachr.  1872,  600—646, 
über  welche  im  vorigen  Bande  dieser  Fortschritte  p.  459—462 
berichtet  worden  ist.  0. 

R.  Clausius.     On  the  relation  between  the  characteristic 
quantities  which  occur  in  central  motion.    Phil.  Mag.  1873. 

Gegeben  sei  die  dynamische  Gleichung 
aus  ihr  folgt  sofort 

30* 
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Vorausgesetzt  nun,  die  Bewegung  sei  eine  stationäre,  d.  h. 
eine  Bewegung,  bei  der  die  Coordinaten  und  Geschwindig- 
keiten nicht  fortwährend  stetig  wachsen,  sondern  sich  nur 
in  gewissen  Grenzen  verändern,  so  ist  auf  diese  Hypothese  hin 

augenfällig,    dass  der  mittlere  Werth  Von     ^ ,     gleich  Null  ist. 

Hieraus  bestimmt  sich  der  mitttlere  Werth  auch  der  beiden  an- 
deren Grössen  in  der  obigen  Gleichung,  indem  man  nur  einen 
horizontalen  Strich  über  ihre  Symbole  zeichnet: 

Aus  den  Gleichungen  (0  und  (2)  ergeben  sich  folgende  för  ir- 
gend welche  Anzahl  von  Körpern  geltende  Gleichungen 


m  -= 


2:  -y  c»  =  -  1  £{Xx+  Yy  +  Zz). 

Clausius  benutzt  eine  andere  Gleichung 

{Xdx+¥Sy-[-Zdi)-  ^dv*-]-nw*3  log  t, 

wo  t  die  Periode  von  i  bezeichnet.  (S.  Sitzungsber.  d.  Nieder- 
rhein. Ges.  f.  Natur-  u.  Heilkunde.  1870.  p.  174).  Er  zeigt, 
worin  diese  letzte  Gleichung  von  Hamilton's  Erweiterung  des 
Principes  der  „kleinsten  Arbeit"  abweicht^  worin  sie  überein- 
stimmt. Er  zerlegt  die  Centralkräfte  in  ihre  Componenten  längs 
dem  Radiusvector,  und  längs  der  Tangente  an  die  Bewegungcurve. 
Die  Arbeit  ist  reich  an  neuen  und  eleganten  Resultaten,  von 
denen  in  diesem  kurzen  Referate  kein  annäherndes  Bild  gegeben 
werden  kann.    Siehe  auch  F.  d.  M.  IV  p.  459.  Csy.  (0.) 

R.  Clausius.    On  a  new  mechanical  theoreme  relative  to 
stationary  motions.    Phil.  Mag.  1873. 

Das  Theorem,  welches  der  Gegenstand  dieser  Arbeit  ist, 
wurde  im  Jahre  1870  vom  Verfasser  veröffentlicht,  jedoch  war 
dies  Theorem  schon  1867  in  Oxford  in  Thomson's  und  Tait's 
jjNatur  -  Philosophie"    erschienen.      Es    unterliegt   aber   keinem 
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Zweifel,  dass  Clausius  dasselbe  selbständig  gefunden  bat.  Vor- 
liegende Arbeit  zeigt  die  Abweichungen  von  Hamilton's  „Mecha- 
nischen Principien"  und  giebt  mancherlei  Anwendungen. 

Csy.  (0.) 

J.  C.  Walberer.     Die  Bewegungsgleiclmngeu  eines  ma- 
teriellen  Punktes.    Pr.  Munncrstadt. 

Herr  Walberer  giebt  in  diesem  Schriftchen  eine  ansprechende, 
nur  von  den  Fundamentalsätzen  der  Infinitesimalrechnung  Ge- 
brauch machende  Darstellung  der  Dynamik  des  Punktes.  Zahl- 
reiche Beispiele  und  literaturhistorische  Notizen  sind  beigegeben. 
Die  naturphilosophische  Schlussbetrachtung  wttrde  man  wohl 
nicht  an  dieser  Stelle  suchen.  Gr. 

G.  Lespiaült.     Question  de  m^canique.    Daiboux  Bull.  iv. 

293-297. 

Der  Verfasser  stellt  an  die  Spitze  seiner  Notiz  folgenden 
Satz:  ,,Die  Anziehung  proportional  der  Entfernung  ist  das  ein- 
zige Gesetz,  bei  dem  der  bewegliche  Puukt  eine  immer  geschlos- 
sene Curve  in  immer  derselben  Zeit  beschreibt,  wie  auch  die 
Anfangsbedingungen  sein  mögen".  Zum  Beweise  betrachtet  der 
Verfasser  zunächst  die  oscillirende  geradlinige  Bewegung  eines 
Punktes  um  den  anziehenden  Punkt,  indem  er  durch  Betrachtung 
der  in  den  einzelnen  Zeittheilchen  beschriebenen  Wege  zeigt, 
dass  derselbe  von  jeder  Lage  aus  in  derselben  Zeit  zu  dem  an- 
ziehenden Punkte  gelange.  Die  Umkehrung,  dass  dies  nur  bei 
einer  Beziehung  proportional  der  Entfernung  möglich  sei,  bildet 
die  Fortsetzung.  Der  hier  gegebene  Beweis  lässt  sich  nach  dem 
Verfasser  Wort  für  Wort  auf  folgenden  Satz  anwenden:  „Damit 
eine  Curve  für  einen  ihrer  Punkte,  der  sich  unter  der  Wirkung 
einer  tangentiellen  Kraft  befindet,  die  eine  Function  des  noch 
zu  durchlaufenden  Bogens  ist,  tautochron  sei,  ist  es  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  diese  Kraft  dem  Bogen  proportional  sei. 
(Des  Verfassers:  „th6orie  g6om6trique  des  tautochrones",  in  der  sich 
der  Nachweis  vorfindet,  ist  dem  Referenten  leider  nicht  zugänglich 
gewesen).   Er  wendet  sich  sodann  zu  der  Bewegung  in  einer  Ebene 
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und  weist  nach,  dass  ein  Punkt  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingungen  immer  eine  geschlossene  Curve  beschreibt,  ebenso 
wie  die  Umkehrung  des  Satzes,  Der  Beweis  ist  eine  Anwendung 
des  vorgehenden  Theorems  von  der  geradlinigen  Bewegung. 

0. 

P.  VAN  Geer.     Zur  Theorie  der  geradlinigen  Bewegung 
eines  Punktes.    Schiömiich  z.  xviii.  lu-iie. 

Der  Verfasser  stellt  für  den  Fall  einer  centrifugalen  Be- 
schleunigung, umgekehrt  proportional  der  «'''"  Potenz  des  Abstan- 
des  von  einem  festen  Centrum,  die  Hauptgleichung  der  Bewegung 
auf,  integrirt  dieselbe  und  leitet  sodann  den  Minimalabstand  des 
bewegten  Punktes  vom  Centrum  ab.  Der  sich  bewegende  Punkt 
erreicht  diesen  zuerst,  kehrt  dann  um  und  entfernt  sich  unend- 
lich vom  Centrum  mit  zunehmender  Geschwindigkeit,  deren  Grenze 
der  Verfasser  bestimmt.  Weiter  bestimmt  Verfasser  sodann  die 
Zeit,  die  der  Punkt  von  seiner  Anfangsentfernung  bis  zum  Mini- 
malabstand gebraucht.  Diese  Zeit  ist  von  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit abhängig.  Sie  wird  0,  wenn  letztere  0  oder  oo  wird. 
Das  dazwischen  liegende  Maximum  wird  bestimmt  und  sodann 
die  speciellen  Fälle,  wo  n  =  3,  2,  und  1,  das  eine  besondere 
Betrachtung  nöthig  macht,  genauer  untersucht.  0. 

Th.  Dieu.  Mouvement  d'un  point  niatAiel  sur  une  ligne 
.    fixe,  en  6gard  au  frottement.    Liouville  J.  (2)  xviil.  1-24. 

Der  Verfasser  betrachtet  einen  Punkt  (x,  y,  a),  der,  der  Wir- 
kung einer  Kraft  P  ausgesetzt,  gezwungen  ist,  auf  einer  festen 
Curve  zu  bleiben.  Der  Körper  bewegt  sich  dann  als  frei  outer 
der  Wirkung  einer  Kraft  Q,  die  sich  aus  P  und  einer  Kraft  £ 
zusammensetzt.  Er  erhält  auf  diese  Weise  zur  Bestimmung  der 
Bewegung  sechs  Gleichungen  mit  sieben  Unbekannten,  nämlich 
X,  y,  5,  E,  l,  fA,  V,  wo  k,  fi,  V  die  Richtungswinkel  von  £  sind. 
Indem  er  dann  die  Kraft  P  in  zwei  Componenten  zerlegt  und 
ebenso  die  unbekannte  Kralt  E,  die  von  der  Wirkung  der  festen 
Curve  auf  den  Punkt,  also  auch  von  einer  Componente  der  Rei- 
bung abhängig  ist,  gelangt  er  zu  der  siebenten  noch  fehlenden 
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Gleichung,  deren  Inhalt,  in  Worten  auBgedrückt,  etwa  heissen 
wQrde:  Uie  Hälfte  des  Differentials  der  lebendigen  Kraft  ist 
gleich  der  Differenz  der  elementaren  Arbeiten,  welche  von  der 
angewandten  Kraft  und  der  Reibung  des  Punktes  auf  der  Curve 
geleistet  wird.  Indem  er  dann  eine  specielle  Annahme  über  die 
Componente  der  Kraft  E  macht,  indem  er  nämlich  annimmt,  dass 
die  Componenten  von  E  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor, 
den  Reibungscoefficienten,  unterscheiden,  discutirt  er  die  ent- 
stehende Bewegung  und  wendet  dann  seine  Resultate  auf  eine 
Anzahl  von  speciellen  Problemen  an:  1)  Die  Curve  ist  eine  un- 
begrenzte Gerade,  P  eine  beliebige  Kraft.  2)  Die  Curve  ist  ein 
verticaler  Kreis,  P  das  Gewicht  des  sich  bewegenden  Körpers. 
3)  Die  Curve  ist  eine  Parabel  mit  verticaler  Axe  im  entgegen- 
gesetzten Sinn  zur  Schwere,  P  das  Gewicht  4)  Die  Curve  ist 
eine  Cjcloide  mit  verticaler  Axe,  im  entgegengesetzten  Sinn  zur 
Schwere,  die  Kraft  das  Gewicht.  5)  Die  Curve  ist  eine  Schrau- 
benlinie auf  einem  Cylinder  mit  verticaler  Axe,  die  Kraft  ist  das 
Gewicht.  0. 


Th.  Dieu.      Mouvement  d'un   point   niat^i-iel    pesaiit   et 
libre  dans  un  fluide  homogfene   en  repos.     Nouv.  Ann. 

(2)  XII.  161-176. 

Integration  der  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes,  wenn  auf  demselben  ausser  der  Schwer- 
kraft ein  Widerstand  ==  ao  -f-  bv^  (e  die  Geschwindigkeit)  wirkt. 
Fttr  die  beiden  Fälle,  dass  keine  Anfangsgeschwindigkeit  vor- 
handen ist,  oder  dass  dieselbe  vertical  von  oben  nach  unten  ge- 
richtet ist,  lässt  sich  die  Integration  unmittelbar  ausführen.  Die 
Bewegung  wird  discutirt.  Für  den  Fall,  dass  die  Anfangsge- 
schwindigkeit einen  Winkel  mit  dem  Horizont  bildet,  wird  das 
Problem  auf  eine  nicht  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung reducirt,  die  sich  in  endlicher  Form  nicht  allgemein  iute- 
griren  lässt.  Die  Integration  wird  für  den  Fall,  dass  der  Win- 
kel, den  die  Anfangsgeschwindigkeit  mit  dem  Horizont  bildet, 
sehr  klein  und  positiv  ist,  näherungsweise  ausgeführt.    Ebenso 
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werden  die  bekannten  Fälle  weiter  behandelt,  wo  eine  der  Con- 
stanten a,  b  des  Widerstandsgesetzes  verschwindet.  Wn. 


J.  Bertrand.    Thöorfeme  relatif  au  mouvement  d'un  point 
attirö  vers  un  centre  fixe.     C  B.  LXXVII.  849-853. 

Unter  den  Ättraetionsgesetzen,  welche  die  Wirkung  der  Kraft 
in  unendlicher  Entfernung  zu  Null  machen,  ist  das  Newton'sche 
das  einzige,  bei  welchem  Körper,  die  eine  Anfangsgeschwindig- 
keit haben  und  von  einem  festen  Centrum  angezogen  werden, 
nothwendig  geschlossene  Curven  um  dieses  Centrum  beschreiben. 
Diesen  Satz  hat  der  Verfasser  in  vorliegender  Notiz  aufgestellt 
und  bewiesen.  Der  Gang  des  Beweises  ist  in  kurzen  Zttgen  fol- 
gender: Ist  (f(x)  die  in  der  Entfernung  r  ausgeübte  Anziehung 
gegen  das  feste  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gewählte 
Centrum,  so  wird  zunächst  eine  Relation  zwischen  den  Polar- 
coordinaten  0  und  r  oder  vielmehr  dem  reciproken  Werth  von 
r,  &,  hergeleitet.     Diese  heisst: 

Ar  /* 

dd  =  ±  :  ,    WO  »s  =  2 /v(s)'*»>  V(»)  =r*9{r) 

ist.  Soll  nun  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Curve  ge- 
schlossen sein,    so  wird  z  Maxima  und  Minima  haben,   für  die 

dz 

-Tß  Null  sein  wird.    Die  entsprechenden  Radii  vectores,  normal 

zur  Bahn,  werden  ftlr  sie  Symmetrieaxen  sein.  Der  Verfasser 
giebt  nun  die  Gleichung  ftir  ein  Maximum  und  Minimum  von  3 
und  leitet  daraus  die  Relationen  her,  die  zwischen  den  o,  \p  und  //> 
stattfinden  müssen.    Er  erhält  dadurch  als  Form  fttr  if(jc) 

Ist  darin  — i  —  2  negativ,  so  folgt  m  =  1,  d.  h.  qp(r)  =  — 5-. 
Als  zweites,  mögliches  Attractionsgesetz  unter  der  aufgestellten 
Bedingung  ergiebt  sich  — 5  —  2  =  positiv,  <jf>(r)  =  Ar,         O. 
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J.  W'OLSTENHOLME.  Oll  elHptic  motioTi  under  accelera- 
tiou  constaut  in  direction.    Proc.  of  L.  M.  s.  IV.  «31-334. 

Betrachte  ein  Dreieck  ABC,  oder  einen  Punkt  C,  der  fest 
verbunden  mit  den  äussersten  Enden  eines  Stabes  AB;  wenn 
dann  A,  B  Linien  unter  rechten  Winkeln  zu  einander  beschreiben, 
Bo  beschreibt  der  Punkt  C  eine  Ellipse  und  wenn  z.  B.  A  sich 
mit  einförmiger  Geschwindigkeit  bewegt,  so  wird  die  Ellipse  nach 
einem  bestimmten  Gesetz  der  Geschwindigkeit  beschrieben  wer- 
den. Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  Kinematik  solcher  Art  be- 
ßchriebener  Ellipsen.  Cly.  (0). 

P.  Perlewitz.  Untersuchungen  über  die  Fälle,  in  denen 
ein  von  zwei  festen  Punkten  angezogener  oder  abge- 
ßtossener  Punkt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  beschreibt, 
deren  Brennpunkte  jene  beiden  Punkte  sind. 

Dies.  Leipzig.  Schlömilch  Z.  XVIIL  58-92. 
Nachdem  der  Verfasser  im  ersten  Paragraphen  einen  kurzen 
Ueberblick  über  die  Vorgeschichte  dieses  Problems  gegeben  hat, 
stellt  er  in  den  folgenden  Abschnitten  die  allgemeinen  Glei- 
chungen fHr  die  Bewegung  eines  Punktes,  der  von  zwei  festen 
Punkten  angezogen  oder  abgestossen  wird,  auf.  Er  nimmt  so- 
dann die  Vereinfachungen  derselben  vor,  die  sich  dadurch  er- 
geben, dass  man  die  Bewegung  in  einer  Ebene  vor  sich  gehen 
lässt.  Daraus  ergeben  sich  ihm  die  allgemeinen  Bedingungen, 
die  erftlllt  sein  müssen,  damit  die  Bewegung  in  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  stattfinden  könne.  Er  wendet  sich  dann  speciell 
zu  der  elliptischen  Bewegung  und  discutirt  die  einzelnen  Fälle, 
die  sich  ans  der  Bedingungsgleichung  für  die  elliptische  Bewe- 
gung ergeben,  wobei  speciell  auf  die  Maxima  und  Minima  der 
Geschwindigkeit  Rücksicht  genommen  wird.  Aus  der  Form  des 
Integrales  der  Differentialgleichung  für  /  werden  dann  die  mög- 
lichen Fälle  hergeleitet  und  scbematisch  zusammengestellt.  In 
derselben  Weise  wird  sodann  die  hyperbolische  Bewegung  be- 
trachtet. Nachdem  überall  die  nöthigen  Substitutionen  gewonnen 
sind,  um  die  Wurzelgrössen  in  dem  Ausdruck  fllr  di  auf  die  Form 
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V  (1  —  O  .  (1  —  (*'«?"))  5&U  bringen,  giebt  der  Verfasser  eine  Dar- 
stellung des  Integrals  durch  Thetafunetionen,  wobei  er  sich  der 
von  Schellbach  in  seinen  „elliptischen  Integralen"  adoptirten  Be- 
zeichnung bedient.  O. 

J.  Graindorge.     Probleme  de  mecaiiique.    Mem.  du  Liege 

(2)  III.  755-769. 

Die  Arbeit  behandelt  das  folgende  Problem,  welches  durch 
die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Mechanik  und  die  Methode 
von  Jacobi  gelöst  wird:  Die  Bewegung  eines  materiellen  Punk- 
tes zu  finden,  der  von  2  gegen- ein  Gentrum  gerichteten  Kräften 
angegriffen  wird,  von  denen  die  eine  denselben  proportional  der 
Entfernung  auzieht,  die  andere  umgekehrt  proportional  dem  Ca- 
bus  der  Entfernung  abstösst.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  wird 
senkrecht  zur  Anfangslage  des  Radius  vector  angenommen. 

Mn.  (O.) 

Bachmaninün.    Les  dl^ments  de  la  dynauiique  tli^or^Stique. 

Bull,  de  Kiew  1873.     cRuBsisch). 

Die  Arbeit  ist  noch  nicht  vollendet.  Der  bisher  erschienene 
Theil  behandelt  nur  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Ke.  (O.) 

J.  A.  Serret.    Rdflexions  sur  le  memoire  de  Lagrange 
intitul^:     ,,Essai  sur  le  problfeme  des  trois  corps", 

C.  R.  LXXVI.  1557-1565. 
Lagrange  hat  in  der  im  Titel  citirten  Arbeit  bekanntlich  ge- 
zeigt, dass  wenn  man  das  allgemeine  Problem  der  drei  Körper 
auf  die  Untersuchung  der  Gestalt  des  von  ihnen  gebildeten  Drei- 
ecks beschränkt,  diese  von  zwei  Differentialgleichungen  der  zwei- 
ten und  einer  der  dritten  Ordnung  abhängt.  Lagrange  hatte 
aber  in  seiner  Arbeit  unterlassen,  die  Symmetrie  der  Formeln 
herzustellen,  obgleich  es  leicht  gewesen  wäre,  dazu  zu  gelangen. 
Die  Arbeit  von  Hesse  nun,  die  im  4'^"  Bande  der  F.  d.  M.  p.  405 
besprochen  worden  ist,  hat  Herrn  Serret  Veranlassung  gegeben, 
auf  die  Arbeit  von  Lagrange  zurückzukommen.    Der  Zweck  vor- 
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liegender  Arbeit  ist  nun  der,  einen  Fehler  darzuthun,  der  sich 
in  der  Arbeit  von  Hesse  befindet.  Er  transformirt  zu  dem  Ende 
die  Gleichungen  von  Lagrange  der  Art,  dass  sie  symmetrisch 
werden  und  weist  dann  den  Irrthum  nach,  auf  den  schon  an  der 
oben  citirten  Stelle  aufmerksam  gemacht  worden  ist.         0. 

E.  Mathieu.     Memoire  sur  le  problfeme  des  trois  corps. 

C.  R.  LXXVII.  1071-1074.   . 
Bour  hat  in  seiner  Arbeit  über  das  Problem  der  drei  Körper 
(J.  de  l'Ec.  Pol.  Cah.  36)   acht  Gleichungen   die   Harailton^sche 

Form 

dqi  _  dH       dpi  _        dB 

-df-Wi'  ■^-""^^•-^'^''^'^^ 

gegeben.  Der  Verfasser  stellt  sich  nun  vor,  dass  diese  Gleichun- 
gen gelöst  seien  und  dass  man  die  betreffenden  Grössen  r,  r,  etc. 
als  Functionen  der  Zeit  kenne.  (Der  Verfasser  hat  das  System 
durch  einen  festen  Körper  M  und  zwei  bewegliche  m,  m,  ersetzt, 
deren  Entfernungen  von  M  er  mit  r  und  r,  bezeichnet)  und  zeigt 
nun,  wie  man  von  zwei  bekannten  Lagen  der  Körper  m  und  iw, 
aus,  zu  den  Lagen  ttbergehen  kann,  die  sie  nach  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  einnehmen.  Er  schliesst  aus  seinen  Resultaten  auf 
eine  endliche  Bewegung  von  m  und  m^  in  der  Ebene  des  von 
den  Körpern  gebildeten  Dreiecks,  während  die  Ebene  ohne  Glei- 
tung auf  einem  Kegel  rollt,  dessen  Differentialgleichung  sich  durch 
Elimination  von  t  aus  zwei  der  vom  Verfasser  aufgestellten  Glei- 
chungen ergiebt  0. 

F.  SiACCi.     Sur  Uli  theor&me  de  M^caniqiie  cc^leste. 

0.  R.  LXXVII.  12881291. 
In  den  C.  R.  für  1872  (siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  463)  hat  Herr 
S.  Newcorab  folgenden  Satz  aufgestellt.  Es  seien  b^,  b^  ...6jh 
die  Coefficienten  der  Zeit  i  in  den  Ausdrücken  für  die  Coordl- 
naten  und  Geschwindigkeiten  von  den  Planeten,  r^,  c,  ...  c^  die 
3«  übrigen  canonischen  Constanten  des  Problems,  V  das  Virial, 
.so  ist 

h         ^^ 
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Newcomb  setzte  dabei  voraus,  dass  die  Coordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten durch  trigonometrische  Reihen  darstellbar  seien, 
deren  Arguräente  lineare  Functionen  der  Zeit  sind.  Der  vor- 
liegende Aufsatz  giebt  einen  allgemeinen  Beweis  ftlr  dieses  Theo- 
rem, unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Coordinaten  und  Geschwin- 
digkeiten llberhaupt  als  Functionen  von  c,,  Cj...C3«  und  der 
Binome  /,  +  6«^  dargestellt  werden  können.  B. 

M.  DE  TiLLY.  Notice  sur  deux  trait^s  r^cents  de  balisti- 
que  et  sur  Tdtat  actuel  de  cette  science. 

Bordeaux  S^ 
Diese  Recension  von  Mayewski's  „Trait6  de  Balistique  ext^- 
rieure".  (Paris,  Gauthier- Villars  1872  s.  F.  d.  M.  IV  468)  und  des 
ersten  Theiles  von  P.  de  Saint-Robert's  „M6moires  scientifiques^ 
(Turin,  Bona,  1872)  giebt  einen  klaren  Ueberblick  über  die  all- 
mählige  Entwickelung  und  den  augenblicklichen  Stand  der  Unter- 
suchungen auf  dem  Gebiet  der  Balistik  und  hebt  die  Fragcu 
hervor,  deren  Lösung  einem  der  obengenannten  Herren  zu  ver- 
danken sind.  Alle  Fragen,  die  mehr  oder  weniger  mit  der  Ba- 
listik zusammenhängen,  sind  in  grosser  Klarheit  auseinander- 
gesetzt.  -  Mn.  (0.) 

M.  DE  TiLLY.  Note  sur  la  similitude  ni^canique  dans 
le  mouvement  des  corps  solides  en  g^n^ral,  et  en 
particulier  dans  le  mouvement  des  projectiles  lanc^s 
par  les  armes  k  feu  ray^es.  Bull.  *le  Belg.  (2'  XXXVL 
160-170 

Ein  Theil  der  in  dieser  Note  enthaltenen  Resultate  sind  früher 
von  Herrn  Siacci  gegeben  worden.  Die  übrigen  sind  vom  Ver- 
fasser in  einer  kleinen  1874  publicirten  Abhandlung  entwickelt 
Das  Referat  über  dieselben  wird  in  Bd.  VI  des  Jahrbuchs  er- 
folgen. Mo.  (0.) 

M.  DE  TiLLY,  Rappoit  sur  une  note  intitulee :  Sur  le  cal- 
cul  de  la    vitesse   initiale   d'uu   projectile  quelconque, 
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lorsque  Von  connait  la  vitesse  eii  mi  point  voisin  de  la 
bouche  a  feu  par  A.  C.  d* Audio  da  Mendo9a. 

Ball,  de  Belg.  (2)  XXXVI.  140-142. 
Herr  Mendo^a  nimmt  das  von  Herrn  Didiou  (Balistique  ex- 
terieure  1872)  aufgestellte  Widerstandsgesetz  an.     Er  findet  zwi- 
schen der  verbesserten  Anfangsgeschwindigkeit  y  und  der  Ge- 
schwindigkeit X  in  einer  gewissen  Entfernung  vom  Geschütz  eine 

Relation  von  der  Form 

y(a  +  bx)  =  ex, 

welche  man  in  der  Praxis  durch  eine  lineare  Relation  ersetzen 

kann.  Mn.  (0.) 

CoQUiLHAT.    Trajectoires  des  fus^es  volantes  dans  le  vide. 

M^m.  de  Liege    2)  Y. 

Untersuchung  des  Problemes  der  Bewegung  von  Geschossen 
im  leeren  Räume,  unter  Annahme  verschiedener  plausibeler  Hy- 
pothesen über  die  in  Wirksamkeit  tretenden  Kräfte,  oder  in  einem 
wenig  Widerstand  leistenden  Mittel.  Die  Arbeit  bietet  mathe- 
matisch wenig  des  Interessanten.  Mn.  (0.) 

Noble.      On   tlie  pressure  required   to  give  rotation  to 
rifled  projectiles.    Phil.  Mag.  1873. 

In  dieser  Arbeit  wird  der  Druck  untersucht,  der  nöthig  ist, 
um  in  einem  parabolisch  gezogenen  Feuergewehre  Rotation  zu 
erzeugen.  Das  Geschütz  ist  ein  solches,  dessen  Windung,  in 
eine  ebene  Curve  aufgewickelt,  eine  Parabel  werden  würde. 
Die  angewendeten  Bewegungsgleichungen  sind  folgende:  Ange- 
nommen die  Ebene  (xj  y)  sei  senkrecht  zu  der  Geschtttzaxe  und 
diese  Axe  sei  wieder  die  Axe  von  z;  6  sei  der  Luftdruck,  R 
der  die  Rotation  hervorrufende  Druck,  A,  ^,  v  die  Richtungs- 
winkel von  Ry  fi^  der  Reibungscoeflficient  und  a,  /?,  j^  die  Rich- 
tungswinkel dieser  Kraft,  dann  sind  die  Bewegungsgleichungen 

M  "j-^  z=  G  +  R  {cos  v  —  fi^  cos  r\ 

M  -T~  =      ^"7    ^  (« ist  dir  Radius  der  Windung) 
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und 

X  =  R  jcosi— fi,  cosa|,     Y  =  R  [ cos /ii  — /ii-,  ooa/?|. 

Aus  diesen  Gleichungen  und  dem  Systeme 

rc  =3  r  cos  y,     y  =  r  sin  ff,    z^  =  krcf, 
welches  die  Gleichungen  der  Züge  sind,  beweist  der  Verfasser,  dass 


kr\k-2fi,  z)  +  2e\(rz+fi,ky 
Die  Arbeit  schliesst  mit  interessanten  arithmetischen  Rechnungen. 

Csy.  (0.) 

M.  DE  Brettes.     Note  sur  la  pdn^tration  des  projectiles 
oblongs  dans  les  milieux  resistants.    c.R.LXXVl.278-28u. 

Im  Anschlüsse  an  die  Arbeit  des  Verfassers,  über  welche 
Band  IV  p.  469  berichtet  worden  ist,  wird  jetzt  folgender  Satz 
bewiesen:  „Die  Bahnen  zweier  länglicher  Geschosse  in  der  Rich- 
tung der  Axen  ihrer  Figuren,  wenn  sich  ihre  ursprünglichen  Ge- 
schwindigkeiten V,  F',  die  wenig  genug  verschieden  sind,  um  in 
dem  Mittel  einen  Widerstand  nach  demselben  Gesetz  zu  erleiden, 
in  die  proportionalen  Geschwindigkeiten  f>  und  r/  verändern,  sind 
proportional  den  Producten  AD,  A'D'  der  reducirten  Längen  in 
die  Dichtigkeiten  und  umgekehrt  proportional  den  («— 2)'*'"  Po- 
tenzen der  Geschwindigkeiten  V,  V,  wo  n  der  Exponent  der  Ge- 
schwindigkeit, (für  Luft  =  3)  in  dem  Monom  für  den  Widerstand 
des  Mittels  ist.  Die  Dauer  des  Fluges  T,  V  sind  proportional 
den  Producten  ID,  k'D'  der  reducirten  Längen  in  die  Dichtig- 
keiten und  umgekehrt  proportional  den  (n— 1)***"  Potenzen  der 
Geschwindigkeiten  V,  F".  Zum  Beweise  stellt  der  Verfiasser 
zunächst  die  Bewegungsgleichung  des  Geschosses  in  der  Rich- 
tung der  Axe  auf,  leitet  dann  das  Gesetz  für  die  Dauer  des 
Fluges  ab,  indem  er  die  Gescbwindigkeitsverluste  berechnet  und 
bestimmt  dann,  nachdem  er  die  Proportionalität  der  GelM^hwindig* 
keit  während  des  Fluges  bewiesen,  das  Verbältniss  der  Bahn- 
langen.  O. 

H.  Resal.     Essai  sur  1a  d^termination  du  frotteraent  de 
Tair  sur  un  projectile  oblong.     Nouv.  Ann.  (2)  XII.  561-565. 
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Der  Verfasser  untersucht  in  vorliegender  Notiz,  von  der  Na- 
vier'schen  Hypothese  über  den  Widerstand  bei  der  Bewegung  in 
einer  Flüssigkeit  ausgehend,  welche  Form  U,  die  Geschwindig- 
keit eines  Panktes  der  Oberfläche  des  Geschosses,  annehmen 
muss,  um  derselben  zu  genügen.  Er  findet  die  Form  B,e~"^^ 
wo  H  und  m  Functionen  von  R  (der  Radius  des  als  Cylinder 
angenommenen  Geschosses)  sind,  welche  durch  Experiment  be- 
stimmt werden  müssen.  0. 

W.   Besant.      Organic  proof   of  the  isochronism  of  a 
cycloid.     Quart.  J.  XII.  276  Cly. 

R.  TowNSEND.    On  tautochronous  and  brachystochronous 
curves  for  parallel  and  concurrent  forces. 

Quart.  J.  XII.  247-257. 

Die  Abhandlung  enthält  nur  den  ersten  Theil,  tautochroni- 
sehe  Curven,  bestehend  aus  zwei  Theoremen,  (a)  für  Parallel- 
kräfte und  (6)  fllr  sich  schneidende  Kräfte.  Diese  Sätze  stellen 
für  irgend  eine  gegebene  ebene  oder  Raumcurve  das  Kräftegesetz 
auf,  ftir  welches  die  Curve  tautochron  ist.  Cly.  (0.) 

K.  HuLLMANN.     Der  Foucault'sche  Pendelversuch. 

Oldenburg.     Schmidt. 
Der  Verfasser   unterzieht  die   früheren    Herleitungen   einer 
Kritik,  und  giebt  eine  neue   Berechnungsart.     Eine  Kritik  der- 
selben findet  sich  Grunert  Arch.  LV.  Litt.-Ber.  CCXIX  p.  12-13 
von  R.  Hoppe.  0. 

H.  Resal.      Theorie   des  eflfets   observös  par  Savart  sur 
l'influence  mutuelle  de  deux  pendules.   Ann.  derfec.Norm. 

(2)  IL  445-460.  0.  R.  LXXVI.  76-76. 
An  den  Enden  eines  horizontalen  Stabes  sind  zwei  Pendel 
angebracht  Der  Stab  selbst  ist  in  seiner  Mitte  an  einem  elasti- 
schen Faden  aufgehängt.  Die  Bewegung  eines  solchen  Systems 
von  Pendeln  ist  von  Savart  experimentell  untersucht  worden. 
Die  vorliegende  Arbeit  giebt  eine  theoretische  Untersuchung  die- 
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8er  Bewegung.  Nachdem  zunächst  allgemein  die  Bewegungs- 
gleichuDgen  aufgestellt  und  iutegriii;  worden  Bind,  wendet  sich 
der  Verfasser  zu  speciellen'  Fällen.  Er  untersucht  zuerst  den 
Fall  gleicher  Pendel  für  die  verschiedenen  Möglichkeiten  der 
Bewegungspbase  der  Pendel  und  leitet  die  Resultate  speciell  ab. 
Dann  betrachtet  er  auch  ungleiche  Peüdel  in  den  verschiedenen 
Möglichkeiten.  Die  Resultate  seiner  theoretischen  Untersuchungen 
stehen  mit  den  von  Savart  gefundenen  Thatsachen  in  Einklang. 

0. 

R.  MooN.  Oll  the  Integration  of  the  accurate  equations 
applicable  to  the  motion  in  one  plane  of  an  indefini- 
tely  tliiii  wire,     Quart  J   XII.  241-247. 

Die  betrachteten  Gleichungen  sind 

rf'a        1    dR 


,0  = 


dt^         D   dx 


dt""        D   dx 

(2)  «  =  «^-«£- 

Man  erhält  die  Lösung,  indem  man  zuerst  die  Gleichungen  (1) 
allein  betrachtet,  und  ein  System  von  sechs  Gleichungen,  die 
willkürliche  Functionen  enthalten,  und  welches  die  allgemeinste 
Lösung  des  Systemes  ist,  niederschreibt.  Cly.  (0.) 

Y.  ViLLARCEAU.    Notc  concciTiant  le  changement  de  vi- 
tesse  de  regime  dans  les  r^gulatenrs  isochrones. 

0.  R.  LXXVII.  151-155. 
Neben  allgemeineren  Betrachtungen  Ober  Regulatoren  beweist 
der  Verfasser,  dass,  wenn  ein  Regulator  bei  verticaler  Axe  den 
Bedingungen  des  Isochronismus  genügt,  dies  auch  bei  jeder  an- 
deren Lage  der  Axe  der  Fall  ist,  (man  hat  nur  g  mit  g  cos  J 
zu  vertauschen,  wo  J  der  Neigungswinkel),  und  wendet  dies  auf 
Instrumente  an,  die  dazu  bestimmt  sind,  den  Bewegungen  von 
Gestirnen  zu  folgen.  0* 
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Y.  ViLLARCEAU.     Ucber  die  aus  dem  Watt'schen  System 
abgeleiteten  isochronen  Regulatoren.  Carl  Rep.  ix.  I7i-I8i. 

Uebersetzung  der  Abhandlungen  aus  den  C.  R.  LXXIV. 
1437-1445  und  1481—1483,  über  die  Band  IV  p.  479  und  480 
d.  F.  d.  M.  berichtet  worden  ist.  0. 

G.  Battaglini.     Sulla  teorica  dei  momenti  dmerzia. 

Battaglini  G.  XL  62-72. 

G.  Battaglini.     Sul  movimento  di  un  sistema  di  forma 

invariabile.     Battaglini  G.  XL  359-367. 

In  Porteetzung  der  im  vorigen  Jahrgange  p.  448  erwähnten 
Arbeit  geht  Herr  Battaglini  nun  zur  dynamischen  Behandlung 
der  Bewegung  eines  Systemes  von  unveränderlicher  Form  über. 
In  dem  ersten  Aufsatze  giebt  er  zunächst  eine  geometrische 
Theorie  der  Trägheitsmomente  und  behandelt  dann  in  der 
zweiten  Arbeit  die  Bewegung  eines  solchen  Systemes.        0. 

E.  J.  RoüTH.     Some  new  theorems  on  the  motion  of  a 
body  about  a  fixed  point.    Proc.  of  Lond.  xxL  233-241. 

Bezieht  sich  auf  Poinsofs  Darstellung  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt,  mittelst  eines  Ellipsoids, 
das  zum  Mittelpunkt  den  festen  Punkt  hat,  und  welches  auf  einer 
festen  Ebene  rollt.  Die  resultirenden  Relationen  der  unveränder- 
lichen Linie  und  der  augenblicklichen  Axen  zu  einander  und  zu 
den  anderen  Theilen  des  Körpers  werden  aus  Eigenschaften  der 
sphärischen  Ellipse  abgeleitet.  Cly.  (0.) 

J.  Finger.    Betrachtung  der  allgemeinen  Bewegungsform 
starrer  Körper  vom  Gesichtspunkte  einer  Gyralbewe- 

gung.     Wien.  ßer.  LXIII.  317-356. 

^Die  allgemeind  Bewegungsform  eines  starren  Körpers  kann, 
abgesehen  von  der  progressiven  Bewegungscomponente,  reducirt 
werden  auf  eine  rotirende  Bewegung  des  starren  Körpers  um 
eine  materielle  Axe,  die  jedoch  im  Allgemeinen  gleichzeitig  ihre 

Fortschr.  d.  Math.  V.  3.  31 
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Pankt  redacirt,  beweist  eine  analoge  Ueberlegung  mit  einer  Kagel, 
die  diesen  Punkt  zum  Mittelpunkt  hat,  die  Existenz  der  centralen 
Axe.  Jede  Verrückung  kann  durch  eine  Translation  ersetzt 
werden,  welche  2  in  seine  definitive  Lage  1  überführt,  und  eine 
Rotation  um  eine  Axe  1  1'.  Die  Gonstruction  von  1  1'  oder  die 
der  Centralaxe  bestimmt  eine  und  dieselbe  Richtung,  wenn 
3  Punkte  des  beweglichen  Körpers  gegeben  sind.  Daraus  er- 
geben sich  dann  leicht  andere  Eigenschaften  der  Bewegung. 

Mn.  (O.) 

R.  S.  Ball.      On   a  geometrical  Solution  of  a  problem. 

Rep.  of  Brit.  Ass.  1873. 
Ein    ruhender   starrer  Körper   mit   drei   Graden   von  Frei- 
heiten bekommt  einen  Stoss.     Man  bestimme  die  augenblickliehe 
Schraube,  um  welche  der  Körper  sich  zu  drehen  beginnt. 

Csy.  (0). 

R  S.  Ball.     Solution  of  a  problem.     Rep.  of  Brit.  Ass.  1873. 

Lösung  des  folgenden  Problems:  Die  augenblickliche  Schraube 
ft,  um  welche  ein  Körper  mit  drei  Graden  von  Freiheiten  sieb  zu 
drehen  beginnt,  sei  gegeben;  man  bestimme  die  erzeugende 
Schraube  s.  Csy. 

R.   S.   Ball.     Researches   in  the  dynamics  of  a    rigid 
body  by  the  aid  of  the  theory  of  screws. 

Proc.  of  Lond.  XXI.  385-386. 

Auszug  aus  einer  Arbeit,  die  seitdem  in  den  Phil.  Trans,  er- 
schienen ist,  und  welche  Entwickelungen  einer  Theorie  enthält, 
die  in  den  Trans,  of  R.  Irish  Acad.  XXV.  157  skizzirt  ist 

Cly.  (0.) 

H.  W.  Watson,     On  the  motion  of  a  particle  referred 

to  a  moving  space,     Qaart.  J.  XII.  204-214. 

In  dieser  Arbeit  sollen  keine  neuen  Gleichungen  gegeben 
werden.    Nur  die  bekannten  Bewegungsgleichungen  eines  festen 
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>^  Cörpers  sowohl,  wie  eines  Theilchens  in  Bezug  auf  sich  bewe- 
£  ende  Axen,  werden  zu  deuten  versucht.  Cly.  (0.) 

;  :.  TowNSRND.  Oll  a  consti'uction  in  the  dynamics  of 
T  a  rigid  body,  which  roUs  without  slidiiig  ou  a  fixed 
rough  surface.    Quart.  J.  xii.  201-201 

Enthält  die  geometrische  Construction  fllr  das  folgende 
Iroblem,  welche  der  analytischen  Herleitung  von  Mr.  Jellet  in 
|iiner  „Treatise  on  the  theory  of  friction"  entspricht:  Es 
j»lle  ein  starrer  Körper  durch  irgend  welche  Kräfte  veranlasst, 
Ime  zu  gleiten  auf  einer  festen  rauhen  Oberfläche;  bestimmt 
\\\  die  Reaction  an  irgend  welchem  Punkte  der  Oberfläche  in 
össe  und  Richtung  werden.  Cly.  (0.) 

:)I0N.    Mouvement  d'un  segment  sphdrique  sur  uii  plan 

llA  nclin^.     C.  B.  LXXVII.  167-173. 

^*    Das  Problem,  um  dessen  Lösung  es  sich  in  der  vorliegenden 
Vit  handelt,   wird   vom  Verfasser   folgendermaassen   ausge- 
I3hen:    ,yAuf  eine   horizontale  Ebene   wird   ein  sphärisches 
Aent  gelegt.    Die  Ebene  wird  dann  nach  und  nach  geneigt. 
*     gt  wird  nach  der  Bewegung  des  Körpers  bei  Berücksichti- 
^fder  Reibung^^    Legt  man  ein  sphärisches  Segment  auf  eine 
atale   Ebene,  so   liegen  der  Mittelpunkt   der  Kugel,   der 
jrpunkt  des  Segments  und  der  Berührungspunkt  in  derselben 
|ilen.    Lässt  man  dann  das  Segment  auf  der  Ebene  rollen, 
algt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  eine  gerade  Linie,  parallel 
ene,  während  der  Berührungspunkt  eine  Cycloide  beschreibt, 
Tangente  im  Anfangspunkte  vertical  ist,  und  deren  ursprttng- 
irerticaler  Radius  sich  mehr  und  mehr  neigt.   Der  Schwer- 
I beschreibt  ebenfalls  eine  Cycloide,  die  jedoch  nicht  mit 
IS  Berührungspunktes  identisch  ist,  sondern  eine  Cycloide, 
JTangente  im  Anfangspunkt  der  Bewegung  horizontal  ist. 
ßhwerpunkt  erhebt  sich  also  und  kehrt,  wenn  der  Körper 
blbst  überlassen,  bleibt,  auf  dem  Wege  zurück  und  oscillirt 
C^\y^  ^^^)  ^^^  ^^  seine  ursprüngliche  Lage  wieder  eingenommen 
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hat.  Man  hat  also  in  diesem  Falle  stabiles  Gleichgewieht.  Dies 
ändert  sich  aber  bei  geneigter  Ebene.  Dann  geht  die  Vertikale 
des  Schwerpunktes  nicht  durch  den  Berührungspunkt,  das  Seg- 
ment rollt  längs  der  Falllinie  (s.  F.  d.  M.  III.  p.  37ö),  während 
der  Schwerpunkt  wieder  eine  Cycloide  beschreibt.  Er  OBciUirt 
auch  in  dem  Falle  und  kommt  in  dem  Punkte  zur  Buhe,  wo  die 
Tangente  horizontal  wird.  Dort  bleibt  er  im  stabilen  Gleich- 
gewicht,  sobald  die  Neigung  der  Ebene  kleiner  ist,  als  die,  un- 
ter welcher  der  Körper  gleiten  würde.  0. 

H.  ScHNEEBELi.  Zur  Theorie  des  Stosses  elastischer  Körper. 

Wolf  Z    XVIII.  52-59. 

Im  Anschluss  an  seine  experimentellen  Untersuchungen  hat 
der  Verfasser  nun  auch  theoretisch  einige  einfache  Fälle  unter- 
sucht, und  zwar  zuerst  den  Stoss  eines  elastischen  Gylinders  mit 
ebener  Stirnfläche  gegen  eine  unveränderliche  feste  Ebene,  die 
auch  als  absolut  eben  betrachtet  wird.  Die  Geschwindigkeit  der 
Stirnfläche  nimmt  von  Beginn  des  Contactes  an  ab,  wird  dann 
zu  einer  Zeit  Null,  in  welcher  der  Cylinder  seine  grösste  Com- 
pression  erreicht  hat.  Von  da  an  nimmt  die  Geschwindigkeit 
wieder  zu  und  zwar  in  derselben  Weise  und  in  derselben  Zeit, 
wie  der  Verlust  vor  sich  gegangen  war,  bis  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  wieder  erreicht  ist»  Für  diese  „Stosszeit"  findet 
der  Verfasser 

wo  M  die  Masse  und  E  der  Elasticitätsmodul  des  Cylinders  ist. 
Ferner  untersucht  der  Verfasser  den  Fall  eines  mit  einer  kugel- 
förmigen Stossfläche  versehenen  Körpers.    Er  findet  hier 


»«f/^. 


rEv' 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  stossenden  Körpers,  r  der  Radius, 
K  ein  constanter  Factor  ist.  Den  Schluss  bildet  ein  Vergleich 
dieser  Formeln  mit  den  von  dem  Verfasser  experimentell  ge- 
wonnenen Resultaten.    (S.  Poggendorff  Ann.  CXI.  V.  331). 

0. 
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Kretz.      Memoire    sur    les    conditions    k  rempUr   dans 
remploi  du  frein  dynamomötriqiie.     Aon.  de  rfic.  Norm.  (2) 

II.  55-79.       , 

Die  Arbeit  enthält  in  ihrer  Einleitung  einen  "geschichtlichen 
Ueberblick  über  die  Entwickelung  des  Apparates,  der  dazu  dient, 
den  )[utzeffect  von  Maschinen  zu  bestimmen.  Sie  zerfällt  in  zwei 
Theile.  Der  erste  ist  der  Theorie  gewidmet.  Nach  einer  Be- 
schrdibung  des  Apparates  werden  zuerst  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  desselben  aufgestellt.  Es  ergiebt  sich  dabei  für 
die  mittlere  Arbeit,  die  die  Welle  des  Apparates  leistet,  eine 
Formel,  die  diese  Leistung  in  Pferdekräften  vermittelst  der  Di- 
mensionen der  einzelnen  Theile  des  Apparates  ausdrückt.  Da 
dabei  die  Unbeweglichkeit  der  Welle  während  des  Versuches 
vorausgesetzt  werden  muss,  diese  sich  aber  in  der  Praxis  nicht 
erreichen  lässt,  so  wird  der  Einfluss  der  Oscillationen  auf  das 
Endresultat  einer  Untersuchung  unterworfen.  Der  zweite  Theil 
der  Arbeit  ist  der  praktischen  Construction  des  Apparates  ge- 
widmet. Mathematische  Gesichtspunkte  oder  Schwierigkeiten, 
über  die  genauer  zu  referiren  wäre,  finden  sich  nicht  vor. 

0. 

A.  Langer.      Ein   rein  geometrischer  Beweis   eines  be- 
kannten Lehrsatzes  der  Mechanik.     Pr.  Leitmeritz.  . 
Bekannt.  No. 

S.  Haughion.     Principles  of  animal  mechanics. 

Dublin.  2«^  ed. 
Das  Buch  enthält  eine  systematische  Anwendung  der  Prin- 
cipien  der  Mechanik  auf  die  Muskelfunctionen  von  Säugethieren. 
Neben  dem  Material,  welches  das  Werk  dem  vergleichenden  Ana- 
tomen liefert,  ist  es  für  den  Mathematiker  durch  die  mathe- 
matische AuiBTassung  interessant.  In  seiner  Classification  der 
Muskeln  richtet  sieh  der  Verfasser  nach  Morelli  und  erweitert 
sie  noch  durch  eine  grosse  Anzahl  verschiedener  Arten  von  Mus- 
keln, die  er  selbst  untersucht  hat.  Es  wird  unter  Anderem  be- 
wiesen,  dass  wenn  die  Tangentialebene  zu  einem  Punkte  der 
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Oberfläche  gezogen  wird,  welche  die  Oberfläche  in  einen  In- 
dicatrix  -  Kegelschnitt  schneidet,  folgendes  Theorem  eDtsteht: 
„Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  R  irgend  einPankt 
der  Curve,  P  der  Fusspunkt  des  Lothes,  das  von  C  auf  dh  Tan- 
gente gefällt  ist,  so  variirt  die  Spannung  des  elliptischen  lins- 
kelquerschnittes  in  dem  Azimuth  CR  direct  wie  das  Quadra;  Ton 
CP'.  Wenn  T  die  Spannung  in  einem  Azimuth  bezeichne  P 
den  correspondirenden  Druck,  der  normal  zur  Oberfläche  des 
Krümmungsradius  in  dem  normalen  Schnitt,  der  durch  CF  geht, 
ist,  so  hat  man 

e 

Diese  Sätze  sind  richtig.  Aus  ihnen  geht  sofort  Lagraages 
Theorie  zur  Bestimmung  des  Druckes  in  Ausdrucken  der  mitt- 
leren Spannung 

hervor.  Erläuternde  Beispiele  dieser  Theoreme  werden  am  Ab- 
dominalmuskel und  Uterus  gegeben. 

Von  den  ellipsoidischen  Muskeln  geht  der  Verfasser  zu  den 
Querrauskeln  über  und  zeigt  durch  eine  Reihe  interessanter  geo- 
metrischer Ableitungen,  dass  die  Wirkung  einer  Anzahl  von  Fa- 
sern, welche  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Knochen  verbinden, 
durch  eine  einzige  Faser  ersetzt  werden  könne,  welche  zwei 
Punkte  0  und  0'  in  demselben  Knochen  verbindet  und  die  mit 
der  vereinten  Kraft  aller  Fasern  wirkt.  In  vielen  Fällen  liegen 
die  Punkte  0  und  O*  ausserhalb  der  Querschnitte  der  wirklichen 
Fasera.  Daher  betrachtet  der  Verfasser  die  Quermuskeln  als 
solche  Gebilde,  die  geeignet  sind,  die  Wirkung  anderer  zu  er- 
setzen, und  das  erreicht  er  dadurch,  dass  er  einen  Querschnitk 
in  eine  andere  Lage  bringt. 

Die  nächsten  beiden  bemerkenswerthen  Sätze,  die  hier  auch 
bewiesen  werden,  während  sie  im  Jahre  1872  der  Royal  Society 
noch  ohne  Beweis  mitgetheilt  wurden.  1)  Zwei  Knochen  AB 
und  A'ff,  welche  in  einer  Ebene  liegen  und  durch  Muskelfasern 
verbunden  sind,  seien  gegeben.    Man  ziehe  irgend  welche  zwei 
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Ebenen,  die  durch  die  Knochen  gehen  und  sie  in  der  Linie  PQ 
schneiden.  Der  eine  werde  als  fest  vorausgesetzt,  während  der 
andere  in  PQ,  als  Botationsaxe,  beweglich  gedacht  wird.  Ver- 
langt werden  die  nothwendigen  Bedingungen,  damit  die  durch 
die  Contraction  geleistete  Arbeit  ein  Maximum  sei.  Die  Lösung 
ist  folgende:  a)  die  Ebene,  deren  Schnitt  PQ  ist,  muss  rechtwink- 
lig sein;  b)  das  Muskelviereck  ABA'ff  muss  in  einen  Kreis  be- 
schrieben werden  können.  Angewendet  wird  dieser  bemerkens- 
werthe  Satz  auf  den  Pectinalmuskel  des  Mannes,  des  Löwen  und 
des  Llama's  vermittelst  des  Ptolemäischen  Lehrsatzes;  und  es 
wird  bewiesen ;  dass  der  Muskel  bei  diesen  Thieren  nach  dem 
Princip  der  grössten  Arbeit  construirt  ist.  2)  Zwei  Knochen  AB 
und  A'B'^  welche  in  einer  Ebene  liegeu  und  durch  Muskelfasern 
verbunden  sind,  seien  gegeben.  Man  ziehe  irgend  zwei  Ebenen, 
die  durch  die  Knochen  gehen  und  sich  in  der  Linie  PQ  schnei- 
den. Der  Verfasser  leitet  nun  die  nöthige  Bedingung  ab,  da- 
mit die  durch  die  Muskeln  geleistete  Arbeit  ein  Maximum  sei. 
Folgendes  ist  die  Lösung:  a)  die  Rotationsaxe  PQ  muss  durch  den 
Schnitt  der  rechtwinkligen  Ebenen,  welche  durch  die  Knochen 
gehen,  gebildet  werden,  b)  Ein  gewisses  Hyperboloid  eines 
Schnittes  kann  durch  die  Knochen  gezogen  werden,  wo  AB  und 
A'B'  Generatricen  einer  Art  sind,  während  die  Axe  der  grössten 
Arbeit  eine  Generatrix  der  anderen  Art  ist.  c)  Diese  Genera- 
trix  wird  durch  Lösung  einer  biquadratischen  Gleichung  gefun-' 
den.  Dieser  interessante  Satz  wird  speciell  auf  verschiedene 
Muskeln  des  Menschen,  des  Llama's,  des  Leoparden  und  des 
Löwen  angewendet  und  bewiesen,  dass  in  allen  Fällen  die  Natur 
die  Axe  der  grössten  Arbeit  braucht. 

Der  Verfasser  wendet  zunächst  das  Problem  der  grössten 
Arbeit  auf  das  Problem  des  Fliegens  an  und  berechnet  durch 
Messen  an  verschiedenen  Vögeln  die  Lage  der  Axe  der  gröss- 
ten Arbeit.  Dem  folgen  eine  Reihe  von  speciellen  Untersuchun- 
gen über  den  Einklang  der  theoretischen  Gesetze  mit  der  Wirk- 
lichkeit, die  durch  eine  Reihe  von  Tafeln  über  Zahlenwerthe 
veranschaulicht  werden.  Nachdem  daraus  gewisse  allgemeine 
Sätze  über  die  Muskelthätigkeit  gefolgert  worden  sind,  bemerkt 
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der  Verfasser,  dass  sich  daraus  interessante  Gombinationen  mit 
der  Theorie  der  Curven  dritten  Grades  etc.  ergeben.  Den  Schluss 
bildet  eine  Hypothese  tlber  die  Gesetze  der  Muskelthätigkeit,  aus 
welcher  der  Verfasser  eine  physikalische  Eintheilung  der  Thiere 
herleitet.  Csy.  (0.) 


B.    Hydrodynamik. 
G.  F.  W.  Baehr.     Note  sur  r^quation  de  continuit^   du 

mOUVement   des   fluides.       Versl.  eo  Meded.  ^2)  VII.  1-3. 

Der  Verfasser  stellt  die  betreffende  Formel  auf,  indem  er 
einen  beliebigen  kleinen  Theil  der  Flüssigkeit  betrachtet  an  Stelle 
des  gewchnlich  betrachteten  kleinen  Parallelepipedons. 

Mn.  (O.) 


H.  Helmholtz.  Ein  Theorem  über  geometrisch  ähn- 
liche Bewegungen  flüssiger  Körper,  nebst  Anwendung 
auf  das  Problem,  Luftballons  zu  lenken.      Beri.  Monats- 

ber.  1873.  501-514 
Nachdem  der  Verfasser  in  der  Einleitung  auseinandergesetzt, 
dass  kein  Grund  vorhanden  sei,  die  hydrodynamischen  Gleichun- 
gen (mit  Einschluss  der  die  Reibung  enthaltenden  Glieder)  nicht 
für  den  genauen  Ausdruck  der  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten 
regierenden  Gesetze  zu  halten,  leitet  er  aus  diesen  Gleichungen 
folgenden  Satz  ab.  Man  bezeichnet  mit  x,  y,  z  die  Goordinaten, 
mit  M,  f>,  u)  die  Geschwindigkeiten,  mit  p  den  Druck,  mit  *  die 
Dichtigkeit,  mit  k  die  Reibungsconstante,  mit  t  die  Zeit  fttr  eine 
Flüssigkeit,  und  es  seien  X,  F,  Z,  U,  V,  W,  P,  E,  K,  T  die  ent- 
sprechenden Grössen  fQr  eine  andre  Flüssigkeit.  Erfüllen  dann 
X,  y,  z,  u  etc.  die  hydrodynamischen  Gleichungen  ftlr  die  erste 
Flüssigkeit,  so  werden  die  für  die  zweite  Flüssigkeit  geltenden 
Gleichungen  erillUt  durch 
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p.=z  n\  ö  +  Const.,  r  =  -^1. 

Darin  bezeichnen  n,  9,  r  drei  Congtante,  und  zwar  ist  9  =  -y,  dem 

E 

Verhältniss  der  Reibungsindices,  r  =  — ,  dem  Verhältniss  der  Dich- 
tigkeiten beider  Flüssigkeiten.  Für  compressible  Flüssigkeiten 
ist  ferner  n  gleich  dem  Verhältniss  der  Schallgeschwindigkeiten, 
für  incompressible  Flüssigkeiten  ist  n  vorläufig  unbestimmt.  Die 
Grössen  U,  V,  W  erfüllen  ferner  ausser  den  für  das  Innere  der 
Flüssigkeit  geltenden  GleicbuDgen  auch  die  Grenzbedingungen. 
Dabei  wird  für  schwere  tropfbare  Flüssigkeiten  mit  freier  Ober- 
fläche die  Constanten  vollständig  bestimmt,  sobald  man  von  äusseren 
Kräften  die  Schwere  in  die  Gleichungen  einführt.  Für  tropfbare 
Flüssigkeiten  ohne  freie  Oberfläche  dagegen  bleibt  n  willkürlich. 
Die  Arbeit  endlich,  die  zur  Ueberwindung  der  Widerstände  von 
Seiten  eines  eingetauchten  Körpers  gebraucht  wird,  ist  in  dem 
System  Uy  K,  W...  nq^r  mal  so  gross,  als  in  dem  System 
u,  t),  to,  die  Arbeit  beide  Male  für  gleiche  Zeiten  genommen. 
Man  kann  demnach  jede  Lösung  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen, wenn  dieselbe  auch  nur  eine  empirische  ist,  von  einer 
Flüssigkeit  auf  eine  andre  übertragen;  oder  man  kann  auch  in 
derselben  Flüssigkeit  eine  Bewegung  von  kleinen  auf  grosse  Di- 
mensionen übertragen.  In  den  Fällen,  wo  man  bei  der  Bewegung 
die  Reibung   vernachlässigen    kann,   bleibt  noch  q   willkürlich. 

Kommt  aber  die  Schwere  in  Betracht,  so  muss  —   unverändert 

bleiben,  also  9  =  n'  sein.  Diese  Sätze  werden  angewandt  zur 
Discussion  einiger  Fälle,  in  denen  eine  Bewegung  im  Wasser 
auf  eine  Bewegung  in  der  Luft  übertragen  wird.  Ferner  wird 
daraus  abgeleitet,  welchen  Effect  die  Vergrösserung  der  Dimen- 
sionen eines  Vogels  haben  würde;  die  zum  Lenken  des  Luft- 
ballons nöthige  Arbeit  wird  berechnet  und  Aehnliches. 

Wn. 
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D.  BoBYLEw.    Einige  Betrachtungen  über  die  Gleichungen 

der  Hydrodynamik.    Clebsch  Ann.  Vi.  72-84. 

Der  Verfasser  transformirt    zuerst   die  allgemeinen    bydro- 
dynamischen  Gleichungen  mit  Einschluss  der  Glieder,  welche  die 
innere  Reibung  darstellen,  auf  ein  beliebiges  (nicht  orthogonales) 
Coordinatensystem,  mit  specieller  Anwendung  auf  eylindrische 
Goordinaten.     Er  benutzt  dann  die  transformirten  Gleichungen, 
um  zu  zeigen,  wie  einige  der  von  Helmholtz  in  seiner  bekannten 
Arbeit    über    die    Wirbelbewegungen     tropfbarer    Flttssigkeiten 
(Grelle  J.  LV)  abgeleiteten  Sätze  zu  modificiren  sind,  wenn  man 
die  innere  Reibung  mit  berttcksicbtigt.    Der  Helmholtz'Bche  Satz: 
„Das  Product  aus  der  Rotationsgescbwindigkeit  und  dem  Quer- 
schnitt ist  in  der  ganzen  Länge  desselben  Wirbelfadens  constant", 
verliert  durch  Hinzunahme  der  Reibung  seine  Gültigkeit   nicht 
Dagegen  kann  jenes  Product  bei  der  Fortbewegung  im  Allge- 
meinen nicht  constant  bleiben.     Auch  kann  ein  Moleciil,  dessen 
Rotationsgeschwindigkeiten  die  Anfangswerthe  Null  hatten,  doeh 
in  die  Rotationsbewegung  eingeschlossen  werden.   Ist  die  Flüssig- 
keit in  einem  geschlossenen  Gefässe  enthalten,  an  dessen  Wänden 
sie  fest  haftet,  so  wird  sie  in  Folge  der  Reibung  einem  Zustande 
der  Ruhe  zustreben.     Erstreckt  sich  die  Flüssigkeit  nach  allen 
Seiten  in's  Unendliche,  und  befinden  sich  die  unendlich  entfernten 
Theile  im  Ruhezustande,  so  werden  sich  die  Wirbelbewegungen 
fortwährend  vernichten. 

Zum  Schluss  wird  gezeigt,  dass  der  hydrodynamische  Druck 
die  Reibung  nicht  explicite  enthält,  insofern  in  dem  mathemati- 
schen Ausdruck  dafür  der  ReibungscoeflScient  nicht  vorkommt. 

Wn. 

E.  J.  Nanson.     Note   on    hydrodynamics.     Messenger.  (2 

III.  120-121. 
In  einer  Arbeit  über  die  Integrale  der  hydrodynamischen 
Gleichungen,  welche  die  Wirbelbewegung  ausdrücken,  hat  Helm- 
holtz gezeigt,  dass,  eine  homogene,  incompressible  Flüssigkeit 
vorausgesetzt,  die  Wirbellinien  sich  mit  der.Flüssigkeit  bewegen. 
Um  dies  zu  beweisen,  benutzt  er  die  Gleichung  der  Continuirlicb- 
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keit  m  Verbinduugr  mit  den  Gleichungen  fllr  den  gleichen  Druck. 
Sir  W.  Thomson  dehnt  diesen  Satz  auf  jede  Flüssigkeit  aus, 
deren  Dichtigkeit  eine  Function  des  Druckes  ist,  und  benutzt  in 
seinem  Beweise  die  Gleichung  der  Gontinuirlichkeit  nicht.  Der 
Verfasser  giebt  einen  directen  Beweis  des  Theorems  nach  Thomson. 

Glr.  (0.) 


C-  A.  Bjerknes.  Geschichtliche  Notizen  über  das  Di- 
richlet'sche  Kugel-  und  Ellipsöid-Problem.    Gott.  Nachr. 

1873.  439-447. 

C.  A,  Bjerknes.  Verallgemeinerung  des  Problems  von 
dem  ruhenden  EUipsoid  in  einer  bewegten,  unendlichen 

Flüssigkeit.      Gott.  Nachr.  1873.  448-460. 

C.  A.  Bjerknes.  Verallgemeinerung  des  Problems  von 
den  Bewegungen,  welche  in  einer  ruhenden,  unelasti- 
schen Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  EUipsoids  her- 
vorbringt.    Gott.  Nachr.  1873.  829-867. 

Aus  äusseren  Umständen  sucht  es  der  Verfasser  wahrschein- 
lich zu  machen,  dass  Dirichlet  das  Problem  der  Bewegung  eines 
EUipsoids  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  schon  im  Jahre 
1852  Yollständig  gelöst,  nicht  bloss  die  Möglichkeit  der  Lösung 
vorausgesehen  hat.  Die  Priorität  der  Lösung  würde  daher  nicht 
Clebsch,  dessen  Abhandlung  vom  August  1854  datirt  ist,  zukom- 
men, sondern  Dirichlet.  Vor  der  Veröffentlichung  der  Clebsch- 
schen  Lösung  ist  femer  ein  Theil  des  Problems  voi)  Schering 
gelöst;  nämlich  die  Behandlung  des  ruhenden  EUipsoids  in  der 
bewegten  Flüssigkeit,  während  Clebsch  den  Fall  des  bewegten 
EUipsoids  in  der  ruhenden  Flüssigkeit  behandelt  hat.  Doch  ist 
die  Schering*8che  Lösung  nicht  veröffentlicht,  sondern  nur  dem 
Verfasser  privatim  roitgetheilt. 

Nach  diesen  historischen  Auseinander  Setzungen  gebt  der  Ver- 
fasser dazu  über,  zunächst  das  Sehe  ring'sche,  sodann  das  Clebsch- 
sehe  Problem  auf  n  Variable  zu  übertragen,  wo  n  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  ausser  1    umfasst.     Die  Verallgemeinerung  des 
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ersteren  Problems  besteht  in  Folgandem.  Es  bedeute  c  eioe 
TvillkUrliche  positive  Constante,  ferner  sei 

wo  die  Summen,  resp.  in  D,  das  Product  Über  alle  m  von  1 
bis  n  auszudehnen  sind.  .  Dann  lasseu  sich  folgende  Sätze  leicht 
verificiren. 

1)  Der  partiellen  Differentialgleichung  J'(;p  ==  0  wird  durch 
g)  =  t/Za  genllgt,  wenn  a  die  positive  Wurzel  der  GleichuDg 
Ea  =  1  ist. 

2)  (f  =  tp^    genllgt    der    partiellen    Differentialgleichung 

^qp  =  -  4. 

3)  Das  Integral 

genügt  der  Gleichung  J^(f  =  0]  ausserdem  erfüllt  es  für  jedes 
Werthsystem  a:,,  a;^  . .  .  rr«,  welches  der  verallgemeinerten  Ellip- 
soidgleichung  E^  =  l  genügt,  die  Bedingung 

Zwischen  A„,  und  /„,  besteht  dann  aber  die  Relation: 

Betrachtet  man  nun  das  ruhende  EUipsoid  E^  =  1  in  einer  un- 
endlichen bewegten  Flüssigkeit,  so  werden  die  verallgemeinerten 
hydrodynamischen  Gleichungen  gelöst  durch  Einillhrung  des  Ge- 
schwindigkeitspotentials (f;  die  Continuitätsgleichung  wird  dann 
J*<p  =  0.  Die  Gleichung  für  die  Oberfläche  des  EUipsoids  nimmt 
die  Form  der  Gleichung  b)  an.  Nach  dem  Obigen  ist  daher  das 
Geschwindigkeitspotential  durch  die  Gleichung  a)  bestimmt;  und 
zur  vollständigen  Lösung  erübrigt  nur  noch  die  Bestimmung  der 
n  willkürlichen,  von  der  Zeit  allein  abhängigen  Grössen  /m*  Di^ 
geschieht  durch  Berechnung  des  Drucks  aus  den  verallgemeioer- 
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ten  bydrodynamiBchen  Gleichungen.  Die  Bedingung,  dass  der 
Druck  nicht  negativ  werde,  giebt  für  jedes  m  eine  Gleichung, 
aus  der  /,„  folgt. 

Was  nun  das  zweite  Problem,  die  Bewegung  des  Ellipsoids 
in  einer  anfänglich  ruhenden  Flüssigkeit  betrifft,  so  denke  man 
sich  ein  Goordinatensystem  im  Räume  fest  x^  . . ,  Xn,  ein  anderes 
im  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  fest  |,  . . .  |n-  Die  UeberfÜhrung 
des  einen  Systems  in  das  andre  erfordert  1)  n  translatorische 

Bewegungen  parallel  den  Axen,  2)    \~       rotatorische   Bewe- 

gungen  parallel  den  Goordinatenebenen  ar*,  xt  [l^k].  Dazu 
kommt  als  dritte  Bewegung  die  Formänderung  des  Ellipsoids 
durch  Aenderung  der  Axenlängen.  Jede  dieser  (gegebenen)  Be- 
wegungen des  Ellipsoids  veranlasst  eine  entsprechende  Bewegung 
der  vorher  ruhenden  Flüssigkeit.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
ein  Geschwindigkeitspotential  (p  existirt,  das  wegen  der  Conti- 
nuitätsgleichung  der  Gleichung  J*fp  =  0  genügt,  wird  dasselbe 
aus  drei  Theilen  bestehen,  so  dass  je  ein  Theil  einer  der  obigen 
drei  Bewegungen  entspricht.  Der  Werth  von  9  lässt  sich  mit 
Hülfe  des  oben  angegebenen  Integrals  tpa  bilden,  wenn  man 
darin  die  x  durch  die  |  ersetzt.    Es  ist 

a  ist  darin  die  positive  Wurzel  der  Gleichung  Ea  =  1,  nachdem 
darin  die  Coordinaten  1,  . . .  |»  des  grade  betrachteten  Punktes 
ausserhalb  des  Ellipsoids  an  Stelle  der  x^  .,.  Xn  eingesetzt  sind. 
Die  Grenzbedingung  für  die  Oberfläche  des  Ellipsoids,  für  welche 
<j  =  0,  ist,  dass  der  Ausdruck 

rfE 
den  Werth  von  — -^  annimmt.    E^  ist,  da  die  Bewegung  des 

Ellipsoids    gegeben    ist,    eine    gegebene    Function    der    Zeit; 

dE 
Ih    '^^®*  ®*^^'   ^®°  ^^^^  genannten  drei  Bewegungen  ent- 
sprechend, in  die  Summe  dreier  Functionen  zerlegen 
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WO  die  «/*,  f/*,/,  Tjfc  gegeben  sind.  Jede  dieser  gegebenen  Theil- 
funetioneu  muss  mit  dem  Ausdruck  d)  zusammenfallen,  je  nach 
dem  nur  der  erste,  oder  der  zweite,  oder  der  dritte  Theil  in 
dem  Ausdruck  von  (p  genommen  wird.  Es  wird  nun  gezeigt, 
wie  durcb  diese  Bedingung  die  sämmtlicben  in  <p  enthaltenen 
Gonstanten  bestimmt  sind,  und  zwar  die  Constanten  fik  allein 
durch  die  translatorische  Bewegung  des  Ellipsoids,  also  durch  die 
gegebenen  Grössen  Uk,  die  fjik,i  der  Doppelsumme  [^^'J  nnr 
durch  die  rotatorische  Bewegung  des  Ellipsoids ,  also  durch  die 
ui-^i,  die  Gonstanten  v,t  endlich  durch  die  Axenänderungen,  also 
die  t>k'  In  Bezug  auf  die  letzte  Gruppe  der  Goefficienten  wird 
gezeigt,  dass,  wenn  bei  der  Variation  der  Axen  das  Volumen 
ungeändert  bleibt,  die  Summe  der  Goefficienten  v  =  0  ist;  dass 
ferner,  wenn  die  Axen  des  Ellipsoids  (a;.)  alle  gleich  sind,  auch 
die  r  alle  gleich  sind.  Endlich  werden,  falls  das  Ellipsoid  bei 
der  Axenänderung  sich  ähnlich  bleibt,  alle  v  gleich,  und  der 
dritte  Theil  in  dem  Ausdruck  für  <p  nimmt  eine  einfachere 
Form  an. 

Das  Problem  wird  sodann  för  den  Fall  behandelt,  dass  eine 
endliche,  anfänglich  ruhende  Flttssigkeitsmasse  von  einer  ellip- 
soidischen  Hülle  begrenzt  wird,  und  dass  die  Halle  dieselben 
Bewegungen  vollführt,  wie  vorher  das  feste  Ellipsoid.  Die  Re- 
sultate sind  den  vorigen  ganz  ähnlich,  nur  dass  für  den  inneren 
Raum  das  Integral  %  an  Stelle  von  tpa  tritt.  In  den  Ober- 
flächenbedingungen fehlt  dann  das  Glied  ^CJ^J.  Von  der  drit- 
ten Gruppe  der  Goefficienten  (v),  die  in  Folge  der  Formänderung 
auftreten,  bleibt  jetzt  einer  unbestimmt.  Zu  seiner  Bestimmung 
muss  noch  eine  Nebenbedingung  hinzugefttgt  werden,  etwa  dass 
die  Dichtigkeit  veränderlich  ist,  jedoch  unabhängig  vom  Druck. 

Zu  beachten  ist  in  dem  obigen  Ausdruck  des  Geschwindig- 
keitspoteutials,  dass  dei-  erste  Theil  eine  lineare  Function  der 
Coordinaten  ist,  der  zweite  nur  die  Producte  der  Goordinaten, 
der  dritte  nur  ihre  Quadrate  enthält.    Danach  hat  man  3  Olassen 
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von  Goefficienten,  und  ihnen  Entsprechend  sind  drei  Glassen  von 
Bewegungen  unterschieden.  Der  Ausdruck  fUr  das  Potential  t/;^ 
ist  von  dem  gewöhnlichen  Ausdruck  etwas  abweichend  gebildet, 
damit  die  Resultate  auch  für  n  =  2  gültig  bleiben.         Wn. 

G.  J.  Michaelis.    Mouvement  d'uii  solide  daiis  un  liquide. 

Arch.  Neerl.  YIII.  183-192. 
Kirchhofif  hat  (Borchardt  J.  LXXI,  s.  F.  d.  M.  IL  p.  731) 
die  BeweguDgsgleichungen  eines  festen  Körpers  in  einer  Flüssig- 
keit in  sehr  eleganter  Form  gegeben.  Der  Verfasser  untersucht 
den  speciellen  Fall,  wo  der  Körper,  ohne  einer  Kraft  unterworfen 
zu  sein,  gezwungen  ist,  sich  um  einen  festen  Punkt  zu  bewegeu, 
wobei  der  Körper  als  symmetrisch  gegen  3  Axen  angenommen 
wird.  Er  zeigt,  welche  Modification  man  mit  den  allgemeinen 
Formeln  von  KirchhofT  vornehmen  muss,  wenn  die  Schwere  auf 
den  Körper  und  auf  die  Flüssigkeit,  in  die  er  getaucht  ist,  wirkt. 
Die  letzte  Arbeit  von  Clebsch  über  diesen  Gegenstand  (Clebsch 
Ann.  III.  238-262  s.  F.  d.  M.  IL  733)  scheint  er  nicht  zu  kennen. 

Mn.  (0.) 

O.  E.  Meyer,     üeber  die  Bewegung  einer  Pendelkugel 

in    der   Luft.     Borchardt  J.  LXXV.  336-347. 

Die  Theorie  der  Bewegung  einer  Pendelkugel  unter  dem 
Einflüsse  der  Innern  Reibung  des  umgebenden  Mediums  ist  vom 
Verfasser  in  einer  früheren  Arbeit  (cf.  F.  d.  M.  III.  p.  475)  be- 
handelt unter  der  Annahme,  dass  jenes  Medium  incompressibel 
ist.  Hier  wird  nun  dasselbe  Problem  ohne  jene  Voraussetzung 
bebandelt.  Der  Verfasser  gelangt  dabei  zu  Formeln,  die  sich 
von  denen  der  früheren  Arbeit  nur  wenig  unterscheiden,  so  dass 
man,  wenn  es  sich  um  die  Anwendung  auf  Beobachtungen  han- 
delt, Pendelschwingungen  in  der  Luft  ganz  so  behandeln  kanu, 
als  fänden  sie  in  einem  incompressiblen  Medium  statt.  Der 
Grund  ist  jedoch  nicht,  wie  in  der  früheren  Abhandlung  ange- 
geben war,  der,  dass  keine  merklichen  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen vor  und  hinter  der  Peudelkugel  eintreten,  sondern 
liegt  darin,  dass  jede  vor  oder  hinter  dem  Pendel  entstandene 

Forturhr.  d.  Math.  V.  3.  32 
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Verdichtung:  oder  Verdunuung  sich  sofort  mit  der  Gescbwindig- 
keit  des  Schalls  von  ihm  entfernt  und  dadurch  auihört,  eine 
merkliche  Rückwirkung  auf  den  Gang  des  Pendels  auszuttben. 

Was  die  Ableitung  dieses  Resultats  betriffl,  so  ist  dieselbe 
ganz  analog  der  in  der  oben  citirten  Arbeit.  Die  vereinfachen- 
den Voraussetzungen  sind  genau  dieselben,  wie  dort;  es  treten  nur 
Aenderungen  ein,  wie  sie  sich  öberall  in  der  Hydrodynamik  finden, 
wenn  man  statt  eines  incompressiblen  ein  compressibles  Medium 
betrachtet.  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  die  Trennung  derjenigen 
Bewegungen,  welche  mit  Druck-  und  Dichtigkeitsanderangen  ver- 
knüpft sind,  von  den  ohne  Verdichtungen  stattfindenden  Wirbel- 
bewegungen durch  Substitutionen  geschieht,  die  den  von  lieb 
holtz  in  seiner  Abhandlung  über  die  Wirbelbewegungen  gemach- 
ten nachgebildet  sind.  Die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen geschieht  durch  dieselben  Reihen  wie  in  der  früheren 
Arbeit.  Hervorgehoben  wird  hier,  dass  die  eine  der  zur  Reihen- 
entwickelun^  benutzten  Functionen  sich  von  der  Kugelfunclioo, 
resp.  in  einer  andern  Reihe  von  dem  Differentialqnotienten  einer 
Kugelfunction  nur  durch  einen  constauten  Factor  unterscheidet 
Die  Methode  der  Coustantenbestimmung  ist  genau  dieselbe,  wie 
in  der  früheren  Arbeit.  Wn. 

G.  Lübeck.  Ueber  den  Einfluss,  welchen  auf  die  Be- 
wegung eines  Pendels  mit  einem  kugelförmigen  Hohl- 
räume   eine   in    ihm    enthaltene    reibende   Flüssigkeit 

ausübt.     Borchardt  J.  LXXVII.  1-37. 

Bessel  hatte  bei  seinen  Pendelversaehen  beobachtet,  dass 
ein  Pendel,  dessen  evlindriseher  Hohlraum  mit  Wasser  gefallt 
war,  eine  kürzere  Schwingnngsdaner  besass,  als  wenn  der  Hohi- 
cvÜnder  einen  festen  Körper  enthielt.  Diese  Verkörzung  d^** 
Schwinguup^dauer  war  bei  sehr  langen  Pendeln  wenig  merkbar. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun  die  obige  Beobachtung  2« 
erklären  2:e>ucht  durch  die  Verschiebung  der  Schichten  der  Flassig- 
keit  gegen  einander  in  Folge  der  inneren  Reibung.  Dabei  wirf 
aber,  da  die  eviindrische  Begrenmug  l'hr  die  mathematische  BC' 
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handlang  wesentliche  Schwierigkeiten  darbietet,  die  Flüssigkeit 
als  in  einem  kugelförmigen  Hohlraum  befindlich  angenommen. 
Die  mathematische  Behandlung  des  Problems  schliesst  sich  eng 
an  eine  Arbeit  von  Herrn  0.  E.  Meyer  an  (Borchardt  J.  LXXUI. 
81—^68),  die  im  dritten  Bande  des  Jahrbuchs  beschrieben  ist 
(F.  d.  M.  HI.  475—479).  Indem  die  bekannten  Gleichungen  für 
die  Bewegung  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  mit  Berücksichti- 
gung der  Reibung  zu  Grunde  gelegt  werden,  betrachtet  der  Verfasser 
eine  doppelte  Bewegung  der  in  der  Pendelkugel  enthaltenen  Flüssig- 
keit: 1)  Die  Bewegung,  die  entsteht,  wenn  die  Kugel  ohne  Dre- 
hung geradlinig  hin-  und  herpendelt  (gerndlinig  wegen  der  An- 
nahme unendlich  kleiner  Schwingungen),  2)  die  Bewegung,  welche 
die  Oscillation  der  Hohlkugel  um  den  zur  Pendelebene  senk- 
rechten Durchmesser  in  der  Flüssigkeit  veranlasst.  Die  erstere 
Art  der  Bewegung  hängt  von  derselben  Differentialgleichung  ab, 
die  Herr  Meyer  in  seiner  Arbeit  durch  Reihenentwickelung  inte- 
grirt  hat.  Nur  sind  die  Grenzbedingungen  hier  andere,  als  bei 
Herrn  Meyer,  und  dadurch  modificirt  sich  auch  die  Bestimmung 
der  Constanten,  mit  denen  die  particulären  Lösungen  jener  Glei- 
chung multiplicirt  sind.  Das  Resultat  dieser  Untersuchung  ist 
folgendes:  „Die  in  der  Hohlkugel  eingeschlossene  Flüssigkeit 
kann  die  Bewegung  derselben  weder  verlangsamen,  noch  be- 
schleunigen ;  sie  verhält  sich  in  Bezug  auf  die  geradlinige  Pendel- 
bewegung wie  ein  gleichmässiger  fester  Körper.  Falls  die  Flüssig- 
keit keine  Anfangsgeschwindigkeit  besass,  hat  jedes  Theilchen 
in  ihr  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  die  Kugelwandung". 

Während  bei  Behandlung  der  ersten  Art  von  Bewegungen, 
ebenso  wie  bei  Meyer,  Polarcoordinaten  eingeführt  waren,  deren 
Axe  die  gerade  Linie  ist,  auf  der  sich  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
bewegt,  ist  bei  der  Behandlung  der  zweiten  Art  der  Bewegung 
die  Axe  des  Polarcoordinatensystems  senkrecht  zur  Pendelebene. 
Jedes  Flüssigkeitstheilchen  bleibt  hier  in  einer  zur  Pendelebene 
parallelen  Ebene,  und  zwar  kann  es,  wie  sich  unmittelbar  aus 
der  Gontinuitätsgleichung  der  Flüssigkeit  ergiebt,  sich  nur  auf 
einem  Kreise  bewegen,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  neuen  Axe 
liegt.    Die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist  von  einer 
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partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  abhängig,  die 
durch  eine  ähnliche  Reiheuentwickelung  integrirt  wird,  wie  die 
Bewegung  der  ersten  Art.  Durch  Discussion  dieser  Reiheneiit- 
wickelung  folgt,  dass  die  Oscillation  der  Hohlkugel  um  den  zur 
Pendelebene  senkrechten  Durchmesser  die  eingeschlossene  Flüssig- 
keit zu  Oscillationen  in  gleichem  Sinne  veranlasst,  so  zwar,  dass 
die  Winkelgeschwindigkeit  derselben  auf  einer  mit  der  Hohlkugel 
eoncentrischen  Kugelfläche  dieselbe  ist.  Nachdem  so  die  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  bestimmt  ist,  wird  die  Differentialgleichung 
für  die  Bewegung  der  Pendelkugel  aufgestellt.  Dabei  wird  der 
Widerstand  der  äusseren  Luft  vernachlässigt  Auf  das  Pendel 
wirken  daher  1)  die  Schwere,  2)  der  Druck  der  inneren  Flüssig- 
keit, der  mit  Hülfe  der  frühem  Gleichungen  zu  berechnen  ist, 
3)  die  Reibung  der  Flüssigkeit  an  der  äusseren  Kugelwand. 
Die  Ablenkung  der  Kugel  aus  der  Gleichgewichtslage  ist  durch 
die  erste  Art  der  FlUssigkeitsbewegung  vollständig  bestimmt. 
Die  zweite  Art  der  FlUssigkeitsbewegung  dient  zur  Bildung  einer 
transcendenten  Gleichung,  die  zur  Bestimmung  der  bis  dahin 
noch  unbestimmten  Constanten  hinreicht.  Die  weitere  Discussion 
der  Gleichungen  ergiebt  folgende  Resultate:  Eine  etwaige  An- 
fangsbewegung  in  der  Flüssigkeit  ist,  wenn  sie  von  der  Ord- 
nung der  Pendelgeschwindigkeit  ist,    spätestens   nach   der  Zeit 

35  r' 

Darin  bedeutet  W^  den  anfänglichen  Ablenkungswinkel  des  Pen- 
dels, a  den  Radius  der  Pendelkugel,  y'  ist  gleich  dem  Reibungs- 
coefficienten,  dividirt  durch  die  Dichtigkeit.  Nach  Ablauf  der 
Zeit  %  ist  die  Pendelbewegung  rein  periodisch;  ihre  Amplitude 
nimmt,  wenn  die  Zeit  wächst,  in  geometrischer  Reihe  ab.  Die 
Schwingungsdauer  ist  grösser,  als  wenn  dasselbe  Pendel  statt 
der  reibenden  eine  vollkommene  Flüssigkeit  in  der  Hoblkugel 
enthielte.  Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  dass  die  Schwingungs- 
dauer  auch  grösser  sei,  als  diejenige,  die  das  Pendel  haben 
würde,  wenn  die  Ilohlkugel  statt  der  Flüssigkeit  einen  festen 
Körper  von  gleicher  Masse  enthielte,  sondern  meist  ist  die  Scbwin- 
gungsdauer  kleiner,  als  wenn  die  Flüssigkeit  durch  einen  festen 


2;  =  —  ^^z^  Ignat.  Wq    durch    die   innere   Reibung   vernichtet. 
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Körper  ersetzt  würde.  Bei  sehr  grosser  Pendellänge  hat  die  in- 
nere Reibung  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Pendels, 
was  mit  BesseFs  Beobachtungen  übereinstimmt. 

Zum  Sebluss  giebt  der  Verfasser  eine  Methode  an,  um  die 
Constanten  der  inneren  und  der  Oberflächenreibung  aus  Beob- 
achtungen im  lufterfüllten  Räume  zu  berechnen.  Wn. 

G.  Lübeck.     Notiz  zu  den  Besserschen  Pendel  versuchen. 

Pogg.  Aon.  CL.  476-483. 
Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  im  vorhergehenden  Referat 
erwähnte  Bessersehe  Beobachtung;  sie  giebt  eine  neue  Theorie 
jenes  Versuches,  wobei  die  oylindrische  Begrenzung  der  Flüssig- 
keit beibehalten,  aber  von  der  inneren  Reibung  abstrahirt  ist. 
Unter  der  Annahme,  dass  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt, 
und  dass  alle  Bewegung  nur  der  festen  Pendelebene  parallel  ist, 
wird  gezeigt,  dass  mit  Ausnahme  einer  unendlich  kleinen,  der 
Cylinderwand  anliegenden  Flüssigkeitsmenge  jedes  Flüssigkeits- 
theilchen  in  jedem  Moment  die  Geschwindigkeit  des  geometrischen 
Cylindermittelpunktes  hat.  Daraus  wird  dann  für  die  Schwin- 
gungsdauer eine  von  der  Besserschen  abweichende  Formel  her- 
geleitet, die  sich  den  Beobachtungen  genauer  anschliesst.  Gegen 
die  Ableitung  lässt  sich  geltend  machen,  dass  auch  ohne  Berück- 
sichtigung der  inneren  Reibung  Bewegungen  der  Flüssigkeit 
stattfinden  können,  für  die  es  kein  Geschwindigkeitspotential 
giebt.  Wn. 

J.  BoüSSiNESQ.  Addition  au  memoire  sur  la  theorie  des 
ondes  et  des  remous  qui  se  propagent  le  long  d'un 
caual  rectangulaire  horizontal,   Liouviiie  J.  (2)  x viii.  47-52. 

In  diesem  Zusatz  zu  einer  im  vorigen  Jahresbericht  bespro- 
chenen Arbeit  (Liouviiie  J.  (2)  XVII.  F.  d.  M.  IV.  493)  beweist 
der  Verfasser  zunächst,  dass  eine  der  abgeleiteten  Formeln  auch 
ohne  die  dort  gemachte  Beschränkung,  wonach  die  horizontale 
Geschwindigkeitseomponente  vom  Grunde  bis  zum  Niveau  sehr 
wenig  variirt,  richtig  ist.  Er  hebt  sodann  das  Characteristische 
der  in  der  obigen  Arbeit  bebandelten  Wellenbewegung  hervor 
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und  fllgt  einige  Sätze  hinzu,  die  sich  auf  die  Bahn  der  Moleeftle 
bei  jener  Bewegung  bezieben.  Wn. 

De  St.  Venant.  Rapport  sur  im  memoire  de  M.  Boussi- 
nesq  intitulö  „Essai  sur  la  th^orie  des  eaux  courantes. 

C.  R.  LXXVI.  924-943. 
Die  Arbeit  des  Herrn  Boussinesq,'  über  welche  hier  von 
St.  Venant  berichtet  wird,  beschäftigt  sich  mit  der  Bewegung  des 
Wassers  in  Röhrenleitungen  und  Kanälen  unter  Berücksichtigung 
der  Reibung.  Namentlich  werden  rechteckige  Kanäle  von  sehr 
grosser  Breite  behandelt,  sowie  solche,  deren  Querschnitt  ein 
Kreis  oder  ein  Halbkreis  ist.  Auch*  die  nicht  permanenten  Be- 
wegungen, wie  sie  die  Bäche  zur  Zeit  des  Hochwassers  zeigen, 
sowie  die  Fortpflanzung  von  Wellen  an  der  Oberfläche  der  Ka- 
näle werden  ausführlich  besprochen.  Auf  die  Einzelnheiten  der 
mathematischen  Behandlung  geht  der  vorliegende  Bericht  nicW 
genauer  ein.  Wir  kommen  auf  dieselbe  zurück,  sobald  die  Ar- 
beit von  Boussinesq  in  extenso  vorliegen  wird.  Wn. 

E.  Meissel.  Ueber  den  Ausfluss  des  Wassers  aus  Ge- 
fässen  iu  zwei  besonderen  Fällen  nach  Eintritt  des 
Beharriingszustandes.    r.ruDert  Arch.  LV.  241-252. 

Der  erste  Fall  ist  der  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer 
Verticalebene  unter  der^  Voraussetzung,  dass  der  hydraulische 
Druck  in  irgend  einem  Molecüle  nur  von  der  Tiefe  desselben 
abhängig  ist.  Führt  man  diese  Voraussetzung  in  die  durch  Weg- 
lassung der  dritten  Dimension  vereinfachten  hydrodynamischen 
Gleichungen  ein,  wobei  die  Conti nuitätsgleichung  durch  Einfilb- 
rung  einer  HöHsfunction  erfüllt  wird,  so  lässt  sich  die  Integration 
vollständig  ausführen.  Die  Bahnen  sämmtlicher  Wassermolecöle 
sind  dabei  congruente  Curven,  welche  durch  verticale  Verschiebung 
^  einer  derselben  entstehen. 

Der  zweite  hier  behandelte  Fall  ist  der  des  Ausflusses  des 
Wassers  aus  einem  Rotationsgefäss,  dessen  Axe  der  BichtuDg 
der  Schwerkraft  parallel   ist,  während  die  Bewegung  in  Bezug 
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auf  diese  Rotationsaxe  symmetrisch  ist.  Der  Verfasser  transfor- 
mirt  die  hydrodynamischen  Gleichungen  auf  cylindrische  Coor- 
dinaten  x,  r,  q>  und  findet,  dass  (nach  Eintritt  des  Beharrungs- 
zustandes) während  des  Durchflusses  eines  MolecUls  der  Flüssig- 
keit die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  Tr'  -j-j  eine  constante 

Grösse  bleibt,  welche  nur  von  Molecül  zu  Molectll  eine  Aenderung 
erleidet.  Die  Contiimitätsgleichung  ist  wegen  der  Symmetrie  von 
(p  unabhängig  und  wird  daher  durch  Einführung  einer  Hülfs* 
function  erfüllt.  Für  diese  Htllfsfunction  wird  schliesslich  eine 
von  der  Zeit  t  unabhängige  partielle  Diflferentialgleichung  zweiter 
Ordnung  abgeleitet,  die  an  sich  schon  zwei  willkürliche  Functionen 
enthält  und  daher  nicht  allgemein  zu  lösen  ist.  Bei  einer  spe- 
ciellen  Annahme  über  den  Anfangszustand  kaun  man  jedoch  ge- 
wisse Grössen  vernachlässigen  und  den  hydraulischen  Druck  an- 
genähert bestimmen.  Die  freie  Oberfläche  hat  dann  die  Form 
eines  Strudels,  der  sich  in  der  Nähe  der  Rotationsaxe  des  Ge- 
fässes  bildet,  nach  unten  immer  mehr  verengt  wird  und  durch 
die  Ausflussöffoung  des  Gefässes  hindurchgeht.  Wn. 

^O.  E.  Meyer,     üeber  die  innere  Reibung  der  Gase. 

Pogg.  Ann.  CXLVIII.  1-44. 
Aus  dem  Poiseuille'schen  Gesetz,  dessen  Gültigkeit  für  den 
Ausfluss  von  Gasen  aus  dünnen  Röhren  der  Verfasser  früher 
bewiesen  hat,  in  .Verbindung  mit  dem  Mariotte'schen  Gesetz  wird 
durch  einfache  Betrachtungen  die  Theorie  einer  speciellen  Beob- 
achtnngsmethode  abgeleitet,  die  dann  zur  Bestimmung  der  Rei- 
bungsconstante  benutzt  wird.  Wn. 

C.  Bach.     Das  Sagebien  Rad.   z.  dtsch.  ing.  xvir.  201-216. 

Die  Arbeit  enthält  Untersuchungen  über  die  Dimensionen, 
die  einem  solchen  Rade  unter  gegebenen  Wasserverhältnissen  zu  er- 
theilen  sind.  Die  mathematischen  Schwierigkeiten  werden  durch 
Vernachlässigung  gewisser  Grössen  überwunden,  so  dass  die  Ar- 
beit mehr  technisches  als  mathematisches  Interesse  bietet. 
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J.  BoussiNESQ.      Note  sur  la  thöorie  des  tourbillons  li- 
quides.    Liouville  J.  (2)  XVIII.  391-392. 

In  einer  früheren  Arbeit  (Liouville  J.  (2)  XIII,  cf.  F.  d.  M. 
I.  845  u.  376)  hatte  der  Verfasser  u.  A.  die  permanente  Bewegung 
von  Flüssigkeiten  in  horizontalen  Kanälen  mit  kreisförmiger  Aie 
behandelt,  unter  Berücksichtigung  der  Reibung.  Er  wendet  die 
Resultate  hier  auf  den  schon  von  Newton  behandelten  Special- 
fall an,  wo  die  Flüssigkeit  sich  zwischen  zwei  unbegrenzten  Cy- 
linderflächen  mit  kreisförmiger  Basis  und  gemeinsamer  Aie  be- 
wegt. Die  Geschwindigkeit  ist  dann  umgekehrt  proportional  dem 
Abstand  von  der  Axe,  die  freie  Oberfläche  hat  eine  trichterför- 
mige Gestalt,  derart  dass  der  halbe  Meridian  seine  concave  Seite 
nach  unten  kehrt.  Wn. 


Capitel  5. 
Potentialtheorie. 

P.  Frost.     Mean  potential  over  a  spherical  surface. 

Quart.  J.  XII    199-200. 
Enthält  vereinfachte  Beweise  von  Sätzen,  die  Gauss  in  Beiner 
Abhandlung  „Allgemeine  Lehrsätze  etc.*^  gegeben  hat. 

Cly.  (0.) 

E.  Hbine.     Das  Potential  eines  homogenen  Kreises. 

Borchardt  J.  LXXVI.  271. 
Durch  ein  directes  und  einfaches  Verfahrea  wird  das  Poten- 
tial eines  homogenen  Kreises  in  die  Form 

~*  ds 


F  =  2,'/^}/l-f 


gebracht.     Hierbei  ist  q  der  Radius  des  Kreises,  x^  und  r'= /+* 

die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  und  a  die  positive 

Wurzel  der  Gleichung 

JL-  4-  _!L_  =  1 
a   ^  e  +  (f        '  B' 
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Th.  Köttkritzsch.    Beitrag  zur  Mechanik  ellipsoidischer 
Körper.    ScWömiich  z.  xviii.  252-279. 

Referat  erfolgt,  wenn  die  Fortsetzung  der  Arbeit  erschienen 
ist.  B. 

F.  DiDON.     Note  sur  Tattraction.     Ann.  de  rfic.  Norm.  (2)  II. 
49-54. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  Herleitung  folgenden  Satzes 
Man  denke  sich  für  ein  beliebiges  Attractionsgesetz  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Körper  eine  der  Flächen  construirt,  auf  denen 
die  Grösse  der  Anziehung  R  constant  ist,  dann  sind  die  Tan- 
genten an  die  Kraftlinien  in  den  Punkten  dieser  Fläche  normal 
zu  einer  bestimmten  anderen  Fläche.  Das  zwischen  beiden  Flä- 
chen enthaltene  Sttlck  einer  Tangente  ist  gleich  dem  Potential 
der  anziehenden  Masse  in  dem  entsprechenden  Punkte  auf  der 
ersten  Fläche,  dividirt  durch  R.  Der  zweite  Abschnitt  beschäf- 
tigt sich  mit  der  Differentialgleichung  für  die  Gleichgewichts- 
figur rotirender  flüssiger  Körper  unter  der  Annahme  mehrerer 
specieller  Attractionsgesetze.  B. 
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Mathematische  Physik, 

Capitel  1. 
Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

V.  V.  Lang.     Einleitung  in  die  theoretische  Physik. 

Theil  III.    BrauDSchweig.     Vieweg.    8^. 

Das  vorliegende  Heft  behandelt  folgende  Gegenstände: 
1)  Stoss,  einige  Fälle  des  Gleichgewichts  elastischer  Körper, 
Schwingungen  elastischer  Körper.  2)  Hydrostatik,  Hydrodynamik 
und  Oberflächenspannung.  3)  Aerostatik,  Aerodynamik;  dyna- 
mische Gastheorie.  4)  Mechanische  Wärmetheorie,  und  zwar 
werden  die  beiden  Hauptsätze,  sowie  die  umkehrbaren  Zustands- 
änderungen  besprochen.  Eine  erschöpfende  Darstellung  der  ge- 
nannten Capitel  der  Physik  liegt  dem  Plane  des  Buches  fern; 
es  will  nur  mit  den  wichtigsten  Ergebnissen  der  theoretischen 
Physik  auf  leichte  Art  (ohne  Anwendung  der  Infinitesimalrech- 
nung) bekannt  machen  und  dadurch  den  Uebergang  von  dem 
Studium  der  Experimentalphysik  zum  Studium  der  theoretischen 
Physik  erleichtern.  Diesen  Zweck  zu  erreichen,  erscheint  das 
Buch  bei  seinem  geringen  Umfange  wohl  geeignet.  Für  weitere 
Studien  ist  in  jedem  Abschnitt  auf  die  Originalquellen  verwiesen, 
die  ziemlich  vollständig  angeführt  sind.  Die  beiden  ersten  Ab- 
theilungen des  Buches  sind  bereits  F.  d.  M.  II.  p.  779  besprochen. 

Wn. 
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J,  BoussiNKSQ.  Recherches  sur  les  principes  de  la  M6ca- 
nique,  sur  la  Constitution  molöculaire  des  corps  et  sur 
une  nouvelle  th^orie  des   gaz   parfaits.    Liouviiie  J.    (2) 

XVIII.  305-360. 

J.  BoussiNESQ.  Note  compldmentaire  au  memoire  pr^- 
cddent:  Sur  les  principes  de  la  thdorie  des  ondes  lu- 

mineuses.     Liouviiie  J.  (2)  XVIIl.  361-390. 

Für  die  sichtbaren  Bewegungen  der  Körper,  für  ihre  Mole- 
cularschwingungen,  für  die  Bewegungen  ferner,  die  mit  dem 
Durchgang  des  Lichtes  und  der  strahlenden  Wärme  durch  einen 
Körper  verbunden  sind,  giebt  es  einzelne  Theorien;  aber  keine 
derselben  nimmt  auf  die  andre  Rücksicht.  Jede  beruht  auf  ihren 
speciellen  Voraussetzungen,  und  diese  sind  zum  Theil  einander 
widersprechend.  Der  Verfasser  hat  sich  daher  die  Aufgabe  ge- 
stellt, für  alle  oben  genannten  Bewegungen  eine  einheitliche 
Theorie  zu  entwickeln,  deren  Grundzüge  hier  auseinandergesetzt 
werden,  ohne  dass  sich  weitere  analytische  Entwickelungen  daran 
knüpfen. 

Zuerst  werden  die  Begriffe  materieller  Punkt,  Geschwindig- 
keit, Beschleunigung  erläutert,  wobei  der  Verfasser  zu  zeigen 
sucht,  dass  in  einem  von  jedem  andern  unabhängigen  Punkt- 
system die  Beschleunigungen  nur  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  einzelnen  Punkte,  nicht  von  ihren  Geschwindigkeiten  abhängen 
können.  Dann  wird  als  aus  der  Erfahrung  genommenes  postu- 
latum  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  aufgestellt. 
Denn  die  Erfahrung  führe  dazu,  die  in  irgend  einem  Augenblick 
entwickelte  Energie  der  Bewegung  eines  Punktes  zu  betrachten 
1)  als  proportional  der  Geschwindigkeit  V,  2)  als  proportional 
der  Ortsveränderung,  3)  als  proportional  einem  gewissen  Coeffi- 
cienten,  Masse  genannt,  der  nur  von  der  Natur  des  bewegten 
Punktes  abhängt  und  constant  bleibt.  Dies  giebt  für  einen  Punkt 
die  Energie  m  Vds  =  m  V*dt,  wenn  ds  das  Wegelement,  dt  das 
Zeitelement  bedeutet.  Die  Energie  für  die  Zeiteiuheit  ist  dann 
wF',  und  der  Hälfte  dieser  Grösse  wird  der  Name  lebendige 
Kraft  beigelegt.     Der  Erfahrung  gemäss   variirt  diese   für  ein 
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Punktsystem  mit  der  Lage  der  einzelnen  Punkte  des  Systems, 
kann  also  nur  eine  Function  ihrer  gegenseitigen  EntfemuDgen 
sein.  Daher  ist  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
i2:fnV'  +  yj{r^„  r.,,  . .  .  r,,,,  . . .)  =  C, 
wo  xp  eine  unbekannte  Function  ist,  r,,  etc.  die  gegenseitigen 
Entfernungen  der  Punkte.  Durch  Hinzufügen  einer  Gonstante 
zu  tfj  kann  man  es  immer  so  einrichten,  dass  der  kleinste  Werth 
von  \p  Null  wird;  dann  ist  sowohl  die  actuelle  Energie  (=  le- 
bendige Kraft),  als  die  potentielle  Energie  (ip)  positiv.  Aus  der 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  werden  nun  durch  Differentiiren 
nach  der  Zeit  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Dynamik  abge- 
leitet. Dem  Product  aus  Masse  und  Beschleunigung  wird  der 
Name  Kraft  beigelegt  (vorher  war  von  Kräften  noch  nicht  die 
Rede).  Die  zwischen  zwei  Punkten  wirkende  Kraft  hat  dann 
die  Richtung  der  Verbindungslinie  und  ist  der  Grösse  nach  gleich 
dem  Differentialquotienten  von  ip  nach  der  Entfernung  dieser 
beiden  Punkte.  Im  Allgemeinen  wird  dieser  Differentialquotient 
nicht  nur  von  der  Entfernung  der  betrachteten  beiden  Punkte 
abhängen,  sondern  auch  von  den  gegenseitigen  Entfernungen 
aller  Punkte  des  Systems,  d.  h.  die  Wirkung  zwischen  zwei  Punk- 
ten kann  durch  das  Vorhandensein  einer  Anzahl  anderer  Punkte 
modifioirt  werden.  Nur  in  dem  Falle,  wo  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen aller  Punkte  des  Systems  verhältnissmässig  gross  sind, 
kann  man  %p  nach  dem  Mac-Laurin'schen  Satze  nach  Potenzen 

der  verschiedenen  —  entwickeln  und  sich  mit  den  linearen  Glie- 
r 

dern  allein  begütigen.  Dies  giebt  das  Newton'sche  Gravitations- 
gesetz, und  in  diesem  Falle  allein  ist  die  Wirkung  zwischen  swei 
Punkten  von  dem  Vorhandensein  andrer  Punkte  unabhängig.  Im 
Allgemeinen  aber  muss  man  noch  weitere  Glieder  der  Entwicke- 
lung  berücksichtigen,  und  es  wird  dadurch  xp  gleich  der  Summe 
zweier  Functionen,  deren  eine  als  ,,potentielle  Energie  der  New- 
ton'schen  Anziehungen^,  die  andre  als  „innere  potentielle  Ener- 
gie^ bezeichnet  wird.  Letztere  stellt  die  beim  Gontact  auftreten- 
den Wirkungen  vor  (Contact  im  physikalischen  Sinne  gebraucht). 
Die  Contactkräfte  zerfallen  wieder  in  zwei  Classen,  die  Moleeular- 
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kräfte  oder  physikalischen  Kräfte,  und  die  chemischen  oder  ato- 
mistischen  Kräfte,  welche  zwischen  verschiedenen  Atomen  des* 
selben  Molecttis  wirken,  während  jene  von  Molecül  zu  Molecdl 
wirksam  sind.  Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  wird  nun 
durch  Betrachtung  des  Schwerpunkts  eines  Molecüls  und  der  re- 
lativen Verschiebung  der  Atome  gegen  denselben  in  eine  solche 
Form  gebracht,  dass  die  potentielle  Energie  jeder  einzelnen 
Gruppe  von  Bewegungen  getrennt  erscheint. 

Um  die  Erscheinungen  des  Lichtes  und  der  strahlenden 
Wärme  zu  erklären,  ist  ferner  die  Annähme  des  Aethers  nöthig. 
Demselben  wird  eine  sehr  geringe  Elasticität  zugeschrieben,  so 
dass  er  in  Bezug  auf  kleine  Verschiebungen  sich  wie  ein  fester 
Körper  verhält.  Trotzdem  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wellen  in  ihm  eine  sehr  grosse,  da  seine  Dichtigkeit  eine 
äusserst  geringe  ist.  Diese  geringe  Dichtigkeit  des  Aethers  wird 
durch  die  Annahme  erklärt,  dass  seine  Atome  nirgends  zu  Mole- 
cülen  verdichtet  sind,  wie  bei  der  ponderablen  Materie.  Die  mo- 
leculare  Wirkungssphäre  bei  der  Wirkung  von  Aether  auf  A^ther 
oder  von  Aether  auf  ponderable  Materie  wird  nur  als  von  glei- 
cher Ordnung  mit  den  Dimensionen  eines  ponderablen  Molecüls 
angenommen^  während  diese  Dimensionen  sehr  klein  gegen  die 
Entfernung  zweier  ponderablen  Molecttle  sind.  In  diesem  Aether 
verhalten  sich  die  ponderablen  Molecüle  wie  in  einer  Flüssigkeit 
schwimmende  Körper.  Wenn  nun  eine  Aetherwelle  eine  solche 
Aetherregion  trifft,  in  der  ponderable  Molecüle  zerstreut  sind,  so 
nehmen  di^se  Molecüle  einen  Theil  der  Bewegungsquantität  des 
Aethers  auf.  Dabei  können  zwei  Fälle  eintreten:  1)  Bei  dem 
so  entstehenden  Vibrationszustand  der  Molecüle  erlangen  die- 
selben keinen  hinreichenden  Ausschlag,  um  dadurch  das  früher 
vorhandene  moleculare  Gleichgewicht  zu  stören.  Die  Molecttle 
werden  dann  schliesslich  Schwingungen  von  sehr  kleiner  Ampli- 
tude vollfuhren,  die  im  Einklang  mit  den  Aetherschwingungen 
sind.  Die  Aetherschwingungen  selbst  pflanzen  sich  dann  bald 
ohne  merkbaren  Verlust  von  Energie  durch  diese  Körper  fort. 
Dieser  Fall  tritt  bei  den  durchsichtigen  und  diathermanen  Kör- 
pern ein.     Die  Theorie  derartiger  Schwingungen  ist  vom  Ver- 
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fasser  in  einer  früheren  Arbeit  weiter  ausgeführt  (Liouville  J.  (2) 
XIII,  18G8,  cf.  F.  d.  M.  I.  p.  m2  u.  ff).  2)  Es  kann  aber  auch 
der  Fall  eintreten,  dass  durch  die  Vibrationen,  die  den  MolecQlen 
durch  den  Aether  mitgetheilt  sind,  das  frühere  nioleculare  Gleich- 
gewicht gestört  wird  und  dadurch  neue  moleculare  Kräfte  her- 
vorgerufen werden,  die  eigenthttmliche  Schwingungen  der  Mole- 
cüle  veranlassen,  welche  nach  Amplitude  und  Geschwindigkeit 
mit  den  Actherschwingungen  vergleichbar,,  aber  von  andrer 
Wellenlänge  sind.  Wegen  der  viel  grösseren  Dichtigkeit  der 
Molecüle  übertrifft  die  Energie  der  Molecularbewegung  sehr  bald 
die  der  Aetherbewegung,  so  dass  letztere  gegen  die  erstere  zu 
vernachlässigen  ist.  Diese  in  undurchsichtigen  oder  adiather- 
manen  Körpern  stattfindenden  Vibrationen  der  Molecüle  sind  der 
Grund  der  durch  Leitung  fortgepflanzten  W^ärme. 

Absolute  Temperatur  eines  kleinen  Aethervolumens  wird 
eine  Grösse  genannt,  welche  der  in  der  Masseneinheit  enthaltenen 
lebendigen  Kraft  proportional  ist.  Ein  Körper  hat  eine  bestimmte 
absolute  Temperatur,  wenn  seine  Wärmevibrationen  (d,  b.  die 
eben  besprochenen  Vibrationen  der  Molecüle)  weder  zunehmen, 
noch  abnehmen,  falls  man  ihn  in  Aether  von  derselben  Tempe- 
ratur bringt.  Hieran  schüesst  sich,  unmittelbar  die  Ableitunj 
der  Grundgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Nach  dem 
Princip  der  lebendigen  Kraft  muss  nämlich  der  Zuwachs  der 
totalen  actuellen  Energie,  die  ein  Volumenelcment  während  des 
Zeitelements  erfährt,  vermehrt  um  den  Zuwachs  der  inneren  po- 
tentiellen Energie,  gleich  der  gesammten  Arbeit  der  äusseren 
Kräfte  sein.  Der  Vibrationszustand  der  MolecQle  und  damit  die 
innere  potentielle  Energie  ist  aber  nach  dem  Obigen  durch  die 
'J'emperatur  des  Volumens  bestimmt,  und  daraus  ergiebt  sich  un- 
mittelbar die  Grundgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Es  folgt  nun  eine  Erklärung  der  Aggregatzustände.  Aus 
der  Elasticitätstheorie  wird  unmittelbar  der  Ausdruck  Hlr  die  zwi- 
schen zwei  Molecülen  eines  isotropen  Körpers  wirksame  Kraft 
genommen  und  dieselbe  auf  die  Form  gebracht 
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WO  r  die  ursprüngliche  DiRtanz  zweier  Molecülo,  r'\'dr  ihre 
Distanz  nach  der  Verrückung,  g  die  ursprüngliche,  Q  +  Sg  die 
neue  Dichtigkeit  ist  Dieser  Ausdruck  wird  als  der  Anfang 
einer  Reihe  betrachtet  und  dafllr  folgender  Ausdruck  fllr  die 
zwischen  zwei  Molecülen  wirksame  Kraft  angenommen: 

^  =  F{r  +  8r,  g  +  Sg) -]-  F,{r)~. 

Obwohl  bei  der  Ableitung  des  urjsprünglichen  Ausdrucks  nur 
kleine  Verrückungen  vorausgesetzt  werden,  wird  der  letztere 
Ausdruck  doch  als  allgemeines,  für  beliebige  Verrückungen  gel- 
tendes Gesetz  angesehen.  Der  zweite  Theil  yon  (p  ist  der  in 
der  Theorie  der  Elasticität  allein  betrachtete,  der  erste  Theil 
existirt  auch  in  den  festen  Körpern  und  modificirt  die  normalen 
elastischen  Kräfte.  Er  kommt  vorzugsweise  zur  Geltung,  sobald 
die  Elasticitätsgrenze  überschritten  ist;  in  den  flüssigen  Körperu 
endlich  ist  dieser  Theil  allein  wirksam.  Der  üebergang  vom 
festen  zum  flüssigen  Zustande  geschieht  dann,  wenn  die  Wärme- 
ßchwingungen  Ausschläge  der  Molecüle  hervorrufen,  die  ausser- 
halb der  Elasticitätsgrenze  liegen.  Das  FItissigwerden  ist  dar- 
nach gewissermaassen  ein  Brechen  an  allen  Stellen.  Die  latente 
Wärme  wird  dadurch  erklärt,  dass  der  Körper  beim  Flüssig- 
werden einen  Theil  seiner  Elasticität  und  damit  der  inneren 
Energie  verliert. 

Für  Gase,  die  von  ihrem  Gondensationspunkt  weit  entfernt 
sind,  wird  für  (p  der  folgende  Ausdruck  genommen: 

xCr  +  Sr) 
^=  e  +  3g  ' 
und  ein  Gas  wird  ein  vollkommenes  genannt,  sobald  dieser  Aus- 
druck das  Wirkungsgesetz  zwischen  zwei  Molecülen  vorstellt. 
Aus  dieser  Annahme  wird  dann  das  Mariotte'sche  und  Gay- 
Lussac'sche  Gesetz  abgeleitet,  sowie  einige  andre  Gesetze,  die 
sich  auf  die  specifischen  Wärmen  der  Gase  beziehen.  Diese  Gas- 
theorie unterscheidet  sich  von  der  bisher  angenommenen  vorzugs- 
weise dadurch,  dass  in  der  letzteren  die  Distanz  der  Molecüle 
als  sehr  gross  gegen  ihre  Wirkungssphäre  angenommen  wird, 
während  hier  noch  Wirkungen  zwischen  den  einzelnen  Gasiöole- 
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cUlen  hinzugenommen  werden.  Manche  Beobachtungen  Schemen 
darauf  hinzudeuten,  dass  diese  Annahme  richtig  ist. 

In  einem  Anhange  werden  die  Annahmen,  die  der  Verfasser 
seiner  oben  erwähnten  Lichttheorie  zu  Grunde  gelegt  hat,  gegen 
gewisse  Einwürfe  des  Herrn  Sarrau,  die  dieser  in  den  Annalea 
de  Chimie  veröflFentlicht  hatte,  vertheidigt.  Analytische  Entwicke- 
lungen  werden  dabei  nicht  gegeben,  sondern  es  wird  in  dieser 
Beziehung  auf  die  oben  erwähnte  frühere  Arbeit  von  Boussioesq 
verwiesen. 

Den  Schluss  bildet  der  Wiederabdruck  zweier  Arbeiten  des 
Verfassers  aus  den  Comptes  rendus  über  den  Einfluss,  welchen 
die  Bewegung  eines  Körpers  auf  die  Lichtgeschwindigkeit  inner- 
halb desselben  hat.  lieber  eine  dieser  Arbeiten  ist  im  vorigen 
Jahrgang  berichtet  worden,  während  das  Referat  über  die  andre 
in  Abschnitt  XL  Cap.  2.  dieses  Bandes  enthalten  ist.        Wn. 

E.  Mathieu.     Cours  de  pbysique  niathdmatique. 

Paris.     Gaothier- Villars.  4'. 

Der  Inhalt  des  vorliegenden  Buches  lässt  sich  kurz  angeben 
als  eine  Entwickelung  der  bekannten  Integrationsmethoden  der 
mathematischen  Physik,  erläutert  an  den  Schwingungen  der  Saiten 
und  Membranen,  sowie  an  den  hauptsächlichsten  Problemen  der 
analytischen  Wärmetheorie.  Zum  Theil  fällt  der  Inhalt  des 
Buches  mit  den  Rieraann  sehen  Vorlesungen  über  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen zusammen.  Doch  hat  Herr  Mathieu  noch 
einige,  von  Riemann  nicht  behandelte  Probleme  aufgenommeD, 
wie  die  Schwingungen  der  elliptischen  Membranen,  die  Wänne- 
vertheilung  in  einem  Ellipsoid,  ferner  die  Theorie  der  krumm- 
linigen orthogonalen  Coordinaten,  die  Theorie  der  isothermen 
Cyliuder  und  andere.     Die  Darstellung  ist  elegant  und  klar. 

Wn. 

W.  Thomson.  On  the  ultramundane  corpuscles  of  Le  Sage, 
also  on  the  motion  of  rigid  solids  in  a  liquid  circu- 
lating  irrotationnally  through  perforations  in  thera  or 
in  a  fixed  solid.    Phil.  Mag.  1873. 
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Zeigt,  dass  die  Theorie  der  Atome  von  Le  Sage,  während 
sie  der  Gravitation  Rechnung  trägt,  durchaus  von  keiner  moder- 
nen Entdeckung,  wie  z.  B.  von  der  Theorie  der  Thermodynamik 
widerlegt  worden  ist,  und  dass  diese  Theorie  weder  mehr  noch 
weniger  fraglich  ist,  als  die  Glausius'sche  Gastheorie,  die  doch 
jetzt  allgemein  als  wissenschaftliche  Wahrheit  anerkannt  wird. 

Csy.  (0.) 

L,  SoHNCKE.    Die  regelmässig  ebenen  Punktsysteme  von 
unbegrenzter  Ausdehnung.     Borchardt  J.   Lxxvii.   47-102. 

Berl.  Monatsber.  1873.  578-583. 
Es  sei  ein  beliebiges  System  unendlich  vieler  Punkte  gegeben. 
Von  jedem  Punkte  werden  Gerade  nach  allen  andern  System- 
punkten gezogen.  Wenn  die  Linien  jedes  so  entstehenden  Bü- 
schels denen  jedes  anderen  einzeln  gleich  sind  und  wenn  gleiche 
Linien  auch  gleiche  Winkel* miteinander  einschliessen,  so  nennt 
Sohncke  das  Punktsystem  ein  regelmässiges.  Die  LinienbUschel 
können  entweder  alle  congruent  oder  theils  congruent  theils  sym- 
metrisch sein.  Ein  specieller  Fall  der  regelmässigen  Punktsys- 
teme sind  die  Bravais'schen  Raumgitter,  welcher  dann  eintritt, 
wenn  gleiche  Linien  parallel  sind.  Herr  Sohncke  sucht  alle  in 
der  Ebene  möglichen  regelmässigen  Punktsysteme  auf  und  findet, 
dass  sie  13  wesentlich  verschiedenen  Systemen  angehören,  deren 
charakteristische  Eigenschaften  auseinandergesetzt  werden. 

Bn. 

Gilles.    Zurückfllhrung  der  Cohäsionskraft  auf  die  New- 
ton'sche  Anziehungskraft.    Schlömilch  z.  xviu.  123-141. 

Der  Verfasser  liefert  zuerst  einen  Beweis  des  folgenden, 
meines  Wissens  zuerst  von  Gauss  (princ.  gener.  theor.  aequ.  fluid.) 
aufgestellten,  Satzes:  „Wenn  das  Innere  der  Körper  so  von 
Atomen  erftült  ist,  dass  deren  Abstände  nach  allen  Richtungen 
nicht  sehr  viel  verschieden  (d.  h.  von  derselben  Grösseordnung) 
sind,  so  genügt  das  blosse  Gravitationsgesetz  nicht  zur  Er- 
klärung der  Gohäsionserscheinungen.  Nach  demselben  nimmt 
nämlich  die  Kraft  in  zu  geringem  Maasse  mit  der  Annäherung 
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zu,  so  dass  die  inneren  Kräfte  keinen  festen  Körper  vor  dem 
Zerfliessen,  keinen  durch  ein  Gewicht  belasteten  Faden  vor  dem 
Zerreissen  bewahren  könnten.  Herr  Gilles  betrachtet  speciell  den 
letzteren  Fall,  indem  er  die  Kraft  berechnet,  welche  nach  dem 
Gravitationsgesetze  die  beiden  cylindrischen  Hälften  eines  Fadens 
auf  einander  ausüben.  Um  daher  trotzdem  aus  dem  Gravitations- 
gesetze hinlängliche  Cohäsion  zu  erhalten,  nimmt  er  die  Atome 
linien-  oder  schichtenartig  gelagert  an,  so  dass  die  Körper  aus 
lauter  aus  den  Atomen  aufgebauten  Wänden  oder  Spangen  be- 
stehen, welche  selbst  einen  ungleich  kleineren  Kaum  als  die  da- 
zwischenliegenden Hohlräume  einnehmen. 

Eine  Bestätigung  hievon  erblickt  er  in  der  schichtenartigen 
Anordnung  der  Sterne  in  den  Nebelflecken.  Bn. 


A.    PfEITSTTCKER.       Das    Kilietsystem.      Stuttgart.   Kirn. 

Herr  Pfeitsticker  bemerkt,  dass,  wenn  die  Atomtheorie  den  Be- 
griff „Materie"  erklären  solle,  man  den  Atomen  nicht  wieder  diesel- 
ben Eigenschaften  wie  der  Materie  (Ausdehnung,  Undurchdringlich- 
keit etc.)  beilegen  dürfe,  dass  die  Kräfte  nicht  den  Atomen  inne- 
wohnen, sondern  dies  nichts  als  ein  Wort  ist.  Die  Behauptung, 
bloss  anziehende  Kräfte  müssten  die  Materie  in  einem  Punkte 
zusammenziehen,  sei  einln-thum;  endlich  müsse  man  den  Atomen 
die  einfachsten  Kräfte  beilegen  (namentlich  keine  abstossenden), 
die  ausreichen  die  Erscheinungen  zu  erklären.  Dann  sucht 
er  sämmtliche  Naturerscheinungen  aus  der  Annahme  zu  erklären,, 
dass  die  Atome  (Kinete)  bloss  träge  und  dem  Gravitationsgesetze 
unterworfen  seien.  (Vergl.  die  diesem  Referate  vorangeschickte 
Bemerkung.)  Herr  Pfeitsticker  berechnet  zuerst  analytisch  die 
Bewegung  zweier  gravitirender  materieller  Punkte  in  einer  Ge- 
raden, wobei  er  die  oft  discutirte  und  (weil  unendliche  Kräfte 
nur  als  Limiten  denkbar  sind)  vollkommen  unbestimmte  Frage 
nach  der  Bewegung,  die  dem  Momente  der  Zusammenkunft  folgt, 
dahin  beantwortet,  dass  sie  nicht  vereint  bleiben,  sondern  sich 
gleichweit  nach  der  anderen  Seite  von  einander  entfernen.  Dann 
V^eist  er  durch  angenäherte  numerische  Berechnung  complicirterer 
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Fälle  nach,  dass  auch  dort  keine  Vereinigung  in  einem  Punkte 
erfolgt. 

Das  Chaos  war  nach  Pfeitsticker  die  gleichförmige  Erfüllung 
des  ganzen  Raumes  mit  Eineten.  Dadurch  dass  einzelne  etwas 
näher  standen,  bildeten  sich  Bewegungen  um  dieselben  herum, 
welche  zu  den  Erscheinung-en  der  Körperwelt  Veranlassung  geben. 
Dass  sie  diese  Erscheinungen  wirklich  erklären,  verspricht  Herr 
Pfeitsticker  in  einer  grösseren  „Kinetologie*  nachzuweisen,  worin 
er  wieder  die  Probleme  durch  angenäherte  numerische  Rechnung 
zu  bewältigen  gedenkt.  Bn. 

O.  SiMONY.     Neue  Moleculartheorie.     Wien.  Anz.  x.  116. 
O.  SiMONY.     Grundzüge  einer  neuen  Moleculartheorie. 

Schlömilch  Z.  XVITL  463-511. 
HeiT  Simony  nimmt  zur  Erklärung  der  Materie  an,  dass  die- 
selbe aus  unveränderlichen  Atomen  besteht.  Nach  einigen  allge- 
meinen Bemerkungen  über  die  einfachsten  Annahmen  fUr  die 
Wechselwirkung  zweier  Atome  findet  er  folgendes  Gesetz  der- 
selben als  das  einfachste.  Je  zwei  Atome  von  den  Massen  m  m* 
in  der  Centraldistanz  r  ziehen  sich,  so  lange  r  grösser  als  q+q' 

ist,  mit  der  Kraft  — j—  cos —  an.   Dabei  ist  g  eine  dem  einen, 

g^  eine  dem  anderen  eigenthümliche  Constante  (deren  Radien), 
s  und  a  sind  dem  Atompaare  eigenthümliche  Constanten.  In  der 
Centraldistanz  g+g^  stossen  sie  sich  plötzlich  unendlich  stark  ab, 
so  dass  sie  nie  in  eine  kleinere  Distanz  gelangen  können.  Da 
dabei  die  Wirkung  zweier  Atome  immer  kleiner,  höchstens  ^gleich 


ist,    so   gilt  von   diesem  Gesetze  übrigens  dasselbe,   was 

Gilles   vom    Gravitationsgesetze    sagt    (vergl.    das    Referat    auf 
Seite  511). 

Simony  beweist  zuerst,  dass  zwei  von  einander  weit  ent- 
fernte Atomcomplexe  unter  Voraussetzung  seines  Gesetzes  nach 
dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze  aufeinander  wirken  müssen. 
Dann  discutirt  er  die  Kräfte,  welche  nach  seinem  Gesetze  2  Atome 

33* 
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in  den  verschiedenen  möglichen  Distanzen  aufeinander  ausüben. 

Befinden  sich  dieselben  in  der  Distanz  g  +  q'  im  Gleichgewichte, 

so  sagt  er,  sie  bilden  ein  Molecül,  was  nur  möglich  ist,  wenn 

cos  et 
in   dieser  Distanz  positiv  oder  0  ist.   Wenn  sich  die  Atome 

bei  der  kleinsten  Distanzvergrösserung  abstossen,  so  ist  das 
Gleichgewicht  labil.  Beim  stabilen  Gleichgewicht  nennt  er  die 
zur  Trennung  erforderliche  Arbeit  das  Maass  der  chemischen  Affi-, 

nität.    Wenn  in   der  Distanz   Q  +  Q*   positiv   oder  0  ist, 

nennt  Simony  die  beiden  Atome  chemisch  verwandt,  sonst  che- 
misch inactiv.  Ein  Molecül  aus  zwei  gleichbeschaffenen  Atomen 
nennt  er  eine  allotrope  Modification  erster  Ordnung,  ein  solches 
aus  zwei  ungleichartigen  eine  binäre  Verbindung  erster  Ordnung. 
Hierauf  berechnet  Herr  Simony  die  Bewegung  zweier  Atome, 
die  nach  seinem  Gesetze  auf  einander  wirken,  und  zwar  zuerst 
unendlich  kleine  Schwingungen  um  eine  stabile  Gleichgewichts- 
lage, dann  endliche  Bewegungen. 

Es  sind  dabei  natürlich  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden 
je  nachdem  die  den  Atomen  innewohnende  lebendige  Kraft  hin- 
reicht sie  ins  Unendliche  zu  entfernen  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  repräsentirt  nach  Simony  der  zweiatomige  Complex  einen 
gasförmigen  Körper,  im  letzteren  einen  festen.  Den  Schluss  bü- 
rdet die  Discussion  des  Gleichgewichtes  dreier  Atome  unterein- 
ander. Wenn  die  Distanz  jedes  Paares  grösser  als  die  Summe 
der  beiden  Radien  derselben  ist,  so  kann  das  Gleichgewicht,  so 
lange  die  Atome  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  nur  bestehen,  so- 
bald die  Kraft  je  zweier  Atome  auf  einander  verschwindet,  also 
der   reciproke  Werth  ihrer  Distanz  ein  ganzes  ungerades  Viel- 

7t 

faches  von  •- —  ist.    Ist  nur  die  Distanz  zweier  Atome  gleich  der 
Ja 

^umme  ihrer  Radien,  so  bilden  die  drei  Atome  ein  Molecül  und 
ein  einzelnes  Atom.  Es  kann  natürlich  das  Gleichgewicht  erst 
durch  Hinzukommen  des  einzelnen  Atoms  ermöglicht  oder  um- 
gekehrt ein  früher  vorhandenes  durch  dasselbe  gestört  werdai. 
Verbindet  sich  dabei  das  einzelne  mit  einem  der  beiden  andern, 
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80  nennt  dies  Simony  eine  chemische  Vertretung.  Ein  dreiato- 
miges Molecttl  entsteht,  wenn  die  Distanz  von  zwei  Atompaaren 
gleich  der  Summe  von  deren  Radien  ist.  Sind  die  drei  Atome 
gegeben,  so  ist  dies  im  Allgemeinen  noch  in  verschiedener  Weise 
möglich,  wodurch  nach  Simony's  Ausdrucksweise  Isomerien  ent- 
stehen. Je  nachdem  alle  drei  oder  nur  zwei  Atome  gleichartig 
oder  alle  drei  verschieden  beschaffen  sind,  nennt  Simony  das 
dreiatomige  Molecttl  eine  ätiotrope  Modification,  eine  binäre  Ver- 
bindung zweiter  Ordnung,  oder  eine  temäre  Verbindung  erster  Ord- 
nung. Besonders  enge  wird  die  Verbindung,  wenn  die  Distanz 
jedes  der  drei  Paare  des  dreiatomigei^  Complexes  gleich  der 
Summe  der  Radien  des  Paares  ist  Bn. 

J.  D.  VAN  DER  Waals.     Ovcr  de  contiuuiteit  van  den 

gas-    en    vloiestoftoestand.       Academisch  Proefschrift.  Leiden. 
Sijihoff. 

In  dieser  Arbeit  sucht  der  Verfasser  durch  theoretische  Be. 
trachtungen  den  molecularen  Druck  zu  bestimmen,  eine  Grösse, 
die  in  Rechnungen  bezüglich  der  Capillarität  eingeht,  aber  nie 
im  Resultat  bleibt.  Diese  Untersuchungen  haben  ihn  zu  der  An- 
nahme geflihrt,  dass  es  keinen  wesentlichen  Unterschied  zwischen 
dem  flüssigen  und  gasförmigen  Zustand  giebt.  Der  Inhalt  der  Arbeit 
ist  folgender:  L  Die  Bewegungen  der  kleinsten  Theilchen  der  Kör- 
per erwecken  eher  calorische  Erscheinungen,  als  die  abstossende 
Kraft,  die  ihnen  sonst  beigelegt  wird.  II.  Relation  zwischen  der 
mittleren  Geschwindigkeit  der  Theilchen  eines  Gemenges  von 
Gas  und  Flttssigkeit;  molecularer  und  äusserer  Druck.  Diese 
Relation  giebt,  wenn  man  die  Geschwindigkeit  als  constant  an- 
nimmt, die  Gleichung  der  isothermen  Linien.  III.  Analytische 
Untersuchung  des  molecularen  Drucks.  IV.  Ueber  die  Grösse 
der  potentiellen  molecularen  Oberflächen-Arbeit.  Die  Spannung  an 
der  Oberfläche  existirt  auch  bei  Gasen.  V.  Correction,  die  bei 
den  Formeln  anzubringen  ist,  wegen  der  Zusammensetzung  der 
Molecttle.  VI.  Elnfluss  der  Grösse  der  Molecttle.  VII.  Relation  zwi- 
schen dem  molecularen  Druck  und  dem  Volumen.  VIII.  Anwen- 
dung der  Gleichung  der  isothermen  Linien.    IX.  Werth  der  La- 
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place'schen  Gonstante.  X.  Grösse  der  Atome.  XL  Modificationen, 
welche  die  mechanische  Theorie  der  Gase  erleidet,  wenn  die  An- 
sichten des  Verfassers  wahr  sind.  XII.  Spannung  gesättigter 
Dämpfe.  Mn.  (0.) 

H.  Schramm.     Die  Anziehungskraft,  betrachtet  als  eine 

Wirkung   der  Bewegung.      Pr.  Wiener-Nenstadt. 

Der  Herr  Verfasser  sucht  für  die  in  der  Natur  vorkommen- 
den scheinbar  fern  wirkenden  Anziehungskräfte  die  übrigens  schon 
oft  versuchte  Erklärung  zu  geben,  dass  sich  ponderabele  Atome 
in  einem  Raum  befinden,  der  von  kleineren  Atomen  erfällt  ist, 
die  sich  geradeso  bewegen,  wie  die  Gasmolecüle  der  neueren 
Gastheorie.  So  lange  nun  die  ponderabeln  nicht  im  Wärme- 
gleichgewicht mit  den  kleinen  stehn,  sondern  sich  z.  B.  lang- 
samer bewegen,  werden  auch  die  umgebenden  kleineren  Atome 
sich  langsamer  als  die  entfernteren  bewegen,  woraus  Herr  Schramm 
die  Gravitation  und  die  übrigen  Fernwirkungen  zu  erklären  sucht 
Die  Rechnungen  sind  übrigens  nicht  exact  durchgeführt.  (Vergleiche 
von  demselben  Verfasser  die  allgemeine  Bewegung  der  Materie 
als  Grundursache  aller  Naturerscheinungen.  Wien  1872,  Brau- 
müller, worüber  Fortschritte  der  Mathematik  IV.  503  referirt  ist). 

Bn. 

W.  BoRCHARDT.      Untersuchungen    über   die    Elasticität 
fester  isotroper  Körper  in  Berücksichtigung  der  Wärme. 

Berl.  Monatsber.  1873.  9-56. 

Die  Differentialgleiehungen  für  die  Deformation  eines  elasti- 
schen Körpers,  der  ursprünglich  bei  gleichförmiger  Temperatur 
im  Gleichgewichte  war  und.  dessen  Temperatur  an  jeder  Stelle 
eine  gegebene  Function  s  der  Lage  jener  Stelle  ist,  wurden  von 
Duhamel  und  Franz  Neumann  aufgestellt.  Herr  Borchardt  löst 
dieselben  allgemein  für  den  Fall,  dass  der  elastische  Körper  eine 
Kreisplatte  oder  Kugel  ist.  Er  führt  zuerst  die  unbestimmte  In- 
tegration der  DiflFerential-Gleichungen  aus,  und  zwar  geschieht 
die  Lösung  durch  6in  inneres  Potential  (welches  der  Poisson- 
schen  DiflFerentialgleichung  genügt),  während  sie,  wenn  die  Defor- 
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niatiou  darch  Oberflächen-Kräfte  bewirkt  wird,  durch  ein  äusseres 
Potential  (das  die  Laplace'sche Differentialgleichung  erftaUt)  statt  hat. 
Nach  Bestimmung  der  willkürlichen  Potentialfunction  lässt 
sich  ftlr  die  Ereisplatte  und  Kugel  die  Deformation  durch  be- 
stimmte Integrale  darstellen.  Im  ersten  Falle  giebt  Borchardt  das 
Resultat  in  folgenden  Worten  an :  „Eine  elastische  isotrope  Kreis- 
platte vom  Radius  1,  welche  sich  bei  der  Temperatur  s  =  0  in 
elastischem  Gleichgewicht  befand,  werde  der  für  ihre  einzelnen 
Punkte  verschiedenen  Temperatur 

ausgesetzt,  wo  q,  &  mit  den  rechtwinkligen  geradlinigen  Coor- 
dinaten  x,  y,  ögven  Anfangspunkt  im  Kreismittelpunkte  liegt, 
durch  die  Gleichung  

verbunden  sind.  Die  durch  diesen  Temperaturwechsel  entstehen- 
den Deformationen  mögen  für  den  Punkt  {q^  &)  eine  Verrückung 
herbeiführen,  deren  mit  den  Sichtungen  der  wachsenden  g^  & 
zusammenfallende  Componenten  mitÄ,  0  bezeichnet  werden  sollen, 
dann  lassen  sich  R  und  <2>  durch  die  ersten  und  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten zweier  logarithmischer  Potentiale  ausdrücken. 

Man  denke  sich  die  in  der  Ebene  xy  liegende  Kreisfläche 
vom  Radius  1  mit  einer  Masse  belegt,  deren  Dichtigkeit  der  Tem- 
peratur s  (^,  t^)  gleich  sei,  und  bilde  hierauf  die  logarithmischen 
Potentiale  der  Kreisfläche  in  Beziehung  auf  den  inneren  Punkt 
((»,  &)  und  in  Beziehung  auf  dessen  reciproken  äusseren  Punkt 
{—  Qj  &).  Diese  beiden  Potentiale,  multiplicirt  mit  einer  aus  dem 
thermischen  Ausdehnungscoefflcienten  e  und  dem  Verhältniss  der 
beiden  Elasticitätsconstanten  d  (vergl.  die  folgenden  Referate) 
zusammengesetzten  Constanten 

2n  2n       ' 

bezeichne  man  mit 

P=^y'/d,ydp^e^?.Ä(p,,*Jilg[e^?— 2ee+('.cos(i^— i>J+ß'H 

u  — « 

"iß=^ /d*, /d^jeä?.»(ß„*,)ilg[e-»e-2c-?+e.C08(t?--t^,)+c'?.], 
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ferner  die  mittlere  Temperatur  der  ganzen  Platte  mit 

ü  — flO 

SO  werden  die  Verrttckungen  R,  d>  darch  die  ersten  Differentui- 
quotienten  von  F,  sowie  die  ersten  und  zweiten  Differentialquo- 
tienten  von  $  vermöge  der  Gleichung 

1  +  3Ö  "^  ^  Löß      Öi^  ^     ^J      ^\     H-3Ö  ^'' 

dargestellt. 

Im  zweiten  Falle  ist  das  Resultat  folgendes: 
Eine  elastische  isotrope  Kugel  vom  Radius   l,  welche  sieh 
bei  der  Temperatur  «  =  0  in  elastischem  Gleichgewicht  befand, 
werde  der  fttr  ihre  einzelnen  Punkte  verschiedenen  Temperatur 

ausgesetzt,  wo  q,  &y  fj  mit  den  geradlinigen  Coordinaten  x,  y,  i, 
deren  Anfangspunkt  im  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt;  durch  die 
Gleichungen 

0?  =  ee  cos &j  y  =  eQ  sin i^-  cos  17,  »  =  c?  sin iJ  sini? 
verbunden  sind.  Die  durch  diesen  Temperaturwechsel  entstehen- 
den Deformationen  mögen  fttr  den  Punkt  (p,  1^,  tf)  eine  Ver- 
rückung  herbeiführen,  deren  mit  den  Richtungen  der  wachsenden 
Q^  &,  n  zusammenfallende  Componenten  mit  R,  <P,  <P  bezeichnet 
werden  sollen.  Dann  geschieht  die  Bestimmung  von  £,  0,  ^  i^ 
nachstehender  Weise. 

Man^  betrachte  die  Temperatur  s  (p,  i^*,  1^)  als  Dichtigkeit  der 
elastischen  Kugel,  bilde  unter  dieser  Hypothese  das  Potential 
der  Kugel  in  Beziehung  auf  den  inneren  Punkt  (p,  *,  tj)  und  in 
Beziehung  auf  dessen  reciproken  äusseren    Pnnkt  {—Q^^)^)- 

Diese  beiden  Potentiale,  multiplicirt  mit  der  Constante  —-,   "^^ 

g  =  2(l  +  3d)e,  bezeichnet  man  mit 
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ü  0 


P==4üJ'^''J ***•  ''°*'  J  ^^  '"  ye».-2ee->-g.C08y+eV 

ü  Ü  _oo  '  '     ' 

Ol  fl        fJP        fl^       •      q.       /ü         1.  *  (ei>  ^1^  ^i) 


*  (?!>  ^1.  ^i) 

ü  0 

WO 

coB y  =  cosi^-  cosd-j  4-  sin??'  wi&^  co8(iy  —  i/J, 
und  setee 

(?  =  e-^?, 
Bo  daBB 


m        r*2n        nn  /»O 


Aus  0  bilde  man 
und  hierauf  aus  F 

—  00  "^ 

WO  ^ 

.  _        1  _      l  +  4g  ^  _  t^3+12g  +  8g' 

2(1+20)'     ^""    2(l  +  2ö)   '    '^  2(1  +  20) 

und  0  das  Verhältniss  der  beiden  Elasticitätsconstanten  ist.  Nun 
setze  man  aus  dem  inneren  Potential  P  und  den  beiden  Föten- 
tialfunctionen  Fy  S  die  beiden  Ausdrucke 

(1-6)  X  =  46  F+26~— i(3-56)S, 

JV  =  6  [-P+  (1  -  e^Of ]  +  i  (1  -3e'^)  [(1  +  6)  1^  +  6S] 
zusammen,  so  werden  die  Verrttckungen  in  der  Form 

dargestellt.  Bn. 

W.  BoRCHABDT.  Uebcr  Deformationen  elastischer  iso- 
troper Körper  durch  mechanische  an  ihre  Oberfläche 
wirkende  Kräfte.     Berl  Monatsber.  1873.  560-578. 
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Die  Abhandlung  enthält  die  Lösung  des  Problems  der  De- 
formation kreisförmiger  Platten  und  Kugeln  durch  elastische  Ober- 
flächen-Kräfte in  geschlossener  Form  und  zwar  durch  bestimmte 
Integrale,  welche  nur  äussere  Potentialfunctionen  enthalten.  Das 
Resultat  fasst  Herr  Borchardt  im  letzten  Falle  in  folgenden 
Worten  zusammen: 

„Die  im  Sinne  des  Radius  e?,  der  Polardistanz  &  und  der 
Rectascension  t]  stattfindenden  Verrückungen  Ä,  (J>,  *P  der  Punkte 
einer  elastischen  isotropen  Kugel  vom  Radius  1,  deren  Ober- 
fläche den  gegebenen  mechanischen,  im  Sinne  der  wachsenden 
ft  &,  71  wirkenden  Kräften  2KP,  2K(P,  2K^f  ausgesetzt  ist,  wer- 
den folgender  Maassen  bestimmt. 

Aus  0,  *P  leite  man 
_     1    (a(8ini»0)       dnf\  1     (     Ö0  ,  ö(8in»»P)( 

'^""sin^i        d»        '^  dnr  sint^l      Si^  +      d»      S 

her  und  setze  unter  Einftthrung  des  durch  die  Gleichung 

cos  y  =  cos  tS"  cos  d-^  +  sin  i^*  sin  d-^  cos(i? — 17,) 

bestimmten  Winkels  y 

Ü  ü 

\  |/1— 2ce  cosy  +  e'f  '^  ^    "  *'' ' "  V  1/ 1 -2e?  cosy  +  eM' 

U  ü  —00  '  '      ' 

Aus  F  leite  man  die  neue  Potentialfunction 


«---T-j^M'-T* 


2       /S/^xx^in/^T 

her,  wo 


—00 


_        1  _      l+4g  .  _  1/3+ 120  +  80* 

2(1+0)'     "~  "2(1 +20)'     '^  2(1+20)     ' 

und  bilde 
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jV  =  B+(l-e'e)F4-i(l-3c'*)jCH-6)||  +  64 

(l-6)X  =  4f  4-26^-i(3-56)S. 

Dann  werden  die  Verrttekungen  R,  <P,  *P  durch  die  GleicliuDgen 

dN 


<!fÄ  =  e'?X 


«e  0  =  —  -J 


ea   dY  .  dN 


sin  &di]^  d&' 


d&      Bin*  ÖTj 
bestimmt    Die  gegebeneu  Kräfte  müssen  den  Bedingungen 

0  ü 

d&^  sin  *i  /  di?^  Ä(i?'„  ni)  cos  y  =  0 
u  u 

genügen,  welche  ausdrücken ,  dass  sie  sich  an  der  Kugel,  wenn 
sie  starr  wäre,  Gleichgewicht  halten  würden^. 

Wesentlich  analog  ist  die  Lösung  für  die  kreisförmige  Scheibe. 

Bn. 

W.  BoRCHARDT*     ücbcr  die  Transformation  der  Elasti- 
citätsgleichungen  in  allgemein-orthogonale  Coordinaten. 

Borchardt  J.  LXXVI.  45-59. 
Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  ein  weit  einfacherer  Be- 
weis eines  Satzes,  den  Lamö  in  seinen  „Legons  sur  les  coordinöes 
curvilignes^  p.  290  hergeleitet  hat.  Diese  Vereinfachung  erzielt 
Borchardt,  indem  er  die  Coordinatentransformation,  statt  in  den . 
Bewegungsgleichungen  fttr  einen  elastischen  Körper,  in  den  Inte- 
gralen vornimmt,  die  die  Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte 
darstellen,  wenn  zur  Deformation,  in  Folge  welcher  der  Punkt 
X,  y,  z  die  Verschiebungen  u^  v,  to  erfuhr,  noch  eine  beliebige 
unendlich  kleine  hinzukommt,  bei  welcher  derselbe  Punkt  dazu 
noch  die  Verschiebungen  8uy  dv,  Sto  erfährt.  Setzt  man  die  Ar- 
beit der  äusseren  Kräfte  gleich  der  der  inneren,  so  erhält  man, 
wie  Kirchho£f  (Borchardt  J.  LVI)  zeigte,  die  Grundgleichungen  der 
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Elasticität  für  das  Gleichgewicht  eines  isotropen  Körpers  in 
der  Form: 

SP  =z  KSSi, 
wobei: 

SP  ^  f  dT  [xSu  +  zSu)]  +  f  dw  l{x)8u  +  {y)St  +  (s)«»], 

Die  Bewegungsgleichangen  ergeben  sich,  wie  bekannt,  daraus 
durch  das  d'Alembert'sche  Princip;  dT  ist  ein  Element  des  Vo- 
lums, d(a  eines  der  Oberfläche  des  Körpers;  k,  6,  sind  die  Ton 
Kirchhoflf  Borchardt  J.  LVI  p.  285  gebrauchten  Constanten,  g  ist 
gleich  2(1+30)  mal  dem  thermischen  Ausdehnungscoefficienten  der 
Substanz,  s(x,  y,  z)  eine  ungleichförmige  Erwärmung  im  Körper- 
inneren, Xy  y,  Ä  die  auf  das  Innere,  {x),  (y),  (a)  die  auf  die  Ober- 
fläche wirkenden  Kräfte.  Durch  Abtrennung  eines  Oberflächen- 
integrals von  dem  Körperintegrale  findet  Herr  Borchardt 

wobei 

ß'  =/dT[2F  +  (,l  +  d)p'-9spl 

4^=  ^+  r.+  ,..=(g-|)V^-|)+(|-g)'. 

Der  Index  (3)  bedeutet,  dass  man  durch  partielle  Integration  die 
Differentialquotienten  von  Su,  Sv  und  Sw  wegschaffen  und  dann 
beiderseits  die  mit  Su,  Sv  und  Sw  unter  den  Integralzeichen  mal- 
tiplicirten  Glieder  gleichsetzen  nrass,  dass  aber  die  Oberflächen- 
integrale  nicht  mehr  gleich  zu  sein  brauchen.  Die  letzten  For- 
meln zeigen,  dass  in  den  fbr's  Körperinnere  geltenden  Oleich- 
gewichtsgleichnngen  die  Grössen  u,  v,  u>  nur  in  den  4  Verbin- 
dungen 
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ötf       öü  ,   ö«?      dv dto     dtD      du      du      de 

dx'^dy'^'di'  di^dy'  'dx'^di'  d^~dx 
vorkommen,  welche  der  Reihe  nach  die  Volumdilatation,  und  die 
doppelten  Elementarrotationen  um  die  3  Goordinatenaxen  dar- 
stellen; dasB  dies  auch  bei  beliebigen  krummlinigen  orthogonalen. 
Coordinaten  gilt,  ist  der  zu  beweisende  Satz.  Sei  r  die  Verbin- 
dungslinie zweier  sehr  naher  Punkte  des  elastischen  Körpers, 
«0)  ^19  ^t  deren  Ricbtungscosinus  und  tr  die  Verlängerung,  die 
sie  durch  die  Deformation  u,  v,  to  erleidet,  so  ist 

-^  =  -Z «*«<«*  (t  =  0,1,2), 

wobei 

du  /ö©  ,  du>\    . 

Die  Transformation  der  in  Sl  vorkommenden  Grössen  £  und  p 
in  die  orthogonalen  Coordinaten  bewerkstelligt  Herr  Borchardt 
mit  Hülfe  des  Satzes,  dass  £  =  £ik  aik  und  p  =  2i  oa  simultane 
Invarianten  der  beiden  quadratischen  Formen  2ik  <^ik  ^i  ^k  und 

^i  af  (i  =  0, 1, 2)  sind,  indem  er  zunächst  —  in  den  neuen  Coor- 

r 

dinaten  ausdrückt.  Die  Transformation  von  U,  V,  W,  wird  wie- 
der dadurch  erleichtert,  dass  F  eine  Invariante  bei  der  Trans- 
formation ist.  Bn. 

J.  J.  Weyrauch.     Die  Gleichung  der  elastischen  Linie 
willkürlich  belasteter  gerader  Stäbe.   SchiomiichZ.  xviil. 

392-401. 
Der  Verfasser  definirt  das  Problem  selbst  folgendermaassen : 
„Ein  Stab,  ist  in  einer  beliebigen  Anzahl  Punkte,  deren  Höhen- 
lage innerhalb  gewisser  Grenzen  verschieden  sein  kann,  unter- 
stützt. Oberhalb  desselben  ist  eine  horizontale  Abscissenaxe  an- 
genommen. Der  Stab  wird  an  willkürlichen  Stellen  seiner  ganzen 
Länge  durch  beliebige  gesetzmässig  oder  gesetzlos  vertheilte  und 
concentrirte  Lasten  angegriffen.  Hierdurch  entsteht  die  Biegung. 
Beim  Uebergang  von  den  verlängerten  zu  den  verkürzten  Fasern 
tritt  eine  neutrale  Schicht  auf,  die  keine  Längenänderung,  wohl 
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aber  eine  Formänderung  erleidet.  Die  in  der  Längenricbtung 
laufende  Schwerlinie  der  neutralen  Schicht  ist  die  neutrale  Äxe. 
Sie  heisst  nach  der  Biegung  elastische  Linie.  Es  ist  unsere  Auf- 
gabe die  Gleichung  derselben  in  einer  Forin  aufzustellen,  welche 
.für  alle  besonders  continuirlichen  und  einfachen  Stäbe  und  bei 
allen  Belastungsarten  gültig  bleibt".  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  ebene  Querschnitte  auch  nach  der  Deformation  eben  sind, 
wird  zuerst  die  allgemeine  Form  fttr  deren  Gleichung  aufgestellt 
und  dieselbe  dann  fttr  einen  einzigen,  sowie  fbr  eine  Folge  meh- 
rerer homogener  prismatischer  Stäbe  von  verschiedenem  Quer- 
schnitte ausgerechnet.  Bn. 

A.  Wangerin.  Ueber  das  Problem  des  Gleichgewichtes 
elastischer  Rotationskörper.  Grunert  Arch.  LV.  113-147. 
Wangerin  wendet  die  allgemeinen  von  Lam6  aufgestellten 
Elasticitätsgleichungen ,  in  denen  statt  der  geradlinigen  Coordi- 
naten  die  Parameter  p,  (»',  ^"  dreier  beliebiger  Orthogonalflächen- 
schaaren  eingeführt  sind,  auf  Rotationsflächen  an.  Für  den  Fall 
eines  ruhenden  Rotationskörpers,  auf  den  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  den  Wangerin  allein  behandelt  (auf  den  allgemeinen  ver- 
spricht er  jedoch  später  zurückzukommen)  erhält  man  für  die 
Volumdilatation  0  des  Körpers  eine  Gleichung,  welche  nichts 
anders  ist,  als  die  Gleichung,  die  man  erhält,  indem  man  in  die 
bekannte  Gleichung 

d'e      d'0     d'0  _ 

statt  xyz>  die  Variabein  ^,  ^',  ^''  einführt.  Wangerin  nennt  die 
so  erhaltene  Gleichung  immer  die  „Potentialgleichung**.  Für  Ro- 
tationskörper gehen  diese  Variabein  über  in  die  Parameter 
(>,  q\  €p  zweier  orthogonalen  Schaaren  von  Rotationsflächen  mit 
derselben  Rotationsaxe  und  einer  Schaar  von  Ebenen,  die  durch 
die  Rotationsaxe  gehn.  Er  zeigt,  dass,  sobald  man  nur  die  ge- 
schilderte Eintheilung  des  Innern  des  gegebenen  Rotationskörpers 
und  die  Lösung  der  Potentialgleichung  mit  den  Variabein  ^,  ^',  q> 
gefunden  hat,  jedesmal  alle  auf  das  elastische  Gleichgewicht  be- 
zügliche Grössen  berechnet  werden  können.    Die  Form,  in  wel- 
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eher  Wangerin's  Lösung  erscheint,  ist  eine  Verallgemeinerung 
der  Lösung  des  auf  die  Kugel  Bezug  habenden  Problems  mittelst 
der  Kugelfunctionen.  Als  Beispiel  behandelt  Wangerin  einen 
von  zwei  excentrischen  Kugelflächen  und  zwei  eonfocalen  Rota- 
tionsellipsoiden begrenzten  Raum  uud  einen  Kreisring. 

Bn. 

M.  Westphal.     Durchbiegung  einer  in  einer  beliebigen 
ebenen  Curve  gekrümmten  Feder.    Grunert  Arch.  LV.  147-148. 

Ableitung  einiger  bekannten  Formein,  bei  denen  vorausge- 
setzt wird,  dass  bei  der  Biegung  die  einzelnen  Querschnitte  nicht 
deformirt,  sondern  nur  je  zwei  sich  folgende  gegeneinander  ge- 
neigt werden.  Bn. 

Phillips.     Rapport  sur:    Kratz,   De  l'^lasticitd  dans  les 
machines  en  mouvement.     C.  R.  LXXVL  528-536. 

Die  Abhandlung  behandelt  die  Theorie  der  Riemen  ohne  Ende 
und  durfte  nur  fUr  die  Praxis  von  Interesse  sein.  Bn. 

9 

J.  BoussiNESQ.   Essai  th^or^tique  sur  T^quilibre  d'^Iasticit^ 
des  masses  pulverulentes.     c.  R.  LXXVii.  1521-1525. 

Der  Verfasser  untersucht  das  Gleichgewicht  einer  staubartigen 
oder  sand  artigen  Masse.  Den  Lam6*schen  Goefficienten  fi  setzt 
er  dabei  dem  mittlem  Drucke  p  proportional,  so  dass  die  Aus- 
drücke für  die  inneren  elastischen  Kräfte  folgende  werden: 

«,  =  _p(.-2„DT,=p».(g  +  |> 

Die  Bezeichnungen  sind  die  Lamö's.  m  ist  eine  Constante.  Dazukom- 
men die  bekannten  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Volum- 
elements. Falls  der  Sandhaufen  von  einer  unendlichen  Ebene  be- 
grenzt wird,  die  mit  der  horizontalen  den  Winkel  (a  bildet,  enthält  das 
Integral  der  Gleichgewichtsgleichungen  noch  zwei  willkürliche  Con- 
stante. Davon  kann  eine  so  bestimmt  werden,  dass  sich  der  Sand- 
haufen an  eine  vollkommen  glatte  oder  absolut  rauhe  Ebene  an- 
lehnt, die  mit  der  Vertikalen  einen  andern  Winkel  «  bildet  und  die 
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frühere  Ebeoe  in  einer  horizontalen  Geraden  schneideL  Der 
Sandhaufen  rutscht  ab,  „seine  Elasticitätsgrenze  ist  über8chritteB^ 
wenn  irgendwo  der  innere  Druck  negativ  wird  (innere  Spannong 
auftritt).     Die  Dehnung  der  Längeneinheit  darf  also  nirgends 

lileiner  als  -; —  werden,  daraus  berechnet  Boussinesq,  für  welche 
2m 

Werthe  des  w  bei  verschiedenen  i  die  Abrutschung  stattfindet. 

Bn. 


J.  Boussinesq.    Integrale  de  r^juation  aux  d^riv^es  par- 
tielles.   C.  R.  LXXVII.  667-671. 

Wenn  sämmtliche  den  Zustand  eines  elastischen  Körpers  be- 
stimmenden Grössen  nur  von  2  rechtwinkligen  Goordinaten  Xj  y, 
nicht  von  z  abhängen,  so  giebt  es  immer  2  verschiedene  oDend 
liehe  Schaaren  von  Gylindern,  auf  deren  Flächenelementen  die 
elastischen  Kräfte  senkrecht  stehen.  Boussinesq  nennt  sie  iso- 
statische Cylinder;  die  der  einen  Schaar  durchschneiden  jene  der 
andern  senkrecht;  seien  f(x^  y)  und  f^  {x,  y)  die  beiden  Funetionen, 
welche,  gleich  Gonstanten  gesetzt,  die  beiden  Gylinderschaaren 
liefern;  p,q,Pj9qj  deren  partielle  Ableitungen  nach  x  und  ^. 
Dann  drückt  Boussinesq  zunächst  die  beiden  in  irgend  einem 
Punkte  herschenden  Hauptspannungen  durch 

}fp"  +  «V  und  VpJ  +  q] 
aus;  besteht  zwischen  beiden  Hauptspannungen  eine  bekain%  Glei- 
chung (wie  bei  sandartigen  Körpern  in  dem  Momente,  wo  deren 
Gleichgewicht  aufhört  stabil  zu  sein,  in  welchem  Momente  sie 
Boussinesq  als  masses  pulv^rulentes  öbouleuses  bezeichnet),  so 
erhält  man  also  eine  Gleichung  zwischen 

l/pT7  und  ^p]  +  q% 
aus  welcher  eine  partielle  Differentialgleichung  fdr  die  FunctioneD 
f  und  f^  selbst  folgt.     Dieselbe  wird  in  dem  angeführten  spe- 
ciellen  Falle  (sie  ist  vom  2*^"  Grade)  von  Boussinesq  auf  eine 
solche  mit  constanten  GoefGcienten  reducirt,  indem  er  statt  j,jf 

solche  neue  Variabein  u,  o  einflihrt,  dass  -^  und  -^    aus   der 

du*  öü* 
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Gleichung  herausfallen,  eine  Transformation,  die  von  Laplace  her- 
rnhrt.  Boussinesq  macht  darauf  aufmerksam,  dass  dieselbe  den  Vor- 
tbeil  gewährt,  dass  die  Differentialgleichung  dadurch  immer  auf 
eine  solche  mit'constanten  Coefficienten  reducirt  wird^  wenn  es 
überhaupt  eine  Transformation  der  Variabein  giebt,  durch  welche 
eine  Reduction  auf  eine  Differentialgleichung  mit  constänten  Coef- 
ficienten möglich  ist.  Bn. 


M.  Lkvy.  Memoire  sur  rapplication  de  la  tlieorie  nm- 
th^niatique  de  Telastioite  k  r^lasticitd  des  systfemes 
articulds  formds   des  verges  ^lastlques. .   C.   R.    liXXVi. 

1059-10Ö3. 

Es  sei  ein  System  elastischer  G-eraden  gegeben.  Auf  die  Punkte, 
wo  zwei  oder  mehrere  Gerade  zusammentreffen,  wirken  gegebene 
Kräfte,  oder  diese  Punkte  sind  gegebenen  Bedingungen  unter- 
worfen. Jede  Gerade  sei  ohne  Biegung  und  Torsion  parallel 
ihrer  Länge  gedehnt  oder  zusammengedrückt. 

Sind  die  Längen  sämmtlicher  Geraden  nothwendig,  um  die 
relative  Lage  der  Punkte,  wo  sie  zusammentreffen,  zu  bestimmen, 
so  lassen  sich  ihre  Spannungen  nacli  den  Gesetzen  der  Statik 
bestimmen.  Sind  dagegen  einige  dieser  Punkte  ausserdem  noch 
durch  elastische  Gerade  (welche  dann  überzählige  heissen,  ihre 
Gesammtzahl  sei  k)  verbunden,  so  lassen  sich  k  Gleichungen 
zwischen  den  Verlängerungen  sämmtlicher  Geraden  finden,  welche, 
wenn  man  den  Elasticitätsmodul  einführt,  k  Gleichungen  zwischen 
den  Spannungen  liefern,  die  zu  den  Gleichungen  der  Statik  hin- 
zugefügt werden  müssen,  um  sämmtliche  Spannungen  zu  be- 
stimmen. Ein  System  gleichen  Widerstandes  entsteht,  wenn 
sämmtliche  Linien  per  Einheit  des  Querschnitts  und  Elasticitäts- 
moduls  dieselbe  Spannung  haben.  Bei  Untersuchung  der  Bedin- 
gungen dieses  Problems  ergiebt  sich,  dass  dasselbe  nur  dann 
eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  keine  überzähligen  Geraden  vor- 
handen sind.  Daraus  schliesst  Levy,  dass  derartige  überzählige 
Gerade  für  die  Praxis  im  Allgemeinen  unvortheilhaft  sind. 

Bn. 

Portechr.  d.  Math.  V.  3.  34 
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E*  Gripon.  Snr  les  vibrations  transversales  des  fils  et 
des  lames  d'une  faible  ^paisseur.  Ann.  de  rÄc.  Norm.  (2 
II.  367-417. 

ExperimentaluntersuchuDg  Über  diesen  Gegenstand,  wobei 
von  den  bekannten  theoretischen  Formeln  Gebrauch  gemacht 
wird.  Aus  den  Schwingungen  von  Drähten,  die  wie  Stäbe  trans- 
versal schwingen,  wird  deren  Schallgeschwindigkeit  abgeleitet. 
Dann  werden  auch  Schwingungen  in  Flüssigkeiten  untersucht, 
wobei  sich  die  theoretische  Formel  für  reibungslose  Flüssigkeiten 
bestätigt,  sobald  die  Flüssigkeit  nicht  erheblich  viscos  ist. 

Bd. 

J.  Obermann.  Theorie  der  Longitudinalschwingungen 
zusammengesetzter  Stäbe.     Grnnert  Arch.  LV.  22-35. 

Wie  Stefan,  Wiener  Berichte  LV,  stellt  der  Verfasser  für 
jedes  einzelne  Stück  des  Stabes  die  Differentialgleichung 

dl'  ~  dx* 
auf;  für  die  Zusammenfllgungsstellen  aber  das  Princip  der  Con- 
tinuität  der  Verschiebungen  und  des  Druckes.  Das  erste  Re- 
sultat ist,  dass  die  Schwinguugsdauer  für  alle  Stücke  dieselbe 
sein  muss.  Für  dieselbe  ergiebt  sich  bei  freien  und  befestigten 
Enden  eine  transcendente  Gleichung  mit  unendlich  vielen  Wurzeln, 
so  dass  also  der  zusammengesetzte  Stab  unendlich  viele  ver- 
schiedene einfache  l^pne  schwingen  kann.  Die  Amplitude  und 
Phase  jedes  einzelnen  Tones  wird  aus  dem  Anfangszustande  des 
schwingenden  Stabes  durch  bestimmte  Integrale  ausgedrückt. 

Bd. 

C.  Mercadier.  Sur  le  mouvement  d'un  fil  ölastique  ä 
urieexträmitdaiiim6  d'un  mouvement  vibratoire,  ä  Tautre 

libre..    C.   R.    LXXVII.   639643.   671-675.   844.   950-951.   1292-1296. 
1366-1370. 

H.  Valeriüs.  Kdpouse  k  la  dernifere  note  de  M.  Mercadier. 
C.  R.  LXXVII.  1184-1186. 
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Herr  Mercadier  prüft  zunächst  die  Gesetze  der  Transversal- 
schwingangon  eines  derartigen  an  einer  electromagnetischen  Stimm- 
gabel senkrecht  gegen  deren  Schwingnngsebene  befestigten  Fadens 
experimentell  nach  allen  Richtungen.  In  den  letzten  beiden  Abhand- 
lungen wird  vorausgesetzt  (was  natürlich  auch  der  Fall  ist),  dass 
auf  einen  solchen  Faden  die  bekannten  Bewegungsgleichungen 
für  transversal  schwingende  Stäbe  anwendbar  sind.  Diese  Bc- 
wegungsgleichungen  werden  mit  Zuhilfenahme  der  durch  jene 
Befestigungsweise  des  Fadens  bedingten  Grenzbedingungen  inte- 
grirt.  Das  Resultat  ist,  wie  vorauszusehen  war,  dass  der  Faden 
ganz  wie  ein  an  beiden  Enden  freier,  transversal  schwingender 
Stab  schwingt  Nur  die  Distanz  des  Befestigungspunktes  des 
Fadens  vom  ersten  Knoten  ist  immer  dadurch  bestimmt,  dass  die 
Schwingungsdauer  des  Fadens  gleich  der  der  Stimmgabel  wird, 
wodurch  auch  die  Amplitude  bestimmt  ist  (letztere  Schwingurigsdauer 
wurde  durch  die  Masse  des  Fadens  nicht  wesentlich  alterirt).  Ist 
diese  Distanz  gleich  der  zweier  Knoten,  so  wird  die  Amplitude 
theoretisch  unendlich.  Den  betreffenden  Schwingungszustand,  bei 
dem  praktisch  meist  sehr  starke  Schwingungen  in  Kreisen  oder 
Ellipsen  auftreten,  nennt  Mercadier  den  anormalen.  Einen  Theil 
dieser  Gesetze  hatte  bereits  Valerius  (Brüsseler  Academie  XVII.) 
gefunden.  Bu. 

G.  Perry.     Sur  les  concam^rations  poly^driques. 

0.  R.  LXXVI.  720-729. 

Das  Problem  der  Schwingungen  eines  elastischen  Parallel- 
epipeds  wird  durch  Functionen  von  der  Fonn: 

_  .  sin  )  inx  sin )  fny  sin  )  V'nz  sin  \ 
cos)  a  cos)  b  cos)  c  cos> 
gelöst,  wobei  die  Summe  über  alle  möglichen  ganzen  Zablenwerthe 
der  t  zu  nehmen  ist.  Die  sinus  oder  cosinus  sind  je  nach  den  Grenz- 
bestiromungen  zu  wählen.  Wenn  in  der  Function  an  die  Stelle 
des  sinus  oder  cosinus  der  Zeit  eine  Exponentielle  tritt,  so  löst  sie 
das  Problem  der  Wärmeleitung.  Behält  man  in  der  Summe  nur 
gewisse  Glieder  bei  (z.  B.  jene,  in  denen  die  t  Vielfache  von  be- 
stimmten ganzen  Zahlen  sind),  so  theilt  sich  der  Körper  in  viele 

34* 
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congruente  Polyeder  (l^arallelepipede  oder  andere  Polyeder)  deren 
Oberflächen  denselben  Bedingungen,  wie  die  des  Körpers  selbst, 
oder  andern  merkwürdigen  buufig  bei  Oberflächen  vorkommenden 
Bedingungen  geniigen.  Lamö  bezeichnet  dieselben  als  concam^- 
rations  poly6driques  und  bespricht  sie  in  seiner  Lehre  von  der 
Elasticität  und  Wärnieleitung.  Die  in  Rede  stehende  Abhandlung 
giebt  nun  Ergänzungen  hiezu,  die  sich  auf  den  Fall  longltudinaler 
Schwingungen  elastischer  Körper  beziehen.  U.  A.  ergiebt  sich, 
dass  im  Innern  der  Concameratiouen  auch  krumme  Flächen  (Al- 
veolen) entstehen  können,  die  ebenfalls  jenen  Bedingungen  ge- 
nügen. Bd. 

G.  Perry.     Notes  pnses  au  conrs  de  Lame  sur  le  .>^ 
rayon  darivS  le  cas  gt^n^ral  des  cristaux  bir^fractifs. 

C.  R.  LXXVI.  497-501. 

Bewegungsgleichung,  Schwingungsrichtung  und  Wellenfläche 
(letztere  ein  Ellipsoid,  dessen  Axen  mit  denen  der  Fresnerschen 
Fläche  zusammenfallen^  wenn  der  Crystall  3  aufeinander  senk- 
rechte Symmetrieeb^nen  besitzt)  werden  ganz  allgemein  für  diesen 
Strahl  abgeleitet.  Es  ist  der  von  der  Theorie  gelieferte  Strahl 
mit  nahezu  longitudinalen  Schwingungen.  Bn. 

G.  Perry.     Notes  prises  au  cours  de  Laiii(5  sur  la  va- 
riabilitö   des   coefficients   d'^lasticitö    et  la   dispersion. 

C.  R.  LXXVI.  501-505. 

Einige  doch  nur  ziemlich  allgemein  gehaltene  Formeln  dar- 
über, wobei  aus  dem  Verhftltniss  der  Intensität  des  eintretenden 
und  reflectirteu  Lichtes  und  aus  der  in  einer  halben  Welle  vor 
und  nach  Eintritt  in  das  brechende  Medium  enthaltenen  lebendigen 
Kraft  auf  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  ge- 
schlossen wird.  Bn. 

H.  Zimmermann.     Ueber  die  Coustruction  der  Haken  für 
Ketten  und  FlasclienzOge.    z.  dtsch.  log.  xvil.  129-146. 

Der  Verfasser  bestimmt  mit  Hülfe  der  elementaren  Ma- 
thematik   und    der   von    Grashof    und    Reuleaux    auigestelltea 


Digitized  by 


Google 


Capitel  1.     Molecnlarpliysik,  Klasticität  und  Capillarität  531 

Principien  die  praktischsten  Formen  fllr  die  einzelnen  Theile  der 
Haken.    Ein  Beispiel  erläutert  die  Rechnung.  0. 

J.  KüBLER.     Theorie  der  eisernen  Bogenbriicken. 

Z.  dtsch.  Ing.  XVII.  385-389.  705-713. 
Der  Verfasser   entwickelt  die  Theorie  eiserner   Bogen   ujad 
wendet  sie  speciell  auf  den  Fall  eines  Kreisbogens  an.     Da  die 
Form  seiner  Kesultate  fär  die  Praxis  unbequem  ist,   so  giebt  er 
am  Schlüsse  eine  Tabelle  der  dahin  gehörigen  Grössen.        0. 

Anonymus.     Sur  la  capillarite.    Nouv.  Ann.  ^2)  xn.  79  84. 

Auszug  aus  „Trait6  de  mecanique'^  von  R^sal,  den  auch  in 
jenem  Buche  gegebenen  Beweis  der  beiden  Grundgleichungen 
der  Capillartheorie  wiedergebend.  Die  erste  Grundgleichung 
wird  aus  der  Annahme,  dass  die  auf  ein  FUissigkeitstheilchen  der 
Oberfläche  von  der  Schwere  und  den  übrigen  Theilchen  ausgeübte 
Kraft  senkrecht  zur  Oberfläche  stehen  muss,  der  zweite  aus  der 
Annahme,  dass  die  auf  ein  an  der  Wand  liegendes  Fltissigkeits- 
theilchen  wirkende  Kraft  keine  Componente  normal  zur  Wand 
haben  darf,  in  kurzer  Weise  gewonnen,  doch  fehlt  die  Begründung, 
warum  gerade  diese  Componente  verschwinden  muss.        Bn. 

C.  Roger.     Theorie  des  phdnoniönes  capillaires. 

0.  R.  LXXVf.  816-819. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Wirkung  zweier  Oberflächen - 
demente  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  umgekehrt  proportional 
ist,  berechnet  Roger  die  Abhängigkeit  des  Produktes  aus  Steighöhe 
und  Durchmesser  der  Capillarröhren  von  dieser  Grösse  und  findet 
bei  passender  Wahl  der  Constanten  gute  Uebereinstimmung  mit 
den  Beobachtungen  Simonis.  .  Bn. 

C.  Decharme.  Du  moiivemeiit  ascendaiit  spontan^  des 
liquides  dans  des  tubes  capillaires.  c  R.  LXXVII. 
591-593. 
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Der  Verfasser  giebt  mehrere  Formeln  für  diese  Bewegung, 
zu  deren  jeder  er  durch  andere  theoretische  Betrachtangen  (die 
jedoch  im  Auszug  nicht  mitgctheilt  werden)  gelangt  ist.  Die  erste 
stimmt  gut  mit  des  Verfassers  Experimenten.  Bn. 

K.  Lasswitz.     Ueber  Tropfen  an  festen  Körpern  insbe- 
sondere an    Cylindern.     Pogg.  Ann.  ErgänzungBbd.  vi.  441-477. 

Herr  Lasswitz  stellt  zuerst  die  Dififerentialgleichong  und  Grenz- 
bedingungen für  Fliissigkeitstropfen  (Fliissigkeitsmassen,  die  an 
Rotationskörpern  mit  verticaler  ßotationsaxe  hängen)  auf  und 
berechnet  das  Volumen  eines  solchen  Tropfens  im  Momente  des 
Zerreissens.  Hierauf  folgt  die  Anwendung  auf  kreisförmige  und 
ringförmige  Tropfen  (solche ;  die  an  geraden  Kreiscylindern  und 
an  Körpern  hängen,  die  von  einer  unendlichen  Horizontalebene 
und  zwei  parallelen,  unendlichen  yerticalen  Ebenen  begrenzt 
sind).  Es  werden  zunächst  wieder  allgemeine  Relationen  Air 
Höhe  und  Volumen  im  Momente  des  Zerreissens  aufgestellt,  und 
dann  die  Gleichung  fttr  die  Oberfläche  fllr  sehr  kleine  und  sehr 
flache  Tropfen  angeuähert  integrirt.  Den  Schluss  bilden  Andeu- 
tungen über  die  angenäherte  Integration  im  allgemeinen  Falle. 

Bn. 


Capitel  2. 

Akustik  imd  Optik. 

V.  Schlegel.  Mathematische  Bestimmung  der  in  den 
diatonischen  Dur  -  Tonleitern  vorkommenden  Zahlen- 
verhältnisse und  der  zwischen  den  einzelnen  Tönen 
bestehenden  Consonanz.    Schiömiich  z.  xvin.  203-218. 

Um  das  Verhältniss  der  Scbwingungszahlen  der  einzelnen 
Töne  der  Tonleiter  a  priori  zu  bestimmen,  stellt  sich  der  Ver- 
fasser folgende  Aufgabe:  Zwischen  1  und  2  sollen  sechs  Zahlen 
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x^^  x^y . . .  x^  eingeschaltet  werden  derart,  dass,  wenn  man  aus 
der  Keihe 

a?o,  a?,,  . . .  a:„  2x^,  2x,  , .  .  2x^,  4x^,  . . . 
(wobei  x^  =  1)  beliebige  Gruppen  von  sechs  auf  aufeinander- 
folgenden Zahlen  auswählt,  der  Quotient  aus  der  ersten  und 
«•'*•'  in  jeder  Gruppe  denselben  Werth  behält;  n  ist  der  Reihe 
nach  2,  3,  4,  5,  6.  Dabei  soll  jedoch  folgende  Beschränkung 
stattfinden:  Bildet  man  der  Reihe  nach  die  Gruppen  mit  den 
Anfangsgliedern  a?o,  x^,  x^^  x^,  x^,  o?^,  so  hat  man,  von  der  zwei- 
ten anfangend,  das  jedesmalige  Endglied  Xn  durch  ein  andres, 
y^j  zu  ersetzen  und  diesen  Werth  in  allen  folgenden  Gruppen 
beizubehalten.  Bildet  man  umgekehrt  die  mit  x^y  o;,,  a?^,  a?,,  a?^,  x^ 
anfangenden  Gruppen,  so  hat  man  das  Endglied  Xp  durch  Zp  zu 
ersetzen.  Der  Verfasser  stellt  sämmtliche  aus  diesen  Bedingun- 
gen für  die  X  folgenden  Gleichungen  auf.    Dieselben  lauten  z.  B. 

für  «  =  5 

Xq  x^  a?4 

Von  den  so  aufgestellten  Gleichungen  für  «  =  2,  3,  4,  5,  6  fallen 
einige  zusammen.  Für  die  übrigen,  deren  Anzahl  um  1  kleiner 
ist,  als  die  Zahl  der  Unbekannten,  werden  Lösungen  in  rationalen 
Zahlen  gesucht.  Stellt  man  ausserdem  die  Forderung,  dass  die 
sich  ergebenden  Werthe  durch  möglichst  einfache  Zahlen  ausge- 
drückt sein  sollen,  resp.  nimmt  man,  wenn  dies  nicht  der  Fall 
ist,  statt  der  wirklichen  Werthe  einfache  Näherungsbrüche,  so 
erhält  man  als  einzige  Lösung  die  bekannten  Intervalle  der  Ton- 
leiter.   Die  y,  resp.  »  geben  die  eingeschalteten  halben  Töne. 

Für  die  Consonanz,  resp.  Dissonanz  zweier  Töne  wird  als 
Maass  die  Summe  der  zeitlich  zusammenfallenden  Vorstellungen 
aufgestellt  Ist  dann  -^  das  Verhältniss  der  Schwingungszahlen, 
in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  so  wird  die  Consonanz  bei- 
der Töne  bestimmt  durch  den  Werth  von  a,  die  Dissonanz  durch 
den  Werth  von  /S,  wo 

^  ff       P+g-2 

a  = ; — ,      p  =^ i 

p+q  p+q 

ist  -Wn. 
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R.  MoüN.  Oll  the  Integration  of  the  accurate  equation, 
which  represents  the  transmissioii  in  one  direction  ol 
sound  throiigh  air.     Phil.  Mag.  lb73. 

Der  Verfasser  stellt  die  in  seiner  Arbeit  enthaltene  Unter- 
suchung als  den  Versuch  zu  einer  vollständigen  Theorie  der 
Lösung  von  linearen,  partiellen  Diflferential-GleichuDgen  der  zwei- 
ten Ordnung  dar.  Die  Fortpflanzung  des  Tones  durch  die  Luft 
in  einer  Richtung  kann  nach  der  gewöhnlichen  Theorie  darge- 
stellt werden  durch  die  einfache  Gleichung 

^^^     ^-    dl'        a'x^  dx'' 
wo  u  und  X  resp.  die  Ordinaten  des  Partikelchens  zur  Zeit  /  im 

Zustande  der  Ruhe  sind,  und  wo  —  =  3- ,  oder  durch 

X       ax 


'           dv         a* 
^~   dt        a'x' 

dax 
dx 

^^'^    ^~  dx         dt' 

da 

""-^-df 

wo 


Die  Lösung  der  Gleichung  (1),  zu  welcher  der  Verfasser  gelangt, 
ist  das  Paar  Gleichungen 

via  log  6  aaj  =  0 

C.  H.  C.  Grinwis.     Over  de  theorie  der  Resonatoren. 

Versl.  en  Meded.  (2)  VII.  217-232.  Arch.  N^erl.  VI«.  417-432. 
Der  Verfasser  verbessert,  vereinfacht  und  vervollständigt  eine 
Arbeit  von  Strutt  „On  the  theory  of  resonance^'  (Trans,  of  London 
CLXL  77-118)  in  Verbindung  mit  Helmholtz*  Arbeit  „Theorie 
der  Luftschwingungen  in  Röhren  mit  offenen  Enden^  (Borcbardt  J. 
LVIL  1-72).  Er  bestimmt  die  Höhe  des  Tons  eines  Keaonatoi« 
im  Falle  einer  kreisförmigen  Oeffnung  von  kleiner  Grösse  und 
behandelt  sodann  die  Stärke  der  Resonanz,  einen  Gegenstand,  der 
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voD  seinen  Vorgängern  nicht  völlig  erklärt  ist.  Er  gelangt  in 
einigen  Fällen  zu  sehr  einfachen  Gesetzen.  Mn.  (0.) 

J.  VV.  Strutt  (Lord  Ri\Ieigli).  Investigatioii  of  the  distur- 
baiice  produced  by  a  spherical  obstadc  on  the  waves 
of  SOUud.    Proo.  of  L.  M.  S.  IV.  253-283.  Cly. 

A.  Seebeck,  lieber  Schallbewegung  in  gebogenen  und 
verzweigten  Röhren.     Pogg.  Add.  oxlix.  129-144. 

Die  einfachste  Art,  zwei  Schallwellen  interferiren  zu  lassen, 
ist  bekanntlich  die,  dass  man  eine  Welle  in  einer  verzweigten 
Röhre  von  ungleicher  Schenkellänge  sich  theilen  und  die  beiden 
Theilwellen  nachher  wieder  zusammentreffen  lässt.  Der  Verfasser 
ist  nun  der  Ansicht,  dass  man  es  dann  nicht  nur  mit  der  Inter- 
ferenz zweier  Wellen,  sondern  mit  der  einer  unendlichen  Reihe 
von  Wellen  zu  thun  hat,  wobei  die  ersten  Glieder  der  Reihe 
allerdings  den  hauptsächlichsten  Einfluss  haben.  Diese  unend- 
liehe  Reihe  entsteht  dadurch,  dass  jede  der  beiden  Wellen  nach 
der  Vereinigung  nochmals  die  ganze  Röhrenlänge  wiederholt 
durchläuft.  Die  resultirende  Dichtigkeit  wird  dann,  wenn  s  die 
ganze  Röhrenlänge,  d  die  Längendifferenz  der  beiden  Röhren- 
zweige ist,  bestimmt  durch  die  Formel 

1  +  2:  an  smf  —  -  T-J2^  +  ü  bn  smf  — ^ )2n. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Amplituden  (i„,  b„  in  geometrischer 
Reihe  abnehmen,  lassen  sich  die  beiden  obigen  Reihen  in  ganz 
derselben  Weise  summiren,  wie  die  analogen  in  der  Theorie  der 
Newton'schen  Ringe.  Wn. 

J.  BouRGET.  Theorie  matheinatique  des  expdrienees  de 
Pinaud  relatives  aux  sons  rendus  par  les  tubes  chaufFe's. 
C.  R.  LXXVI.  428-431. 

Pinaud  und  Sondbaus  haben  experimentell  bestimmt,  von 
welchen  Umständen  die  Höbe  eines  Tones  abhängig  ist,  der  ent- 
steht, wenn  man  die  Kugel  einer  offenen  Thermometerröhro  stark 
erwärmt  und  dann  abktthlt.     Der  Verfasser  giebt  hier  kurz  die 
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Resultate  einer  theoretischen  Untersuchung  desselben  Gegen- 
standes an,  wobei  er  das  Thermometergefi&ss  cylindrisch  statt 
kugelförmig  angenommen  hat.  Die  Tonhöhe  ist  von  der  klein- 
sten Wurzel  einer  transcendenten  Gleichung  abhängig.  Der  dar- 
aus abgeleitete  Werth  stimmt  fllr  den  Fall,  dass  eine  oder  zwei 
Röhren  an  demselben  Gefässe  befestigt  sind,  und  fOr  die  Annahme, 
dass  der  Röhrenquerschnitt  sehr  klein  gegen  den  des  Gefässes 
ist,  mit  der  empirisch'en  Formel  von  Sondhaus  ttberein.  Für 
mehr  als  zwei  Röhren  findet  diese  Uebereinstimmung  nicht  mehr 
statt.  Hinsichtlich  der  mathematischen  Ableitung  der  genannten 
Resultate  ist  nur  angegeben,  dass  dieselbe  ganz  ähnlich  ist,  wie 
in  einer  früheren  Arbeit  desselben  Verfassers  über  die  Schwin- 
gungen von  Saiten,  die  aus  verschiedenen  Stücken  bestehen. 

Wn. 

A.  KuNDT.     üeber  die  Schwingungen  der  rechteckigen, 
insbesondere  der  quadratischen  Luftplatten.    Pogg.  Ann. 

CL.  177-197.  337-356. 
Der  experimentellen  Untersuchung  der  Schwingungen  von 
unendlich  dünnen  Luftplatten  ist  eine  theoretische  Untersuchung 
dieser  Erscheinung  vorausgeschickt,  die,  wie  der  Verfasser  be- 
merkt, sich  eng  an  die  Theorie  der  Membranen  anschliesst  und 
in  mathematischer  Hinsicht  nichts  wesentlich  Neues  enthält. 
Unter  der  Annahme,  dass  die  Bewegung  der  Lufk  nur  parallel 
den  beiden  unendlich  nahen,  die  Platte  begrenzenden  Flächen 
stattfindet,  ist  die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung 

(p  ist  das  Geschvvindigkeitspotential,  also  —-  und  ^     die     Ge- 
schwindigkeiten.   Die  Verdichtung  ist 

_        1  d<p 

Die   Grenzbedingungen   sind:    1)   für   eine   geschlossene   Platte, 
d.  h.  eine  mit  einem  festen  seitlichen  Rande  versehene, 

'i^"'    1  =  0 
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für  alle  Punkte  des  Randes.    2)  Bei  offenen  Platten  dagegen  ist 

für  den  Rand  -^  =  0.      Unter   der   Voraussetzung    rechteckiger 

Begrenzung  wird  nun  die  obige  Differentialgleichung  auf  bekannte 
Weise  durch  Reihen  integrirt  für  die  verschiedenen  Fälle  der  ge- 
schlossenen, offenen  und  theilweise  offenen  Platte.  Es  folgt  dann 
eine  Discussion  der  Ausdrücke  für  die  Schwingungszahlen  der 
Particularlosungen,  sowie  fllr  die  Stellen  der  Knoten  und  Bäuche. 
In  Bezug  auf  die  Einzelnheiten  verweisen  wir  auf  die  Arbeit 
selbst.  Wn. 

J.  W.  Strutt.     Some  general  theorems  relating  to  vi- 

bratioilS.     Proc.  of  L.  M.  S    IV.  357-361  Cly. 

H.  J.  Sharpe.     Note  on  the  reflection  of  sound. 

Meeeenger.  (2)  II.  159-160. 
Enthält  die  Beschreibung  eines  vom  Verfasser  hergestell- 
ten billigen  Apparates,  der  aus  zwei  parabolischen  Reflectoren 
besteht,  von  denen  einer  aus  Kartenpapier,  der  andere  aus  Zink, 
und  vermittels  welchen  Apparates  das  Ticken  einer  in  den  Brenn- 
punkt des  einen  der  Reflectoren  gesetzten  Uhr  bis  auf  eine  Ent- 
fernung von  110  Fuss  gehört  werden  konnte.  Glr.  (0.) 

W.  Veltmann.     Ueber  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in 
bewegten  Medien.    Pogg.  Ann.  CL.  497-535. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  im  Wesentlichen  eine  Reproduction 
einer  früheren  Arbeit  desselben  Verfassers,  über  die  im  zweiten 
Bande  des  Jahrbuchs  (F.  d.  M.  II  p.  700)  berichtet  ist.  Zur 
nochmaligen  Veröffentlichung  ist  der  Verfasser  durch  die  Arbeiten 
des  Herrn  Ketfeler  (F.  d.  M.  III  p.  515,  IV.  p.  526)  veranlasst, 
die  denselben  Gegenstand  behandeln.  Der  Verfasser  glaubt  näm- 
lich, dass  seine  Behandlung  des  Problems  kürzer  und  allgemeiner 
ist,  als  die  von  Ketteier.  Da  die  vorliegende  Umarbeitung  manche 
Vervollständigungen  enthält,  so  möge  der  Inhalt  derselben  hier 
nochmals  kurz  angegeben  werden.  Es  handelt  sich  um  die  Frage: 
Welchen  Einfluss  auf  die  Brechung,  Spiegelung  und  Interferena 
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bat  eine  Bewegung  deB  brechenden,  resp.  spiegelnden  Mediums? 
Von  der  Annahme  ausgehend,  dass  der  in  einem  bewegten  Me- 
dium enthaltene  Aether  an  der  Bewegung  des  Mediums  theilnebme, 
jedoch  mit  einer  andern  Geschwindigkeit,  als  das  Medium  selbst, 
bespricht  der  Verfasser  die  Richtungs«anderungen  des  einfallenden 
und  gebrochenen  Strahles  für  folgende  Fälle:  1)  der  einfallende 
Strahl  ist  senkrecht,  während  die  gemeinsame  Bewegungsrichtung 
beider  Medien  der  'J'rennungsfläche  parallel  ist;  2)  der  Einfalls- 
winkel ist  beliebig,  die  Bewegungsrichtung  liegt  in  der  Einfalls- 
ebene;  3)  die  Bewegungsrichtung  ist  beliebig.  In  allen  Fällen 
zeigt  sich,  dass  für  die  relativen  Strahlen  das  Brechungsgesetz 
nicht  dasselbe  ist^  wie  bei  ruhenden  Medien.  Damit  angenähert 
(bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung)  das  Snellius'sche  Brechungg- 
gesetz  noch  für  die  relativen  Strahlen  gilt,  muss  ttber  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  der  Aether  an  der  Bewegung  des  Mediums 
theilnimmt,  eine  bestimmte  Annahme  gemacht  werden,  die  Fres- 
ncrsche  Hypothese.  Abgeleitet  wird  dies  Resultat  so,  dass  sowohl 
im  oberen,  als  im  unteren  Medium  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Wellen  mit  der  Verschiebung,  die  der  Aether  gegen 
das  Medium  erleidet,  zusammengesetzt  und  dann  die  Huyghens'sche 
Construction  augewendet  wird.  Die  Verschiebung  des  Aether8 
gegen  das  Medium,  dlvidirt  durch  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit wird  dabei  als  klein  angenommen  und  ihr  Quadrat  vernach- 
lässigt. Fall  3)  wird  durch  Projection  auf  2)  zurllckgefllhrt,  wäh- 
rend sich  Fall  1)  unmittelbar  ergiebt.  Im  Falle  3)  liegt  der 
gebrochene  relative  Strahl  mit  dem  einfallenden  Strahle  und  dem 
Einfallsloth  nicht  mehr  in  einer  Ebene,  die  Abweichung  ist  jedoch 
nur  von  der  zweiten  Ordnung  der  oben  genannten  Grösse.  Es 
folgt  dann  die  Erörterung  der  Bedingung,  unter  welcher  auch 
für  die  absoluten  Strahlen  das  Brechungsgesetz  gilt.  Nachdem 
so  die  Richtungsänderung  bei  der  Brechung  absolvirt  ist,  (bei  der 
Reflexion  ergiebt  sich  dasselbe  Resultat  ohne  eine  Annahme,  wie 
die  FrcsneFsche  Hypothese),  wendet  sich  der  Verfasser  zum 
Beweise  des  Satzes,  dass  auch  für  die  einzelnen  Weilcneleraente 
die  Bewegungsverhältnisse  dieselben  sind,  wie  im  Ruhezustande, 
oder  vielmehr,  dass  die  Abweichungen  nur  von  der  zweiten  Ordnung 
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sind.  Es  bedarf  dies  deshalb  des  Beweises,  weil  auch  bei  iso- 
tropen Medien,  falls  dieselben  bewegt  sind,  Strahl  und  Wellen- 
normale nicht  mehr  zusammenfallen.  Der  Beweis  des  Verfassers 
besteht  nun  in  dem  Nachweise,  dass  das  Licht,  um  in  Folge 
von  beliebigen  Reflexionen  und  Brechungen  ein  geschlossenes 
Polygon  zu  durchlaufen,  immer  dieselbe  Zeit  gebraucht,  mögen 
die  Medien  ruhen  oder  irgend  eine  im  Verhältniss  zur  Lichtge- 
schwindigkeit sehr  kleine  Parallelbewegung  haben.  Alle  Inter- 
ferenzerscheinungen  sind  daher  von  der  Bewegung  der  Medien 
unabhängig.  Anders  verhält  es  sich  jedoch,  wenn  die  Medien, 
an  deren  Grenzen  die  Reflexionen  und  Brechungen  stattfinden, 
sich  nach  verschiedenen  Richtungen  oder  nach  derselben  Richtung 
mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  bewogen. 

Es  folgen  dann  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  auf 
apecielle  Beobachtungen,  von  denen  hier  folgende  hervorgehoben 
werden  mögen.  Der  Umstand,  dass  durch  die  Aberration  die 
Dispersion  nicht  vergrössert  wird,  beweist,  dass  die  FresneFsche 
Annahme  fttr  jede  Farbe  genau  gültig  ist.  Damit  bei  einem 
Prisma  die  Ablenkung  von  der  Aberration  unabhängig  ist,  muss 
die  Bewegungsrichtung  mit'  dem  durchgehenden  Strahle  einen 
rechten  Winkel  bilden.  In  einer  planparallelen  Platte  findet  auch 
bei  beliebiger  Bewegungsrichtung  eine  Ablenkung  nicht  statt. 

Wn. 

J.  BoussiNESQ.  Note  cömpl Omen taire:  Snr  les  principes 
de  la  theorie  des  ondes  luniineuses.  Lionviiie  J,  (2)  xvm. 

361-390. 
Siehe  Abschnitt  XI,  Capitel  l,*p.  bOb. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  le  calcul  des  phönomfenes  lumineux 
produits  k  rinti^rieur  des  milicux  transparents  anim^s 
d'une  translation  rapide,  daiis  le  cas  oh  robservateur 
participe   Ini-mßme  ,k  cette    traiislation.     C   R.  LXXVI. 

1293  129(5. 
Der  Verfasser  behandelt  den  Einfluss    der  Bewegung  eines 
durchsichtigen  Körpers  auf  die  Brechung  hier  von  einem  etwas 
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andern  Gesichtspunkte  aus,  als  in  einer  frttheren  Arbeit  (cf.  F.  d. 
M.  IV.  p.  529).  Dort  wurden  nämlich  die  Schwingungen  auf 
ein  im  Aetber  festes  Axensystem  bezogen,  und  es  wurde  somit 
abgeleitet,  wie  die  Brechung  einem  Beobachter  erseheinen  würde, 
der  ausserhalb  des  bewegten  Körpers  steht.  Hier  wird  nun  der 
Fall  behandelt  y  dass  der  Beobachter  auf  dem  bewegten  Körper 
sich  befindet;  das  Axensystem  wird  daher  als  mit  dem  bewegten 
Körper  fest  verbunden  betrachtet.  Man  hat  dann  nur  in  den 
Differentialgleichungen  der  Lichtbewegung  [über  die  Form,  welche 
der  Verfasser  diesen  Gleichungen  gegeben,  vergl.  F.  d.  M.  I  p.  362] 
an  Stelle  der  Coordinate  X  zu  setzen  X'  +  V,  t,  wenn  V,  die 
Geschwindigkeitscomponente  des  Mediums  parallel  X  ist,  und 
ähnlich  für  die  übrigen  Coordinaten.  Aus  den  so  modificirten 
Gleichungen  folgt  leicht,  dass  ein  auf  dem  bewegten  Körper  be- 
findlicher Beobachter  die  Lichterscheinungen  grade  so  wahrnimmt, 
als  wären  der  Körper  und  die  Zwischenmedien  in  Ruhe,  nur  bat 
man  dabei  die  Dichtigkeit  des  Aethers  in  jedem  der  vom  Licht 

durchlaufenen  bewegten  Medien  im  Verhältuiss  von  1  zu  (^1  -}-  *-J 

zu  vergrössern.  Darin  bedeutet  g  die  Componente  der  Körper- 
geschwindigkeit  parallel  der  Wellennormale,  v  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellen  in  dem  betrachteten  Medium. 

Wn. 

Ed.  Ketteler.     Ueber  den  Einfluss  der  astronomischen 
Bewegungen  auf  die  optischen  Erscheinungen. 

Pogg.  Ann.  CXLVIII.  4:]5-448. 
Die  vorliegende  Arbeit  bildet  einen  Nachtrag  zu  den  Ar- 
beiten desselben  Verfassers,  über  die  in  den  beiden  vorigen  Jahr- 
gängen referirt  ist  (cf.  F.  d.  M.  III  p.  515,  IV  p.  526).  In  derselben 
wird  die  Wellenfläche  doppelt  brechender  bewegter  Medien  wei- 
ter behandelt,  und  der  Verfasser  gelangt  zu  folgenden  Sätzen: 
1)  Sind  x\  y\  ä'  die  Coordinaten  der^ Wellenfläche  eines  Mittels 
fiir  den  Zustand  der  Bewegung,  und  bildet  die  Bewegungsricb- 
tung  mit  den  Elasticitätsaxen ,  die  zugleich  Coordinatenaxen 
sind^  die  Winkel  L,  iüf,  iV,  so  geht  die  Gleichung  der  Wellen- 
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fläche  des  ruhenden  Mittels  dadurch  in  die  des  bewegten  über, 
dass  man  setzt 

af  z=^x  —  gk^  cos  L,    y'  =  y  —  gk^  cos  M,    »'  =  a  —  gk^  cos  iV. 
g  ist  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Mediums,  gk^,gk^,gk^ 
die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  der  Aether  an  der  Translation 
theilnimmt.  * 

2)  Das  Licht  durchläuft  die  bewegten  durchsichtigen  Mittel, 
anisotrope  wie  isotrope,  in  einer  und  derselben  durch  die  pon- 
derablen  MolecUle  hindurchlegbaren  Röhre,  so  lange  nur  bei 
sonst  beliebiger  Bewegung  der  scheinbare  äussere  Einfallswinkel 
constant  erhalten  wird. 

Der  strenge  Beweis  wird  allerdings  nur  für  einaxige  Medien 
geführt,  und  zwar  nur  fttr  den  Fall,  dass  die  Eiufallsebene  Haupt- 
schnitt und  Bewegungsrichtung  enthält.  Der  Verfasser  geht  da- 
bei von  einer  früher  abgeleiteten  Formel  fttr  die  Geschwindig- 
keit aus,  mit  welcher  die  extraordinäre  Welle  im  Ilauptschnitt 
eines  bewegten  einaxigen  Mediums  sich  fortpflanzt.  Aus  derselben 
wird  der  Hauptschnitt  der  Wellenfläche  als  Enveloppe  der  Ge- 
schwindigkeitsflächen nach  der  gebräuchlichen  Methode  abgeleitet. 
Die  Verallgemeinerung  ergiebt  sich  durch  Analogie. 

Zum  Schluss  hat  der  Verfasser  die  von  Boussinesq  aufge- 
stellte Theorie  des  Mitschwingens  der  ponderablen  Theilchen  auf 
die  extraordinäre  Welle  eiuaxiger  Medien  angewandt  und  fllr  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  derselben  eine  Formel  abgeleitet, 
die  sich  auf  die  der  vorigen  Untersuchung  %u  Grunde  gelegte 
(die  aus  der  Erfahrung  abgeleitet  war)  reducirt.  Wn. 

C.  POscHL.     Ueber  die  Mitbewegung  des  Lichts  in  be- 
wegten  Mitteln.     Wien.  Anz.  X.  177-178.    Wien.  Ber.  LXVIII. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Hypothese  aus,  dass  der  in  den 
Körpern  enthaltene  Aether  an  der  Bewegung  der  Körper ^nicht 
theilnehme,  sondern  sich  wie  der  freie  Aether  im  Weltenraum 
yerhalte,  dass  dagegen  die  ponderablen  Atome  durchsichtiger 
Körper  fUr  sich  das  Licht  fortpflanzen,  dass  daher  eine  Modifi- 
cation  der  Liohtbewegupg  nur  eintrete  fttr  die  Strecken,  wo  pon- 
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derablc  Atome  (hirchlaafen  werden,  nicht  fllr  die  zwischenliegen- 
den Aetherstrecken.  Ans  dieser  Anschauung  entwickelt  der  Ver- 
fasser für  die  Fcirtpflanzungsgescli windigkeit  des  Lichtes  in  be- 
wegten Medien  die  Formel 


^Ö* 


n 
wo  c  die   Geschwindigkeit  des  Körpers  ist,   n  der  Brechungs- 

exponent  des  Körpers  im  Ruhezustande,  —  das  Verhältniss  des 
von    Atomsubstanz    erfüllten   Raumes   zu    dem    ganzen    Körper- 
volumen.    Für  —  =  0  fällt  diese  Formel  mit  der  FresneVschen 
s 

Hypothese  zusammen.  Einige  weitere  hieraus  abgeleitete  Sätze, 
z.  B.  Über  das  specifische  Brechungsverraögen,  mögen  hier  über- 
gangen werden.  Wn. 

L.  DiTSCiiKiNER.  lieber  das  Jntensitäts verhältniss  und 
den  Gaiigiiiiterscliied  der  bei  der  Benginig  «auftreten- 
den senkrecht  und  parallel  zur  Einfallsebene  polari- 
sirteu    Strahlen.     Wien.  Ber   LXVII.  205-234. 

Der  Verfasser  nimmt  an,  dass  bei  der  Reflexion  des  Lichtes 
an  der  Trennungsfläche  zweier  durchsichtiger  isotroper  Medien 
aus  einer  einfallenden  Welle  nicht  nur  die  gewöhnliche  gebrochene 
und  reflectirte  WeHe  entsteht,  sondern  ausserdem  noch  eine  An- 
zahl gebeugter  Wellen,  sowohl  reflectirter,  als  gebrochener,  und 
sucht  für  diese,  welche  allerdings  bei  grösseren  Flächen  keinen 
maassgebendcn  Elnfluss  auf  die  Lichterscheinungen  üben,  die  In- 
tensitäten zu  ermitteln.  Die  Intensität  der  gewöhnlichen  reflec- 
tirten  und  gebrochenen  Welle  ändert  sich  durch  diese  Annahme 
nicht,  nur  dass  zu  ihrer  Bildung  nicht  die  ganze  Intensität  der 
einfaljenden  Welle  verwandt  wird,  sondern  nur  ein  Theii ;  welcher 
Theil,  bleibt  unbestimmt,  ist  aber  auch  unuöthig  zu  ermitteln,  so 
lauge  es  sich  nur  um  das  Intensitätsverhältniss  der  senkrecht 
und  parallel  der  Einfallsebene  polarisirten  Componente  handelt. 
Für  die  gebeugten  Strahlen  nun  ermittelte  der  Verfasser  die  In- 
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tensitäten  nacli  der  Caucfay'scften  Reflexionstheorie.  Von  den 
unzählig  vielen  gebeugten  Wellen  nimmt  er  als  zusammengehörig 
an  eine  reflectirte  nnd  eine  gebrochene  transversale,  die  durch 
die  Bedingung  verbunden  sind 

sin  i' 

sinr  ^ 
wo  %  der  Einfallswinkel  ist,  •'  der  Winkel,  den  ein  im  ersten 
Medium  sieh  fortpflanzender  gebeugter  Strahl,  r  einer  im  zweiten 
Medium  mit  dem  Einfallsloth  bildet;  fi  ist  der  Brechungsexpo- 
nent beider  Medien.  Zu  diesen  beiden  transversalen  gehören 
noch  zwei  longitudinale  gebeugte  Wellen,  deren  Richtungen  «" 
und  r^^  bestimmt  werden  durch  die  Gleichungen 

sini'  _  t)        sint'  __  D 

sint"  "^1?"'     sinr,,  ~"  t?,,' 
unter  v  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen,  unter 
v"  die  der  longitudinalen  Wellen  im  ersten  Medium  verstanden- 
unter  v^^  die  der  longitudinalen  Wellen  im  zweiten  Medium,  t?" 
und  i7,j  sind  gegen  v  sehr  gross. 

Aus  dem  Schwingungszustande  der  einfallenden  Welle  wird 
durch  einfache  geometrische  Betrachtung  der  Zustand  der  ge, 
beugten  transversalen  Welle  in  irgend  einem  Punkte  des  zweiten. 
Mediums  berechnet,  ebenso  der  der  gebeugten  transversalen  im  er- 
sten Medium,  wie  auch  der  beiden  longitudinalen.  Diese  Ausdrücke 
werden  dann  auf  einen  Punkt  der  Grenzfläche  angewandt  und 
in  die  Cauchy'schen  Grenzbedingungen  [Gleichheit  der  drei  Schwin- 
gungscomponenten,  sowie  ihrer  Differentialquotienten]  eingesetzt. 
Der  Gang  der  Rechnung  ist  ganz  wie  in  der  Cauchy'schen  Theo- 
rie, der  Unterschied  beruht  nur  darin,  dass  bei  der  gewöhnlichen 
Reflexion  t'  =  i  ist,  während  hier  i'  von  i  verschieden  ist.  Die 
Endformeln  des  Verfassers  mögen  hier,  da  sie  zuviel  Raum  be- 
anspruchen würden,  tibergangen  werden.  Wn. 

W.  Walton.     On  the  ray  planes  in  biaxal  ciystals. 

Quart.  J.  XII  269-276. 
Der  Ausdruck  „Strahlenebene"  bezeichnet  die  Ebene,  welche 
die  Richtungen  zweier  Strahlen  in  einem  doppelaxigen  Krystall 

Fortschr,  d.  Math.  V.  3.  35 
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enthält,  und  welche  irgend  einer'gegebenen  Richtung  der  Wellen- 
geschwindigkeit entsprechen.  Es  wird  nun  ein  Ausdruck  für  die 
Neigung  einer  Strahlenebene  zu  der  entsprechenden  Einfallsebene 
in  Ausdrücken  des  Richtungscosinus  der  Einfallsebene  gegeben, 
und  dann  folgender  Satz  aufgestellt:  „Eine  Reihe  von  Kegeln 
8*''"  Grades  mit  gemeinsamem  Scheitel  sollen  in  einen  doppelaxigen 
Krystall  eingeschrieben  werden;  ein  jeder  soll  die  folgende  Eigen- 
schaft besitzen,  nämlich,  dass  die  zu  einer  erzeugenden  Linie 
senkrechte  Einfallsebene  unter  constantem  Winkel  zu  der  ent- 
sprechenden Strahlenebene  geneigt  sein  müsse.         Cly.  (0.) 

Abria.     Double  r6fraction.     Directions  des  raouvements 
vibratoires  des  rayons  rdfract^s  dans  les  cristaux  uuiaxcs. 

C.  R.  LXXVII.  1268.12G9. 
Bekannte  Constructionen  und  Formeln  aus  der  Theorie  der 
Doppelbrechung  einaxiger  Medien  werden  zur  Bestimmung  der 
Vibrationsrichtung  der  gebrochenen  Strahlen  angewandt  und  die 
Resultate  mit  den  Beobachtungen  verglichen.  Wn. 

E.  WiEDEMANN.     Die  elliptische  Polarisation  des  Lichtes. 

Leipz.  Ber.  XXIV.  263-310. 
Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Jahresbericht,  da  die  Arbeit 
1874  in  PoggendorflF's  Annalen  nochmals  veröffentlicht  ist. 

Wn. 

Croullebois.  ^fitude  aiialytique  et  expörimentale  des  inter- 
fdrences  des  rayons  elHptiques.  C.  R.  LXXVll.  1269-1271. 
Auszug  aus  einer  grösseren  Arbeit,  in  welcher  die  Interferenz 
zweier  elliptisch  polarisirten  Strahlen  behandelt  wird  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  beiden  Ellipsen  einander  ähnlich,  die 
entsprechenden  Axen  unter  beliebigem  Winkel  gegen  einander 
geneigt  sind.  Hier  sind  die  Resultate  von  folgenden  drei  Special- 
fällen kurz  angegeben:  1)  Die  Axen  beider  Ellipsen  sind  pa- 
rallel, die  Rotation  erfolgt  in  gleichem  Sinne;  2)  die  Axen  sind 
parallel,  die  Rotation  ist  entgegengesetzt;  3)  die  entsprechenden 
Axen  stehen  auf  einander  senkrecht.  Die  Ableitungen  ergeben 
sich  unmittelbar.  Wn. 
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V.  DvoRäK.     Zur  Theorie  der  Talbot'sclien  Streifen. 
Pogg.  Add.  CL.  399-410. 

Die  Helligkeit  eines  Punktes  im  Beugungsbilde  einer  Spalte 
wird  nach  folgendem  Princip  ernaittelt:  Die  gleichen  Amplituden 
der  verschiedenen  Strahlen  denke  man  als  Radien  eines  Kreises 
derart,  dass  der  zwischen  zwei  Radien  liegende  Kreisbogen  gleich 
dem  Gangunterschiede  der  betreffenden  Strahlen  ist,  wobei  einem 
Gangunterschiede  Ton  einer  Wellenlänge  die  ganze  Kreisperiphe- 
rie entspricht.  Dann  ist  die  resultirende  Amplitude,  dividirt  durch 
die  Anzahl  der  einzelnen  Amplituden,  gleich  dem  Abstände  des 
Schwerpunktes  des  Bogens,  welcher  zwischen  den  äussersten 
Strahlen  liegt,  vom  Mittelpunkte  des  Kreises.  Durch  Anwendung 
dieses  Princips,  das  Herrn  E.  Mach  zugeschrieben  wird,  lässt  sich 
die  Theorie  der  Talbot'schen  Streifen  bedeutend  einfacher  her- 
leiten, als  es  von  Airy  geschehen  ist.  Wn. 

E.  Mach.  Ueber  die  Stefan'schen  Nebenriiige  am  New- 
ton'schen  Farbenglase  und  einige  verwandte  Interferenz- 
erscheinungen.    Pogg.  Ana.  CL.  625-63G. 

Berechnung  der  Lichtiutensität  nach  einer  doppelten  Inter- 
ferenz, wie  sie  z.  B.  entsteht,  wenn  man  das  Newton'sche  Ring- 
system betrachtet,  indem  man  die  halbe  Pupille  mit  einem  Glim- 
merblättchen  bedeckt.  Es  wird  ferner  die  Gleichung  des  Neben- 
ringes abgeleitet,  der  entsteht,  wenn  man  das  Bild  eines  Newton'- 
schen  Glases  auf  ein  zweites  Newton'sches  Glas  projicirt.  Die 
Methode  enthält  in  mathematischer  Hinsicht  nichts  Neues. 

Wn. 

V.  S.  M.  VAN  DER  Willigen.  Over  de  verschynselen 
van  gekleurde  polarisatie  voor  ^^nassig  Kristallen  in 

COnvergent  licht.     Versl.  od  Meded.  (2)  VII.  71-130. 

V.  S.  M.  VAN  DER  Willigen.  Over  de  onhoudbaarheid 
der  Stelling  dat  de  breking  der  lichtstralen  wordt 
gewijzigd  door  de  beweging  van  licht  bron  en  prisina. 
VereL  en  Meded.  (2.  Vll.  257-335. 

35» 


Digitized  by 


Google 


546  XI.  Abichnitt.    Mfttbematiacbe  Physik. 

Die  beiden  Abhandlungen  sind  nur  in  physikalischer  Hin- 
sieht interessant.  Die  erste  nur  enthält  mathematische  Entwicke- 
lungen.  Sie  beziehen  sich  auf  bekannte  Formeln  der  Optik. 
Namentlich  findet  sich  eine  sehr  sorgfältige  Discussion  der  Er- 
scheinungen der  farbigen  Polarisation  in  einaxigen  Krystallen  für 
den  Fall  convergenter  Strahlen.  Der  Verfasser  weist  auf  die 
Arbeit  von  F.  PfaflF  (Poggendorflf  Ann.  CVII  p.  333,  1859)  hin, 
in  der  die  Gegenstände  vollständiger  als  bei  ihm  behandelt  wor- 
den sind.  Mn.  (0.) 


J.  Warren.     Note  on  geometrical  optics.      Quart.  J.  xii. 

371-379. 

Man  betrachte  eine  Curve  auf  einer  Oberfläche.  Zuerst  zwei 
auf  einander  folgende  Elemente  und  ihre  zwischen  liegende  Nor- 
male; also:  erstes  Element,  Normale,  zweites  Element.  Das  erste 
Element  und  die  Normale  bestimmen  eine  Ebene.  Ihre  Neigung 
zu  dem  zweiten  Element  ist  der  erste  geodätische  Berührungs- 
winkel; wenn  er  längs  der  Curve  Null  ist,  so  ist  die  Curve  eine 
geodätische  Linie;  ist  er  längs  der  Curve  constant  (d.  h.  hat  er 
ein  Verhältniss  zu  dem  Bogenelement),  so  ist  die  Curve  eine 
„Didonia".  Man  betrachte  nun  andererseits  zwei  aufeinander 
folgende  Normalen  und  das  dazwischen  liegende  Bogenelement; 
also:  erste  Normale,  Bogenelement,  zweite  Normale.  Die  erste 
Normale  und  das  Bogenelement  bestimmen  eine  Ebene.  Ihre 
Neigung  zu  der  zweiten  Normale  ist  der  zweite  geodätische  Be- 
rührungswinkel; ist  er  längs  der  Curve  Null^  so  ist  letztere  eine 
Krümmungscurve.  Es  erscheint  als  eine  natürliche  Erweiterung 
dieses  Begriffs,  den  Winkel,  welchen  eine  Ebene,  die  einen  ge- 
brochenen Strahl  und  ein  Element  einer  auf  der  angrenzenden 
Oberfläche  irgend  eines  brechenden  Mediums  liegenden  Curve 
enthält,  mit  ekiem  darauf  folgenden  gebrochenen  Strahl  bildet, 
(beide  Strahlen  denke  man  sich  von  dem  Element  ausgehend), 
diesen  Winkel  also  den  „brechenden  Berührungswinkel^  zu  nen- 
nen. Ist  dieser  Winkel  Null,  so  erhält  man  die  brechenden 
Curven  von  Malus^  von  dem  man  meint,  dass  er  zuerst  die  Exis- 
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tenz  dieser  Curven  ermittelte.    Der  Verfasser  sucht  den  Winkel 
zu  berechnen  und  in  eine  bequeme  Form  zu  bringen. 

Cly.  (0.) 

J,  C.  Maxwell.    On  the  focal  Hnes  of  a  refracted  pencil. 

Proc.  of  L.  M.  S.  IV.  337-341. 

Zeigt,  wie  Hamilton's  Methode  der  characteristischen  Func- 
tion zu  einer  geometrischen  Construction  flihrt,  um  die  Brenn- 
linien für  irgend  einen  dünnen  Strahlenkegel  nach  der  Brechung 
durch  eine  krumme  Oberfläche  zu  finden,  wobei  die  Brennlinien 
des  betreffenden  einfallenden  Strahlenkegels  und  die  Natur  der 
Krümmung  der  Oberfläche  gegeben  ist.  Cly.  (0.) 

H.  Helmholtz.     Ueber  die  Grenzen  der  Leistungsfäbig- 

keit  der  Mikroskope.     Berl.  Monateber.  1873.  625-626. 

Da  hier  nur  ein  kurzer  Auszug  der  Arbeit  mitgctheilt  ist, 
so  erfolgt  das  Ueferat  im  nächsten  Jahresbericht,  wo  die  Arbeit 
in  extenso  vorliegt.  Wn. 

V.  V.  Lang.    Zur  Dioptrik  eines  Systems  centrirter  Kugel- 

flächen.     Pogg.  Ann.  CL.  353-359. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  wesentlich  eine  Reproduction  einer 
früheren  Arbeit  desselben  Verfassers,  über  die  F.  d.  M.  III  p.  522 
berichtet  ist.  Der  einzige  Unterschied  gegen  die  frühere  Arbeit 
besteht  in  einer  einfacheren  Herleitung  der  Gleichung,  die  für 
ein  beliebiges  System  brechender  Kugelflächen  zwischen  den  Ab- 
ständen zweier  conjugirter  Punkte  von  den  Brennpunkten  besteht. 

Wn. 

A.  Putzler.     Ueber  Linsensysteme.    Pr.  qöpHIz  1873. 

Der  Verfasser  giebt  hier,  ohne  neue  Resultate  liefern  zu 
wollen,  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Hauptsätze  aus 
der  Theorie  der  Linsensysteme  unter  den  gewöhnlichen  Voraus- 
setzungen. Abgeleitet  werden  der  Beihe  nach  die  allgemeinen 
Sätze,  dass  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  nach 
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der  letzten  Brechung  sich  wieder  in  einem  Punkte  schneiden, 
ferner  die  Eigenschaften  der  Brennpunkte  der  Hauptebenen  und 
Hauptpunkte,  endlich  der  von  Listing  eingeführten  symptotischen 
Punkte.  Die  Ableitung  geschieht,  wie  bei  Gauss^  mit  Hülfe  der 
analytischen  Geometrie;  es  werden  jedoch  nur  solche  Strahlen 
betrachtet,  die  mit  der  Axe  des  Systems  in  einer  Ebene  liegen. 
Die  klare  und  tibersichtliche  Darstellung  weicht  von  dem  Gange 
der  Gauss*schen  Abhandlung  insofern  ab,  als  die  Untersuchung 
von  vornherein  auf  ein  System  von  beliebig  vielen  Linsen  ge- 
richtet ist,  wobei  alle  Linsen  als  von  demselben  Medium  um- 
geben angenommen  werden.  ^  Wn. 

A.    Beck.      Die  Fuiidamentaleigenschaften    der   Linsen- 
systeme in  geometrischer  Darstellung. 

Schlömilch  Z.  XVIIL  Ö8S-600. 
Die  Arbeit  von  Beck  behandelt  denselben  Gegenstand^  wie 
die  vorhergehende;  nämlich  eine  zusammenhängende  Darstellung 
der  bekannten  Sätze  Über  Linsensysteme.  Die  Ableitung  dagegen 
ist  eine  ganz  verschiedene,  indem  die  vorliegende  Arbeit  auf  der 
Betrachtungsweise  der  neueren  Geometrie  beruht  Auch  umfasst 
die  hier  gegebene  Ableitung  die  von  Casorati  aufgestellte  Ver- 
allgemeinerung (cf.  F.  d.  M.  IV  p.  538),  wonach  die  Fundamental- 
eigenschaften der  Linsensysteme  auch  dann  noch  fortbestehen, 
wenn  die  einzelnen  Linsen  nicht  mehr  genau  centrirt  sind.  Der 
Verfasser  betrachtet  zunächst  eine  einzige  brechende  Kugelfläche 
und  leitet  aus  dem  Brechungsgesetz,  verbunden  mit  den  gewöhn- 
lichen vereinfachenden  Voraussetzungen,  zunächst  den  Satz  ab: 
„Beim  Durchgang  des  Lichtes  durch  eine  einzige  brechende 
Fläche  ist  das  räumliche  System  im  ersten  Medium  (Object)  cen- 
trisch  coUinear  zum  System  im  zweiten  Medium  (Bild),  und  zwar 
in  Bezug  auf  die  Scheitelebene  2  der  brechenden  Fläche  als 
Collineationsebene  und  den  Kugelmittelpunkt  C  als  GoIIineations- 
centrum".  Um  die  Beziehung  zweier  solcher  centrisch  coUinearer 
Systeme  zu  bestimmen,  genügt  ausser  der  Angabe  der  Axe  die 
Angabe  eines  Paares  von  entsprechenden  Strahlen,  die  aber  zur 
Axe  windschief  sein  müssen. 
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Aus  dem  fdr  eine  brechende  Fläche  aufgestellten  Satze  folgt 
ftlr  eine  beliebige  Anzahl  brechender  Flächen,  deren  Mittelpunkte 
von  einer  geraden  Linie  nur  verschwindend  kleine  Abstände 
haben,  dass  das  erste  und  das  letzte  System  auch  zu  einander 
coUinear,  aber  im  Allgemeinen  nicht  in  centrischer  Lage  sind. 
Daraus  ergiebt  sich/  dass  es  immer  einen  und  nur  einen  Strahl 
des  ersten  Systems  giebt,  welcher  mit  seinem  entsprechenden  im 
letzten  System  zusammenfällt  (Cardinallinie).  Wenn  die  Car- 
dinallinie  gegeben  ist,  genügt  zur  Bestimmung  der  coUinearen 
Beziehungen  des  ersten  und  letzten  Systems  die  Angabe  eines 
Paares  von  entsprechenden  Strahlen,  die  zu  jener  Linie  wind- 
schief sind.  Aus  diesen  Beziehungen  werden  dann  die  Eigen- 
schaften der  Hauptpunkte  und  Hauptebenen,  der  Knotenpunkte, 
der  Brennpunkte  und  der  symptotischen  Ebenen  abgeleitet. 

Für  ein  centrirtes  System  wird  ferner  gezeigt,  dass,  wenn 
die  coUineare  Beziehung  zwischen  dem  ersten  und  letzten  Systeme 
gegeben  ist,  damit  auch  das  Verhältniss  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten im  ersten  und  letzten  Medium  bestimmt  ist, 
unabhängig  von  der  Zahl  und  Beschaffenheit  der  vermittelnden 
Systeme.  Dieses  Verhältniss  ist  dasjenige,  welches  der  perspec- 
tivischen  Lage  der  beiden  Systeme  entspricht,  und  daher  gleich 
dem  Verhältniss  der  beiden  Hauptbrennweiten.  Damit  ist  durch 
das  erste  und  letzte  Medium  die  geometrische  Beziehung  zwischen 
Object  und  Bild  vollständig  bestimmt.  Zum  Schluss  bestimmt 
der  Verfasser  die  eintretende  Vergrösserung.  Wn. 

J.  Müller.     Die  Beziehungen   der  Brennweite  und  der 

conjugirten  Punkte  einer  Linse,  durch  eine  neue  Formel 

dargestellt.      HqflFmann  Z.  IV.  279-284. 

Die  neue  Formel  ist  der  bekannte  Satz:    Die  Brennweite 

einer  Sammellinse   ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den 

Abständen  der  beiden  conjugirten  Punkte  von  den  entsprechenden 

Brennpunkten.    Aus  diesem  Satze  allein  kann  man  die  Lage  des 

Bildes  für  ein  gegebenes  Object,  sowie  die  Vergrösserung  leicht 

bestimmen.    Für  Zerstreuungslinsen  gilt  Analoges. 

Wn. 
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L.  Seidel     Ueber   einen   heliographischen  Apparat    von 

Steinheil.      Münch.  Ber.  1873.  IL  207. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  zwei  in  der  Steinheirscben  An- 
stalt construirte  Sachen,  ein  Objectiv  und  einen  Vergrfsserungs- 
apparat,  beide  bestimmt  bei  den  photographischen  Aufnahmen  des 
YenusYor Übergangs  zu  dienen. 

Das  aus  2  Paaren  achromatischer  Linsen  bestehende  Objektiv, 
achromatisch  besonders  fllr  die  hier  hauptsächlich  in  Betracht 
kommenden  ultravioletten  Strahlen,  ist  verschieden  von  dem  nach 
Fraunhofer  construirten  Objectiv,  dessen  Leistungen  H.  Seidel 
(s.  F.  d.  M.  IV  p.  538)  früher  untersucht  hat,  und  zwar  hat  es 
gegen  jenes  einige  Vorzüge.  Da  für  den  beabsichtigten  Zweck 
das  Gesichtsfeld  kein  grosses  zu  sein  braucht,  so  kam  es  vor- 
züglich darauf  an,  die  Verzerrung  in  der  centralen  Scheibe  des 
Bildes  zu  einer  möglichst  kleinen  zu  machen.  Hierzu  war  es 
nöthig,  auch  die  nicht  in  die  Axenebene  fallenden  Strahlen  nach 
Maassgabe  der  bekannten  Seiderschen  Formeln  mit  zu  berück- 
sichtigen. Da  diese  letzteren  ergeben  haben,  dass  die  alleinige 
Berücksichtigung  der  Krümmungshalbmesser  der  Linsen  noch 
keineswegs  zur  Herstellung  eines  Maximums  von  Schärfe  fUr  das 
Bild  genüge,  so  ward  auch  die  Distanz  der  Mittelpunkte  in  Rech- 
nung gezogen.  Für  den  Vergrösserungsapparat  konnten  die  Hech- 
nungen wegen  der  Kürze  der  Zeit  nicht  mit  gleicher  Genauigkeit 
durchgeführt  werden  wie  für  das  Objektiv.  Jedenfalls  geht  aus 
der  kurzen  Notiz  mit  Gewissheit  hervor,  dass  in  der  praktischen 
Dioptrik  das  wissenschaftliche  Element  der  Empirie  gegenüber 
einen  vollständigen  Sieg  errungen  hat.  Gr. 

N.  LuBiMOFF.     Neue  Theorie  des  Gesichtsfeldes  und  der 
Vergrösserung  der  optischen  Instrumente.      Pogg.  Ann. 

CXLVIII.  405-42L 

C.    BoHN.      Ueber    das    Gesichtsfeld    des    Galilerschen 

Fernrohrs.     Carl  Rep.  ix.  97-107. 
Th.  Bredichin.     In   Bezug  auf  den  Artikel  des  Henn 

N.   Lubimoff.      Carl  Bep.  IX.  106-118.    Bnll.  de  la  Sog.  des  Nat 
de  MoBCOu.  IV.  1872. 
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N.  LuBiMOFF.     Antwort  auf  die  Bemerkungen  des  Herrn 

Bredichin.     Carl  Bep.  IX.  307-312.     Bull,  de  la  Soc.  des  Nat   de 
Moscou.  No.  I.  1873. 

Die  erste  Arbeit  ist  ein  Wiederabdruck  des  Aufsatzes, 
tlber  den  F.  d.  M/IV.  p.  541  kurz  berichtet  ist.  Die  beiden 
folgenden  Arbeiten  enthalten  Einwendungen  gegen  die  Lubi- 
mofTschen  Ansichten,  die  vierte  eine  Entgegnung  von  Lubimoff. 
Sowohl  von  Bohn  als  von  Bredichin  wird  gegen  die  Darstellung 
von  Lubimoff  und  die  von  demselben  abgeleiteten  Formeln  haupt- 
sächlich der  Einwand  erhoben,  dass  es  unzulässig  sei,  die  Weite 
der  Pupille  zu  vernachlässigen  und  dieselbe  als  Punkt  anzusehen. 
In  der  Bohn'schen  Arbeit  werden  die  Formeln,  die  sich  mit  Be- 
rttcksichtigung  des  erwähnten  Umstaudes  ergeben,  abgeleitet  und 
Beobachtungen  des  Verfassers  mitgetheilt.  Bredichin  sucht,  iudem 
er  verschiedene  frühere  Autoren  citirt,  das  von  Lubimoff  an  die 
Spitze  gestellte  Princip  als  unrichtig  darzustellen.  Gegen  die 
letztere  Arbeit  wendet  sich  Lubimoff  zum  Theil  mit  persönlichen 
Ausfällen.  Er  sucht  sein  Princip  aufrecht  zu  erhalten  und  meint, 
es  liesse  sich  seiner  Formel  leicht  ein  Glied,  das  die  Pupillenweite 
in  Rechnung  brächte,  hinzufügen.  Wn. 

O.  Fabian.     Bemerkung  über  die  Bedingung  der  klein- 
sten prismatischen  Ablenkung  der  Lichtstrahlen. 

Carl  Rep.  IX.  84-87. 
Discnssion  des  bekannten  Problems  mit  Hülfe  der  Differen- 
tialrechnnng.  Wn. 

H.  Emsmann.     Ein  Spectroscop  k  vision  directe  mit  nur 
einem  Prisma.    Pogg.  Ann.  CL.  636-640. 

Lösung  der  folgenden  Aufgabe:  Ein  Lichtstrahl  trifft  ein 
vierseitiges  Prisma  so,  dass  er  an  der  ersten  Fläche  einlritt,  dann 
dreimal  nach  einander  an  der  zweiten,  dritten,  vierten  Fläche 
total  reflectirt  wird,  endlich  aus  .der  dritten  Fläche  parallel  dem 
einfallenden  Strahle  austritt.  Welches  ist  der  Einfallswinkel  bei 
gegebenen  Winkeln  des  Prismas?  Wn. 
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E.  Ritsert.    Ueber  die  Reflexion  des  lichtes  von  Winkel- 
spiegeln.   Schlömilch  Z.  XVIll.  339-346. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  Durchschnitt  eines  Winkelspie- 
gels von  der  OefFnung  2«  mit  der  auf  der  Durchscbnittslinie  der 
beiden  Spiegel  senkrechten  Ebene  und  nimmt  auf  der  Halbirungs- 
linie  dieses  Winkels  einen  leuchtenden  Punkt  in  der  Entfernung 
1  an.  Ein  von  dem  Punkte  ausgehender  Strahl  treffe  den  ersten 
Spiegel  in  der  Entfernung  a?,  vom  Scheitel,  nach  der  Reflexion 
den  zweiten  Spiegel  in  der  Entfernung  x^,  nach  nochmaliger  Re- 
flexion den^rsten  in  der  Entfernung  x^  etc.  Durch  einfache  trigo- 

X 

nometrische  Betrachtungen  werden  die  Verhältnisse  —  bestimmt, 

und  daraus  wird  durch  Discussion  die  bekannte  Bedingung  ab- 
geleitet, flir  welche  Oeffnung  eine  w  malige  Reflexion  möglich  ist. 
Weiter  wird  für  einen  Specialfall  der  Theil  des  Winkelraumes 
bestimmt,  in  dem  man  nicht  alle  reflectirten  Strahlen  wahrnimmt. 
Sodann  wird  untersucht,  welche  verschiedenen  Grössen  x^  bei 
veränderlichem  a  haben  muss,  damit  der  einmal  reflectirte  Strahl 
dem  zweiten  Spiegel  parallel  ist.  Die  die  verschiedenen  Punkte 
x^  verbindende  Curve  (Spiegelcurve)  unterscheidet  sich  von  dem 
Descartes'schen  Blatte  nur  durch  einen  constanten  Factor  der 
Curvengleiehung.  Schliesslich  wird  dieselbe  Curve  abgeleitet  flir 
den  Fall,  dass  nach  zweimaliger  Reflexion  der  reflectirte  Strahl 
dem  ersten  Spiegel  parallel  ist.  Wn. 

EvERETT.     On  tlie  optics  of  mirage.    Phil.  Mag.  1873. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Principien,  welche  die  Bildung 
von  Bildern  in  einem  Medium  mit  beständig  wechselndem  Brecbungs- 
Index  bestimmen.  Der  Hauptsatz  der  Arbeit  heisst:  Die  Ertim- 
mung  des  Weges  eines  Strahles  in  einem  Medium  von  absolutem 
Brechungsindex,  ist  durch  die  Formel 

1  dlogfi 

T~      dN 
gegeben,  wo  N  die  längs  der  Normale  zum  Krümmungsmittel- 
punkte gemessene  Entfernung  und  folglich  ^  das  Verhältniss  der 
Zunahme  derselben  bezeichnet. 
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Der  Beweis  dieses  Theorems  ist  zuerst  von  Prof.  James 
Thomson  geführt  worden.  Alle  Phänomene  der  Luftspiegelung 
mit  ihren  Untersuchungen  stützen  sich  auf  dies  Theorem.  Irr- 
thttmer  früherer  Gelehrten  werden  schliesslich  genannt. 

Csy.  (0.) 

Em.  Cübr.      Beitrag  zur  Theorie  der  Spiegelmessinstru- 
mente.   Caeopis  II.  233-236.  ,Böhmi8ch\ 

Bekanntlich  hat  bei  einem  Glasspiegel  der  Lichtstrahl  erst 
eine  Brechung,  dann  erst  eine  Reflexion  zu  erleiden.  Das  Re- 
sultat dieser  Vorgänge  besteht  darin,  dass  die  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  zum  Spiegel  gelangenden  Strahlen  denselben  so 
verlassen,  als  wären  sie  von  einer  Rotationsfläche  einfach  reflec- 
tirt  worden,  deren  Axe  die  vom  leuchtenden  Punkt  auf  die 
Spiegelebeue  gefällte  Senkrechte  ist  und  deren  erzeugende  Curve, 
bezogen  auf  den  Schnitt  des  Spiegels  als  Abscissenlinie  und  jene 
Senkrechte  als  Ordinatenaxe,  die  Gleichung 

hat,  worin  e  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  vom  Spiegel, 
d  die  Dicke  des  Glases  und  n  den  Brechnngsexponenten  dessel- 
ben bedeutet. 

Hiernach  ist  bei  Spiegelinstrumenten  mit  drehbarem  Spiegel, 
80  beim  Spiegelsextanten,  Prismenkreuz  von  Pistor  und  Martins, 
beim  Fallon'schen  Lineal,  die  eigentlich  reflectirende  Ebene  stets 
excentrisch,  auch  dann,  wenn,  wie  dies  meist  geschieht,  die  Dre- 
hungsaxe  um  \  der  Glasdicke  von  der  nichtbelegten  Fläche  ent- 
fernt ist. 

Der  Aufsatz  bringt  nun  einen  Beweis  daftir,  dass  diese  Ex- 
centricität  auf  die  Richtigkeit  des  gemessenen  Winkels  durchaus 
keinen  Eiufluss  übe.  W. 

M.  Jenkins.     Geometrical  proof  that  the  deviation  of  a 
refracted  ray  of  light  increases  with  the  incidence. 
MesBeoger  (2)  II.  175-176.  Qlr. 
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W.  V.  Bezold.     üeber  das  Gesetz  der  Farbenmischung 
und  die  physiologischen  Grundfarben.     Pogg.  Ann.  CL. 

71-98.  221-247. 
Pas  Newton'öche  Verfahren  zur  Bestimmung  einer  Mischfarbe, 
dessen  physikalische  Voraussetzungen  und  Folgerungen  durch 
die  Erfahrung  bestätigt  sind,  beruht  auf  der  Annahme  von  drei 
(rrundempfindungen,  die  man  in  den  Ecken  eines  Dreiecks  liegend 
annimmt.  Innerhalb  des  Dreiecks  finden  alle  Farben,  d.  h.  ausser 
den  Spectralfarben  noch  Purpur  und  Weiss,  ihre  Stelle.  Die 
Stelle  irgend  einer  Farbe  erhält  man,  wenn  man  die  (nach  einem 
willkürlichen  Maasse  gemessenen)  Helligkeiten  der  Grundfarben, 
die  nöthig  sind,  um  die  gesuchte  Mischfarbe  hervorzubringen,  als 
Gewichte  in  den  betreflfenden  Ecken  des  Dreiecks  angebracht 
denkt  und  den  Schwerpunkt  dieser  Gewichte  sucht.  Der  Verfasser 
stellt  den  analytischen  Ausdruck  für  die  Coordinaten  dieses 
Schwerpunktes  auf,  bezogen  auf  ein  Goordinatensystem,  dessen 
Axen  zwei  Dreiecksseiten  parallel  sind,  und  dessen  Anfangspunkt 
im  Weiss  liegt.  Aus  diesem  Ausdruck  folgt  unmittelbar,  dass 
jede  Projection  einer  nach  obigen  Principien  aufgestellten  Farben- 
tafel wieder  eine  Farbentafel  ist.  Durch  die  Coordinaten  x,  y 
Irgend  einer  Farbe  muss  ihre  Schwingungszahl  n  bestimmt  sein. 
Es  wird  gezeigt,  dass 

/•(n)  =  «  +  — 6   oder    =  /J-  J^« 

ist,  wo  f  eine  noch  unbestimmte  Function  ist.  Da  nun  irgend 
zwei  Complementärfarben  mit  Weiss  in  gerader  Linie  liegen 
müssen,  derart  dass  bei  gleicher  Erregung  Weiss  ihr  Schwer- 
punkt ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen,  wenn  n'y  n"  die 
Schwingungszahlen  der  Complementärfarben  sind,  dass  zwischen 
denselben  folgende  Gleichung  stattfinden  müsse: 

\a-f{nl)-]\f(n")-ß]  =  Y\ 
Die  einfachste  Annahme  ist  /"(«)  =  «.    Das  Gesetz  der  Comple- 
mentärfarben lautet  dann 

a,  /?,  y  sind  Constante,  die  empirisch  zu  bestimmen  sind.    Femer 
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ergiebt  sich,  wenn  n,,  w.^,  »13   die  Sehwingungszahlen  der  Grund- 
empfindungen  sind,  w^  —  «,  =  «3  —  «,. 

Endlich  wird  die  Schwingungszahl  einer  aus  der  Mischung 
nur  zweier  Grundfarben  «„  Wj  entstehenden  Mischfarbe,  falls  diese 
Grundfarben  mit  den  Gewichten  P^,  P,  erregt  werden, 

Es  folgen  dann  noch   experimentelle  Bestätigungen   und   einige 
weitere  Folgerungen  aus  den  obigen  Resultaten.  Wn. 

F.  HozA.     Constiniction  der  Intensitätslinien  bei  centraler 

Beleuchtung.     Gruoert  Arch.  LV.  319-331. 

Ist  Q  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  einem 
Funkte  der  beleuchteten  Fläche,  a  der  Aufiallswinkel,  so  ist  die 

Intensität  bekanntlich  — ;—  .     Bezeichnet  a  eine  Constante ,  so 

ist  daher 

Q^  =  a'  sin  a 
die  Gleichung  der  Intensitätslinien.  Der  Verfasser  der  vorliegen- 
den Arbeit  setzt  nun  zunächst  die  elementare  Construction  ein- 
zelner Punkte  jener  Curve  des  Breitesten  auseinander  und  giebt 
dann  eine  graphische  Darstellung  der  verschiedenen  Beleuchtungs- 
Intensitäten  durch  verschiedene  Farbentöne  an.  Diese  Darstellung 
wird  auf  die  Intensitätslinien  einer  Ebene  (concentrische  Kreise) 
und  einer  Kugel  (Kreise  mit  gleichem  sphärischen  Mittelpunkt) 
angewandt,  wobei  nicht  beleuchtete  Oberflächentheile  so  darge- 
stellt werden,  als  würden  sie  aus  demselben  Lichtpunkte,  aber 
mit  geringerer  Intensität  der  Lichtquelle  beleuchtet.  Zum  Schluss 
giebt  der  Verfasser  noch  an,  wie  man  einzelne  Punkte  bestimmter 
Intensität  construiren  kann  auf  einer  abwickelbaren  Fläche,  einer 
Botationsfläehe,  einem  hyperbolischen  Paraboloid,  einer  wind- 
schiefen  Fläche.  Wn. 

Carstaedt.      Üeber  die  Abnahme  der  Lichtstarke  mit 
dem  Quadrate  der  Entfernung.    Pogg.  Ann.  CL.  651-564. 
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DarstelluDg  von  Beobachtungen  mit  dem  Bunsen'scben  Pboto- 
meter.    Vorausgeschickt  ist  die  bekannte  Theorie  des  Apparats. 

Wn. 


Capitel  3. 
Electricität  und  Magnetismus. 
J.  C.  Maxwell.     A  treatise  on  electricity  and  magnetism. 

Oxford  1873. 
Die  glänzenden  Entdeckungen,  durch  welche  Faraday  in 
der  ersten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  die  Wissenschaft  bereicherte, 
gingen  bekanntlich  aus  einer  Auffassung  der  electrischen  Erschei- 
nungen hervor,  welche  nur  von  wenigen  Physikern  seiner  Zeit 
getheilt  wurde.  Mit  Vermeidung  des  Begriffs  der  in  die  Ferne 
wirkenden  Kräfte  suchte  Faraday  die  Erscheinungen  der  Elec- 
trostatik,  der  Electrodynamik,  des  Magnetismus  durch  eine  von 
Theilchen  zu  Theilchen  sich  fortpflanzende  Induction  zu  erklären. 
Das  vorliegende  Werk  hat  den  Zweck  die  Theorie  der  Electri- 
cität mathematisch  aus  diesen  Anschauungen  herzuleiten.  Das- 
selbe ist  daher  vorwiegend  theoretisch,  und  sind  alle  Httlfsroittel 
der  Analysis  und  neueren  Geometrie  aufgewandt,  die  Resultate 
dieser  Theorie  in  eleganter  Weise  abzuleiten  und  in  ansprechen- 
der Form  darzustellen.  Neben  der  gewöhnlichen  Schreibweise 
sind  dieselben  vielfach«  auch  nach  der  Methode  der  Hamilton- 
schen  Quaternionentheorie  wiedergegeben.  Bei  dem  ungemein 
reichhaltigen  Inhalt  ist  es  unmöglich  auf  Einzelheiten  einzugehen. 
Wir  mtissen  uns  daher  begnügen,  den  deutschen  Mathematikern 
das  Studium  dieses  Werkes  dringend  zu  empfehlen,  gerade  weil 
dasselbe  in  einzelnen  Capiteln  wesentlich  von  der  Darsteliungs- 
weise  deutscher  Lehrbücher  abweicht.  Dasselbe  schiiesst  mit 
der  Theorie  MaxwelFs,  nach  welcher  die  Licht-  und  Electricitäts- 
erscheinungen  aus  denselben  Grundeigenschaften  der  Materie  her* 
geleitet  werden.  Qk. 
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C.  Neumann.     Die  electrischeii  Kräfte.     Erster  Theil. 

Leipzig.  Teubner.  8.  1873. 
Die  hier  dargestellte  Theorie  ist,  soweit  sie  die  ponderomo- 
torischen  Kräfte  betrififl,  als  ein  unmittelbarer  Ausfluss  der  Am- 
pöre'schen  Theorie  zu  bezeichnen ,  hingegen  neu  mit  Bezug  auf 
die  elektromotorischen  Kräfte. 

I.^Die  Ponderomotorischen  Kräfte. 
Sind  J  und  J^   zwei  geschlossene  Strome,   so  besteht  das 
F.  Neumann'sche  Integralgesetz  bekanntlich  darin,  dass  die  trans- 

latorische  Wirkung  von  J,  auf  J  gleich  —  JJ^  ~^,  und  das  Dre- 
hungsmoment  von  J,  auf  J  gleich  —  JJ,  -—■  sei,  wo  p  und  y  die 

Richtung  der  translatorischen  Bewegung  und  den  Drehungs Winkel 
bezeichnen.  Dabei  repräsentirt  Q  einen  gewissen  nur  von  geo- 
metrischen Verhältnissen,  nämlich  nur  von  Lage  und  Gestalt  der 
beiden  Stromringe,  abhängenden  Ausdruck: 

Q  =  -r/jr'-^DsDs,=-A^//'-^'-^^DsDs„ 

wo  Ds,  Ds^  zwei  Elemente  der  beiden  Ringe,  und  r,  &,  &^,  e 
die  ihnen  zugehörigen  Aropöre'schen  Argumente  vorstellen,  wäh- 
rend A^  eine  Gonstante  ist.  Nach  der  F.  Neumann'schen  Nomen- 
clatur  heisst  JJ^Q  das  Potential  der  beiden  Stromringe  auf 
einander,  und  Q  selber  das  auf  die  Stromeinheiten  bezogene 
Potential. 

Der  Verfasser  vorliegenden  Werkes  zeigt,  dass  ein  analoger 
Satz  auch  dann  existirt,  wenn  die  beiden  Ringe,  theils  in  Folge 
ihrer  Biegsamkeit  theils  in  Folge  von  GleitÄtellen ,  von  ver- 
änderlicher Gestalt  sind.  Der  alsdann  in  Kraft  tretende  allge- 
meinere Satz  lautet: 

Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit  Gleitstellen  behaftete 
Stromringe  J  und  J^  in  beliebigen  Bewegungen,  so  ist  die  wäh- 
rend irgend  eines  Zeitelements  dt  von  J  und  J^  auf  einander 
ausgeübt^  ponderomotorische  Arbeit  dargestellt  durch  —  JJ^dQ. 
Hiebei  können  J  und  J^  Functionen  der  Zeit  sein,  nur  müssen 
sie  gleichförmig,   d.  i.  unabhängig  von  den  Bogenlängen  sein. 
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Sind  insbesondere  J  und  /,  der  Zeit  nach  constant,  so  nimmt 
der  Satz  die  einfachere  Gestalt  an  (vergl.  p.  236  des  vorliegen- 
den Werkes): 

Die  von  den  beiden  Btroinringen  während  eines  beliebigen 
Zeitraums  auf  einander  ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit  ist 
gleich  der  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  das  Potential 
JJ^Q  zu  Anfang  und  zu  Ende  dieses  Zeitraumes  besitzt. 
Auch  lässt  sich  der  Satz  (vergl.  p.  238)  auf  den  Fall  ausdehnen, 
dass  von  dem  einen  Stromringe  J  nur  ein  Theil  betrachtet 
werden  soll,  dessen  Endpunkte  etwa  et  und  y  seien.  Sind  da< 
bei  wiederum  J  und  J^  der  Zeit  nach  constant,  so  ist  die 
von  dem  geschlossenen  Strome  J^  und  dem  ungeschlossenen 
Strome  {J.ay)  während  irgend  eines  Zeitraumes  auf  einander 
ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit  gleich  dem  Potential  von  J, 
auf  das  während  dieser  Zeit  von  ay  beschriebene  Viereck. 
Das  Viereck  ist  dabei  beschrieben  zu  denken  innerhalb  eines 
Raumes,  der  an  der  Bewegung  von  J*)  participirt,  und  umflossen 
zu  denken  von  einem  Ström  von  der  Stärke  J.  Dieser  letzte 
Satz  gewinnt  (vergl.  p.  272)  eine  noch  einfachere  Gestalt,  sobald 
der  Strom  /,  durch  einen  Solenoid-  oder  Magnetpol  ersetzt  wird; 
denn  alsdann  reducirt  sich  das  in  Rede  stehende  Potential  (ab- 
gesehen von  gewissen  constanten  Factoren)  auf  die  von  dem  Pol 
nach  jenem  Viereck  gelegte  Kegelöflnung.  Hierdurch  kann  man, 
beiläufig  bemerkt,  zur  Erklärung  der  electromagnetischen  Kota- 
tionserscheinungen  gelangen 

Analoge  Sätze  sind  endlich  vom  Verfasser  (p.  163,  165)  auch 
für  den  Fall  aufgestellt  worden,  dass  die  Ströme  nicht  in  linearen, 
sondern  in  körperlichen  Leitern  stattfinden. 

Alle  diese  Betrachtungen  des  Verfassers  sind,  ebenso  wie 
die  zu  Anfang  erwähnten  F.  Neumann^schen  Sätze,  unmittelbare 
Ausflüsse  des  Amp^re'schen  Gesetzes"^^);  also  völfig  verschieden 


*)  d.  i.  an  der  Bewegung  des  ponderablen  Trägers  dieses  Stromes. 

'**)  Die  aus  diesem  Qesetz  für  ein  Stromelement  und  einen  Solenoidpol 
sich  ergebende  gegenseitige  Einwirkung  wird  meistentheils  , .fehlerhaft" 
dargestellt.  Deswegen  hat  der  Verfasser  diesen  Gegenstand  etwas  aus- 
führlicher behandelt  und  nachgewiesen  (p.  262),  dass  der  Angriffspnnlct  der 
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von  der  neuerdings  von  Heimholte  proponirten  Theorie,  bei  wel- 
cher das  Amp^re'scbe  Gesetz  negirt  wird. 

IL    Die  Electromotorischen  Kräfte. 

Das  für  diese  Rräfle  von  F.  Neumann  aufgestellte  und 
durch  sorgfältige  Experimente  constatirte  allgemeine  Princip  be- 
zieht sieh  auf  zwei  geschlossene  lineare  Leiter  (ä)  und  (s^\  von 
denen  der  letztere  von  einem  electrischen  Strome  J^  durchflössen 
ist.  Dabei  können  beide  Leiter,  theils  in  Folge  ihrer  Biegsam- 
keit theils  in  Folge  von  Gleitstellen  von  veränderlicher  Gestalt 
sein.    Jenes  Princip  lautet: 

Befinden  sich  (s)  und  (J^,s^')  in  beliebigen  Bewegungen, 
und  befindet  sich  gleichzeitig  die  Stromstärke  /,  in  einem  belie- 
bigen Zustande  der  Veränderung,  so  wird  die  Summe  der  von 
(JjjäJ  während  der  Zeit  dt  in  (ä)  inducirten  electromotorischen 
Kräfte  immer  =  d{J^  Q)  sein.  Hier  bezeichnet  0  das  schon 
früher  genannte  auf  die  Stromeinheiten  bezogene  Potential. 

Der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  stellt  sich  nun  die 
Aufgabe,  das  diesem  Princip  oder  Integralgesetz  entsprechende 
Elementargesetz  zu  ermitteln,  und  benutzt  zu  diesem  Zweck 
fünf  Hypothesen,  die  sich  vielleicht  durch  ihre  Einfachheit  em- 
pfehlen dürften.  Nehmen  wir  an,  die  inducirende  Ursache  sei 
repräsentirt  durch  das  Element  J^Ds^  eines  electrischen  Stromes, 
und  das  inducirte  Object  durch  irgend  einen  ponderablen  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  und  Grösse,  so  sind  die  drei  ersten  jener 
fünf  Hypothesen  folgende  (p.  112): 

(a)  Die  electroraotorische  Kraft,  welche  in  einem  Punkt  des 
gegebenen  Körpers  während  der  Zeit  dt  von  dem  Element  J^Ds^ 
hervorgebracht  wird,  ist  proportional  mit  27*,,  sonst  aber  nur 
noch  abhängig  von  /,  und  der  relativen  Lage,  sowie  von  den- 
jenigen Aenderungen,  welche  /,  und  die  relative  Lage  erleiden 
während  der  Zeit  dt.  Sie  ist  Null,  falls  solche  Aenderungen 
nicht  stattfinden. 

(/?)    Sie  ist  zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  von  denen  die  eine 

vom  Stromelement  auf  den  Solenoidpol  aasgeübten  Kraft  Dicht  im  Pole 
selber«  sondero  vielmehr  10  einem  mit  dem  Pole  verbandenen  Pankl  eu 
denken  ist,  welcher  dem  Stromelement  nnendlich  nahe  liegt. 

FortRchr.  d.  Math.  V.  3.  3g 
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proportional  mit  Jj,  die  andere  proportional  mit  dJ^  ist.  Mit 
andern  Worten:  Ihre  rechtwinkligen  Componenten  sind  homogene 
lineare  Functionen  von  /,  und  dJ^,  Dabei  bezeichnet  dJ^  den 
Zuwachs  von  J^  während  der  Zeit  dl, 

(y)  Denkt  man  sich  das  Element  J^  Ds^  zerlegt  in  drei 
rechtwinklige  Componenten  J^  Dx^y  J,  Dy,,  /,  Dz,,  welche  mit 
jenem  Element  starr  verbunden  an  seiner  Bewegung  Theil  neh- 
men, so  ist  die  electromotorische  Wirkung  von  J^Ds^  identisch 
mit  der  electromotorischen  Gesammtwirkung  von  J^Dx^,  «^i^p 
J,Dj5^,  vorausgesetzt,  dass  nicht  nur  7,  selber,  sondern  auch  die 
Aenderung  von  7,  für  alle  vier  Elemente  dieselbe  ist. 

Denken  wir  uns  ferner  als  inducirende  Ursache  einen  kör- 
perlichen Leiter,  in  dessen  Innerem  irgend  welche  electrische 
Strömungen  stattfinden,  so  lauten  die  beiden  letzten  jener  fünf 
Hypothesen  folgendermaassen  (p.  169  und  187): 

{8)  Ist  Dv^  ein  Volumelement  des  inducirenden  Körpers, 
und  wird  die  in  Dt?,  vorhandene  Strömung  in  Componenten  zer- 
legt nach  drei  auf  einander  senkrechten  mit  der  ponderablen 
Masse  des  Körpers  verbundenen  Axen,  so  ist  die  electromotori- 
sche Wirkung  jener  in  Z>t?,  vorhandenen  Strömung  identisch  mit 
der  electromotorischen  Gesammtwirkung  dieser  drei  Componenten. 

(*)  Die  Richtungsänderung  eines  unendlich  kleinen  kugel- 
förmigen Stromelementes  I>y,  bringt  in  einem  ruhenden  Leiter- 
element Ds  ein  und  dieselbe  electromotorische  Kraft  hervor, 
einerlei  ob  die  ponderable  Masse  von  Dy,  an  jener  Richtiings- 
änderung  participirt  oder  nicht*). 

Mit  Hdlfe  dieser  Hypothesen  gelangt  der  Verfasser,  indem 
er  gleichzeitig  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  sowie  auch  das 
bekannte  Joule^sche  Gesetz  für  die  entwickelte  Wärme  in  An- 
wendung bringt,  zu  folgender  Form  des  gesuchten  Eleinentar- 
gesetzes  (p.  193): 

Sind  zwei  Körper  A  und  B  in  irgend  welchen  Bewegungen 


*)  lo  dieser  etwas  ein  fächeren  Gestalt  ist  die  Hypothese  (>}  neaer- 
dings  yom  Verfasser  aasgesprochen  worden  iu  seinem  Aufsatz  über  die 
Helmholtz'sche  Constante  k.  Ber.  der  K.  Sachs.  Qes.  d.  W.,  8.  Aogost 
1874,  p.  138. 
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begriffen,  während  gleichzeitig  im  Innern  eines  jeden  irgend 
welche  electrische  Sti  ömungen  stattfinden,  und  bezeichnet  m  einen 
Punkt  von  A,  ferner  Do^  ein  Volumelement  von  B,  so  ist  die 
von  Dv^  in  7»  während  der  Zeit  dt  inducirte  electromotorische 
Kraft  zusammengesetzt  aus  zwei  Kräften.  Die  eine  derselben 
fällt  in  die  Richtung  der  gegenseitigen  Entfernung  r,  und  besitzt 
die  Stärke: 

wo  j,  die  Componente  der  in  Z>y,  vorhandenen  electrischen  Strö- 
mung t,  bezeichnet,  genommen  nach  r,  und  zwar  nach  derjenigen 
Richtung  von  r,  in  welcher  die  Kraft  gerechnet  wird.  Die  an- 
dere ist  parallel  zur  Strömung  t,,  und  besitzt,  in  der  BHcbtang 
von  f,  gerechnet,  die  Stärke: 

Dabei  sind  durch  die  Cbaracteristik  d  diejenigen  Aenderungen 
bezeichnet,  welche  stattfinden  während  der  betrachteten  Zeit  dL 
Die  Gonstante  A^  ist  identisch  mit  der  schon  früher  erwähnten, 
im  Ausdruck  von  Q  vorkommenden. 

Dieses  vom  Verfasser  proponirte  Eleraentargesetz  führt,  auf 
zwei  lineare  f^eiter  angewendet,  zum  F.  Neumann*schen  Inte- 
gralgesetz, und  führt  andererseits  zu  ähnlich  einfachen  Integral- 
gesetzen auch  dann,  wenn  einer  -von  jenen  linearen  Leitern  oder 
auch  beide  durch  körperliche  Leiter  vertreten  sind  (p.  176  u.  213). 
So  z.  B.  ist  folgender  Satz  zu  erwähnen: 

Ist  der  in  einem  Körper  B  vorhandene  Strömungszustand 
im  Innern  überall  gleichförmig  und  an  der  Oberfläche  überall 
tangential,  und  bezeichnet  P  das  Potential  zwischen  B  und 
einem  geschlossenen  linearen  F^eiter  A,  letzterer  durchflössen  ge- 
dacht von  der  Stromeinheit,  so  wird  die  Summe  der  von  B  wäh- 
rend der  Zeit  dt  in  A  inducirten  electromotorischen  Kräfte  stets 
gleich  sein  der  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  P  zu  Anfang 
und  zu  Ende  der  Zeit  dt  besitzt. 

Wenn  hier  von  einem  Strömungszustande  die  Rede  ist,  der 
im    Innern    gleichförmig    und    an    der   Oberfläche    tangential 

36* 
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ist,  80  soll  darunter  ein  solcher  verstanden  werden,  welcher  den 
bekünten  Bedingungen 

du  I   <5t?      Ott?  __ 

«  cos«  -f  V  C08/S+  M?cosy  =  0 
entspricht,  wo  «,  /?,  y  die  Richtungswinkel  der  Normale  der  Ober- 
fläche vorstellen,  Nn. 


C.  Neumann,      lieber   die  theoretische  Behandlung   der 
sogenannten  constanten  Magnete.    Ciebsch  Ann.  vi.  330-342. 

C,  Neumann.    Ueber  gewisse  von  Helmholtz  für  die  Mag- 
net<5induction    und  Voltaindnction    gegebene  Formeln. 
Ciebsch  Ann.  VI.  342-350. 
Wollte  man   in  der  Hydrodynamik  bei  Einführung  der  be- 
kannten Bedingungsgleichung 

dx^  dy^  Öz~^  ^' 
die  gleichzeitige  Einfährung  der  entsprechenden  Kräfte 

dp     ^     ^ 

unterlassen,  so  würde  man  zu  Formeln  gelangen,  die  mit  sich 
selber  in  Widerspruch  sind.    Hieraus  resultirt  der  allgemeine  Satz : 

„Soll  die  Bewegung  gegebener  Massen  einer  bestimmten  Be- 
dingungsgleichung unterworfen  gedacht  werden,  so  ist  (zur  Ver- 
meidung innerer  Widersprüche)  die  Einführung  von  Kräften  er- 
forderlich, welche  für  die  Aufrechterhaltung  jener  Bedingungs- 
gleichung Sorge  tragen". 

Hieraus  folgt,  dass  die  Annahme  „constanter"'  Magnete  oder 
,,con8tanter'<  Molecularströme  theoretisch  unzulässig  sei,  falls  man 
nicht  gleichzeitig  Kräfte  einführt,  die  für  jene  Constanz  Sorge 
tragen;  und  hierin  liegt  der  Grund  derjenigen  Widersprüche, 
welche  die  Theorie  der  Electrodynamik  bei  ihrer  Anwendung 
auf  sogenannte  „constante"  Magnete  in  der  That  darbietet. 

So  z.  B.  ist  es  bei  Annahme  „constanter'*  Magnete  uninög- 
ticb^  das  Princip  der  Erfaaltang   der  Energie  und  die  Übrigen 
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Gesetze  der  Eleotrodynaniik  mit  einander  in  Einklang  zu  bringen. 
Ein  derartiger  Einklang  aber  ist  von  Helmholtz  bis  in  die  neue- 
ste Zeit  behauptet  worden.  Denn  nach  seiner  Ansicht  soll  gerade 
bei  Annahme  „constanter"'  Magnete  das  Inductionsgesetz  aus  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie  „ableitbar",  oder  wenigstens 
mit  diesem  Princip  in  „Einklang"  sein.  (Vergl.  die  bekannte 
Helmholtz'sche  Schrift  von  1847,  und  seine  darauf  bezügliche 
Aeusserung  vom  Jahre  1872  in  ßorchardfs  Journal,  Bd.  75,  p.  62), 

Nn. 

C.  Neumann,  Notiz  zu  dem  Aufsatze:  Ueber  die  Ele- 
meiitargesetze  der  Kräfte  electrodynamischen  Ur- 
sprunges.     Clebsch  Aun.  VI.  350-351. 

In  jenem  Aufsatz  befindet  sieh  eine  ganz  beiläufige  kurze 
Bemerkung  „zu  Gunsten''  der  Helmholtz'schen  Theorie.  Der  Ver- 
fasser betont  in  der  vorliegenden  Notiz,  dass  Helmholtz  Reeht 
habe,  wenn  er  jene  Bemerkung  für  irrthUmlich  erklärt,  und  giebt 
gleichzeitig  die  erforderliche  Umgestaltung. 

Diese  ganze  Umänderung  erstreckt  sich  nur  auf  etwa  fünf- 
zehn Zeilen  jenes  Aufsatzes;  während  alles  Uehrige  intact  bleibt. 

Nn. 

J.  BfiRTRAND.    Action  mutuelle  des  courants  voltaiques. 

0.  R.  LXXVII.  9G2-970. 

J.  Bertrand,  Examen  de  la  loi  propos^e  par  Helmholtz 
pour  repr^senter  Taction  de  deux  ^löments  de  courant. 

C.  R.  LXXVII.  1049-1054. 
Im  weiteren  Verlauf  der  Discussion  des  Helmholtz'schen, 
electrodynamischen  Potentialgesetzes  (s.  F.  d.  M.  IV  544-551)  sind 
die  beiden  Mittheilungen  Bertrand's  zu  erwähnen,  von  denen  die 
erste  nur  eine  Uebersetzung  der  bereits  besprochenen  Arbeit  von 
Helmholtz  (1.  c.  546)  enthält,  während  die  andere  hieran  neue 
Einwürfe  knüpft.  Wir  gedenken  dieselben  im  Zusammenhang 
mit  der  inzwischen  schon  erschienenen,  ausführlichen  Erwiderung 
von  Helmholtz  im  nächsten  Jahrgang  mitzutheilen.  Ok. 
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E.  Edlünd.     üeber  die  Natur  der  Electricität.    Pogg.  Ann. 

Supplbd.  VI.  95-122.  241-262. 

E.  Edlund.  Untersuchung  über  die  Beschaffenheit  des 
galvanischen  Leitungswiderstandes,  nebst  theoretischer 
Deduction  des  Ohm'schen  Gesetzes  und  der  Formel 
für  die  Wärmeentwicklung  des  galvanischen  Stromes. 
Pogg.  Ann.  CXLVIII.  421-435. 

E.  Edlund.  Ueber  die  chemische  Wirkung  des  galva- 
nischen Stromes  und  über  die  Vertheilung  der  freien 

Electricität  auf  der  Oberfläche  der  Stromleiter. 
Pogg.  Ann.  CXLIX.  87-99. 

Während  der  Verfasser  in  der  ersten  Abhandlung  die  Grund- 
züge seiner  neuen  Theorie  der  electriscben  Erscheinungen  ent- 
wickelt, enthalten  die  beiden  folgenden  Arbeiten  speciellere  Aus- 
fllhrnngen  einiger  Hauptpunkte  jener  Theorie. 

Das  Bestreben,  die  electriscben  Erscheinungen,  mit  Vermeidung 
besonderer  Hypotbesen,  aus  denjenigen  Annahmen  zu  erklären, 
welche  man  sich  aus  andern  Gründen  über  die  BeschaflFenheit 
der  Materie  gebildet  hat,  ist  characteristisch  für  die  neuere  Phy- 
sik. Besonders  ist  schon  oft  genug  der  Gedanke  hervorgetreten, 
ein  einziges  Medium  anzunehmen,  dessen  Bewegungen  unter  ge- 
wissen Umständen  als  Licht  und  Wärme,  unter  anderen  als  Elec- 
tricität wahrgenommen  werden.  Dies  ist  auch  der  Grundgedanke 
der  Edlund'schen  Theorie.  Ueber  dieses  Medium,  den  Aether, 
macht  derselbe  die  folgenden  Annahmen.  „Der  electrische  Aether 
ist  elastisch,  er  ähnelt  im  höchsten  Grade  einem  gewöhnlichen 
Gase;  in  Distanz  befindliche  Aetbertheile  stossen  sich  im  umge- 
kehrten Verhältnisse  der  Quadrate  der  Entfernungen  ab.  In 
einem  Leiter  ist  er  leicht  beweglich,  in  einem  Nichtleiter  ist  die 
Beweglichkeit  gehemmt.  Ein  Körper  ist  positiv  electrisch,  wenn 
er  mehr  Aether  enthält  als  im  Normalzustand;  negativ,  wenn  er 
weniger  enthält.  Ein  galvanischer  Strom  besteht  darin,  dass  der 
Aether  sich  in  der  Stromrichtung  weiter  bewegt". 

Um  hieraus  zunächst  die  Grundgesetze  der  Electrostatik  ab- 
zuleiten, muss  nicht  allein  die  Wirkung  des  etwa  im  üeberschusfl 
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auf  zwei  Kugeln  befindlichen  Aethers,  sondern  auch ,  "nach  Ana- 
logie des  Archimedischen  Princips,  die  Mitwirkung  des  gesamm- 
ten  umgebenden  Mediums  in  Betracht  gezogen  werden.  Auf 
diese  Weise  wird  es  möglich,  aus  den  ausschliesslich  angenom- 
menen Abstossungskräften  auch  die  Anziehungserscheinungen 
abzuleiten,  wenn  auf  der  einen  Kugel  ein  üeberschuss,  auf  der 
andern  eine  geringere  Aethermenge  sich  befindet,  als  im  Normal- 
zustände. Für  die  Electrostatik  ist  demnach  die  neue  Theorie 
eigentlich  nur  eine  Reproduction  der  älteren,  unitarischen  Theorie; 
doch  sind  die  Schwierigkeiten  bei  der  Ableitung  der  Fundamen- 
talgesetze aus  derselben  in  geschickter*  Weise  vermieden.  Als 
Basis  der  Theorie  der  electrodynamischen  Erscheinungen  dient 
eine,  schon  mehrfach  gemachte  Hypothese.  Es  wird  angenommen, 
dass  die  Fortpflanzung  der  Wechselwirkung  der  Aethertheile  eine 
gewisse  Zeit  in  Anspruch  nimmt.  Bewegte  Aethertheile  wirken 
also  anders  auf  einander  als  ruhende.  Die  Wechselwirkung  be- 
wegter Aethertheile  hängt  nicht  allein  von  ihrer  Entfernung,  son- 
dern auch  von  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  und  von  ihrer  re- 
lativen Beschleunigung  ab.  Die  hierbei  unbestimmt  gelassenen 
Functionen  werden  durch  Vergleich  mit  dem  Ampöre'schen  Gesetz 
für  einen  speciellen  Fall  bestimmt.  Durch  ähnliche  Betrachtungen 
findet  man  auch  die  Gesetze  der  Induction.  Auch  hier  bleibt 
eine  Function  unbestimmt.  Dieselbe  wird  durch  Vergleich  mit 
Versuchen  gefunden,  welche  an  geschlossenen  Inductionskreisen 
angestellt  wurden.  Offenbar  hat  man  hier  ein  ganz  ähnliches 
Verfahren  vor  sich,  wie  bei  der  Ableitung  des  Weber'schen  Ge- 
setzes, durchgeführt  fttr  den  Fall  eines  electrischen  Fluidums. 
Die  zweite  Arbeit  beschäftigt  sich  ausführlicher  mit  der 
Theorie  der  constanten  Ströme.  Setzt  man  hierbei  die  electro- 
motorische  Kraft,  wie  jede  andere  Kraft,  dem  Producte  aus  Masse 
und  Beschleunigung  gleich,  so  muss,  da  bekanntlich  sehr  kurze 
Zeit  nach  Schliessung  eines  Stromes  die  Stromintensität  constant 
wird,  ein  der  Geschwindigkeit  proportionaler,  sehr  grosser  Rei- 
bungswiderstand durch  die  in  beschleunigte  Bewegung  gesetzten 
Aethertheile  zu  Überwinden  sein.  Hiernach  kommt  der  Verfasser 
7M  dem  Satz:    „Der  Widerstand  ist  der  Stromintensität  propor- 
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tional'^  Derselbe  lässt  sich  Übrigens  mit  der  gewöhnlichen  An- 
schauung wohl  vereinen.  Die  experimentell  ermittelten  Zahlen- 
weribe  für  die  Widerstände  sind  dann  nichts  anderes  als  die 
Reibungsconstanten  in  verschiedenen  Körpern.  Die  Betrachtungen 
über  Electrolyse  in  der  letzten  Arbeit  können  hier  Übergangen 
werden.  Am  Schluss  derselben  kommt  der  Verfasser  noch  ein> 
mal  auf  die  electroskopische  Ladung  einer  Stromleitung  zurück 
Während  dieselbe  nach  der  bisherigen  Theorie  als  nächste  Ur- 
sache des  Stromes  angesehen  wird,  muss  sie  sich  hier  als  Feige 
desselben  ergeben.  Um  dieselbe  zu  erklären,  fasst  der  Verfasser 
den  eleotrischen  Aetherstrom  auf,  wie  den  Strom  eines  compres- 
siblen  Gases  durch  eine  Röhre  in  Folge  eines  Druckunterschiedes 
an  den  beiden  Enden,  so  dass  die  Dichtigkeit  des  Gases  von 
einem  Ende  der  Leitung  bis  zum  anderen  gleicbmässig  abnimmt 
In  dem  einen  Theile  des  Stromdrahtes  ist  also  ein  Ueberschuss 
von  Aether,  in  dem  anderen  eine  geringere  Quantität  als  im 
Normalzustand.  Wegen  der  abstossenden  Kräfte  kann  sich  der 
Ueberschuss  nur  an  der  Oberfläche  anhäufen  und  ebenso  muss 
die  fehlende  Menge  in  der  Oberflächenschicbt  fehlen. 

Zum  Schluss  mögen  einige  Bedenken  über  einzelne  Punkte 
der  besprochenen  Theorie  hier  ausgesprochen  werden. 

1.  DerAether  (s.  oben)  ist  mit  so  verschiedenartigen  Eigen- 
schaften ausgestattet,  dass  dieselben  einander  zum  Theil  wider- 
sprechen. Stösst  sich  derselbe  ab,  wie  electrisches  Fluid  um,  so 
dürfte  er  sich  nur  an  der  Oberfläche  von  Leitern  vorfinden. 
Wollte  man  auch  gelten  lassen,  dass  die  Molecüle  ihn  festhalten, 
so  entsteht  die  Frage,  wie  er  sich  im  leeren  Räume  verhält. 
Bei  der  leichten  Verschiebbarkeit  müsste  derselbe  gut  leiten^ 
was  bekanntlich  nicht  der  Fall  ist.  Vom  Lichtaether  wird  ferner 
angenommen,  dass  er  incompressibel  ist.  Darnach  kann  sieb  der 
Aether  also  nicht  wie  ein  compressibles  Gas  verhalten.  Die 
Grundlage  der  Theorie  beruht  also  auf  mangelhaften  Voraus- 
setzungen. 

2.  Für  die  Annahme  einer  Zeitdauer  der  Fortpflanzung  der 
Wirkung  spricht  bis  jetzt  keine  einzige  Thatsache. 

3»   Die  electrodynamischen  Erscheinungen  lassen  bis  jetzt 
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noch  sieht  die  Ermittelung  der  Grundgesetze  fär  Stromelemente 
zu.  Daes  ein  solches  Gesetz  der  Erfahrung  an  geschio»»enen 
Strömen  nicht  widerspricht,  ist  also  noch  kein  Beweis  für  seine 
Richtigkeit.  Ok. 

H.  Herwig.  Bemerkuug  zu  der  Abhandlung  des  Herrn 
Edlund  „Ueber  die  Natur  der  Electricität'^   Pogg.  Ann. 

CL.  623-624. 

Der  Verfasser  macht  einen  weiteren,  bea^htenswerthen  Ein- 
wand gegen  die  soeben  besprochene  Theorie.  Es  besteht  ein 
wesentlicher  Unterschied  zwischen  der  Geschwindigkeit  der  Theile 
eines  Mediums  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  Be- 
wegung in  demselben;  ein  Unterschied,  welchen  Edlund  bei  Ent- 
wicklung der  Formeln  für  die  Electrodynaniik  übersehen  zu 
haben  scheint.  Ok. 

Th.  Kutteritzsch.  Ueber  die  dualistische  und  unitari- 
sche Ansicht  in  der  Electricitätslehre.    Schlömilch  z.  xviil. 

218-224,  618. 
Der  Verfasser  sucht  vermittelst  eines  bekannten  Satzes  der 
Fotentialtheorie  nachzuweisen,  dass  nur  die  uuitarische  Ansicht 
zu  Gonsequenzen  führt,  welche  mit  der  Erfahrung  in  Ueberein- 
Stimmung  stehen.  Da  sich  in  die  Bechnung  desselben  aber  ein 
Fehler  eingeschlichen  hat,  den  erzwar  selbst  (S.  618)  verbessert, 
da  dieser  Fehler  aber  den  Kern  seiner  Argumentation  vollstän- 
dig aufhebt,  so  erscheint  ein  ausführliches  Referat  über  diese 
Arbeit  Überflüssig.  Ok. 

E.  KiECKE.  Ueber  das  Weber'sche  Grundgesetz  der  elec- 
trischen  Wechselwirkung  in  seiner  Anwendung  auf 
die  uuitarische  Hypothese.    Gott.  Nachr.  ib73.  536-543. 

Der  Verfasser  fasst  den  Vorgang  des  electrischen  Stromes 
so  auf,  als  ob  durch  ein  Stromelement  eine  gewisse  Menge  posi- 
tiver Electricität  dauernd  hindurchfliesst,  während  eine  ebenso 
grosse  Menge  negativer  Electricität  in  demselben  ruht.  Nimmt 
man  ferner  ausserhalb  des  Stromelements  eine,  ruhende,  electri- 
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sehe  Masse  an  und  lässt  alle  Eleetricitätsmengen  nach  dem 
Weber'schen  Gesetz  auf  einander  wirken,  so  findet  sich,  dass 
das  Stromelement  die  electrische  Masse  abstdsst.  Geht  man  von 
dem  Element  zu  einem  geschlossenen  Strom  über,  so  lassen  sich 
die  Componenten  seiner  Wirkung  auf  einen  electrischen  Punkt 
durch  die  DiflFerentialquotienten  einer  Function  ausdrücken.  Dem 
geschlossenen  Strom  kommt  also  ein  Potential  zu,  und  es  müsste 
nach  dieser  Vorstellung  ein  constanter  ruhender  Strom  auf  einen 
Leiter  inducirend  wirken.  Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch 
bei  einer  begrenzten  Strombahn.  Ok. 

Th.  Schwedoff.  Ueber  die  Electricitätsstrahlen  und  die 
Gesetze  ihrer  Verbreitung  und  Zurückwerfung  in  lei- 
tenden  Platten.   Pogg.  Add.  Suppl.  vi.  84-95. 

Nachdem  der  Verfasser  sich  vor  der  Deutung  verwahrt  hat, 
als  ob  der  Ausdruck  „Electricitätsstrahl^^  eine  neue  Hypothese 
über  die  Natur  der  Electricität  in  sich  schlies.sen  sollte,  zeigt  er, 
dass  die  Gesetze  der  Verbreitung  von  Lichtstrahlen  in  einer 
durchsichtigen,  von  zwei  reflectirenden  Ebenen  eingeschlossenen 
Platte  sich  übertragen  lassen  auf  die  Verbreitung  der  Electricität 
in  einer  leitenden  Platte.  Hierbei  entspricht  einem  leuchtenden 
Punkt  in  der  Platte  ein  „Electricitätspol",  d.  h.  ein  Punkt,  in 
welchem  dauernd  von  Aussen  her  freie  Electricität  angehäuft 
wird.  In  der  That  ist  die  Analogie  beider  Erscheinungen  sehr 
gross.  Dieselbe  beruht  darauf,  dass  die  von  einer  electrischen, 
punktförmigen  Masse  innerhalb  der  Platte  auf  andere  Punkte  der 
Platte  ausgeübte  Scheidungskraft  umgekehrt  proportional  der 
Entfernung  ist,  was  auch  von  der  Lichtmenge  gilt,  die  in  der, 
durchsichtig  gedachten  Platte  von  einem  leuchtenden  Punkte  zu 
andern  Punkten  der  Platte  gelangt. 

Diese  Analogie  besteht  auch  noch,  wenn  die  Platte  nicht 
mehr  unendlich  gross,  sondern  einseitig  von  einer  geraden  Linie 
begrenzt  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  Linie  als  spiegelnd  anzu- 
sehen. Einer  Reflexion  der  Lichtstrahlen  entspricht  dann  eine 
electrische  Wirkung,  bei  welcher  zu  der  Wirkung  des  Pols  nodi 


Digitized  by 


Google 


Capitel  3.     Electricitat  und  MagnetismaB.  5g9 

die  Wirkung  seines  Spiegelbildes  in  Bezug  auf  die  Grenzlinie 
hinzuzurechnen  ist. 

Eine  derartige,  geometrische  Betrachtung  ist  ganz  gerecht- 
fertigt, wenn  es  sich  um  die  Deutung  der  Resultate  der  analyti- 
schen Theorie  handelt.  Zu  diesem  Zweck  hat  sich  auch  schon 
Kirchhoff  in  seiner  Abhandlung  fiber  den  Durchgang  der  Elec- 
tricitat durch  eine  leitende  Platte  (Pogg.  Ann.  LXIV)  derselben 
mit  Erfolg  bedient.  Doch  ist  dieselbe  jedenfalls  nicht  geeignet, 
die  analytische  Theorie  zu  ersetzen  oder  gar  irgend  welchen 
Aufechluss  über  den  Zusammenhang  zwischen  Licht  und  Electri- 
citat zu  geben. 

Warum  ttbrigens  der  Verfasser  noch  Versuche  angestellt 
hat,  um  seine,  analytisch  leicht  zu  beweisenden  Sätze  nochmals 
zu  verificiren,  ist  dem  Referenten  unerfindlich  geblieben. 

Ok. 

H.  Weber.     Ueber  die  Besserschen  Functioneu  und  ihre 
Anwendung   auf  die  Theorie  der  electrischen  Ströme. 

Borchardt  J.  LXXV.  75-106. 

H.  Weber.    Ueber  die  stationären  Strömungen  der  Elec- 
tricitat in    Cylindern.      Borchardt  J.  LXXVI.  1-21. 

In  den  4  ersten  Paragraphen  der  ersten  Abhandlung  ent- 
wickelt der  Verfasser  eine  Reihe  bestimmter  Integrale,  in  denen 
Bessel  sehe  Functionen  auftreten,  und  bespricht  verschiedene  For- 
men der  Lösung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  durch 
welche  die  Besserschen  Functionen  definirt  sind.  Einige  der 
aufgestellten  Integrale  sind  ausgezeichnet  durch  merkwürdige 
Discontinuitäten  und  lassen  physikalische  Deutungen  zu.     So  ist: 

das  Potential  einer  Kreisscheibe  vom  Radius  r^,  auf  welcher 
sich  freie  Electricitat  im  Gleichgewicht  befindet.  In  ähnlicher 
Form  lässt  sich  das  Potential  einer  Kreisscheibe  darstellen,  welche 
gleichförmig  mit  Electricitat  belegt  ist.  Von  besonderem  Vortheil 
sind  ferner  die  aufgestellten  Formeln  für  die  Theorie  der  statio- 
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nären  electrischen  Ströme  in  körperlichen  Leitern.  Die  Lösung 
dieses  Problems  erfordert  bekanntlich  die  Aufstellung  einer  Func- 
tion (der  Spannung  oder  des  Potentials  der  freien  Electricität), 
welche  der  Laplace'schen  partiellen  Differentialgleichung  genttgt, 
und  bei  welcher  an  der  Oberfläche  des  Leiters  theils  die  NormaU 
domponente  verschwindet,  theils  in  einzelnen  Punkten  (den  Elec- 
troden)  oder  an  leitenden  Grenzflächen  vorgeschriebene  Werthe 
annimmt.  Nachdem  der  Verfasser  gezeigt  hat  (§  5),  wie  unter 
gewissen  Umständen  der  Leitungswiderstand  eines  körperlichen 
Leiters  mit  Hülfe  des  oben  angeführten  Potentials  bestimmt  wer- 
den kann,  geht  er  zu  einem  Problem  über  (§  6),  welches  in  ähn- 
licher Weise  von  Riemann  (Pogg.  Ann.  XCV)  behandelt  worden 
ist  und  welches  die  Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringe  ent- 
hält. Hierbei  ist  der  leitende  Körper  durch  zwei  parallele,  un- 
endlich grosse  Ebenen  begrenzt.  Der  Strom  tritt  ein  resp.  aus 
durch  zwei  kreisförmige  Electroden,  welche  in  den  Grenzebenen 
liegen  und  sich  gerade  gegenüberstehen. 

Die  Spannung  lässt  sich  durch  eine  Sinusreihe  ausdrücken, 
deren  Coefficienten  Bessersche  Functionen  sind. 

In  §  7  wird  mit  denselben  Hülfsmitteln  die  folgende  Auf- 
gabe gelöst:  Eine  punktförmige  Electrode  leitet  den  Strom  in 
eine  Flüssigkeit,  welche  einseitig  durch  eine  Ebene  von  Metall 
begrenzt  ist.  An  der  Grenze  beider  Leiter  ist  ein,  der  Strom- 
intensität proportionaler  Uebergangswiderstand  oder  eine  electro- 
motorische  Gegenkraft,  wie  die  Polarisation  vorhanden.  Diese 
Aufgabe  kann  dann  noch  dadurch  specialisirt  werden  (§  8),  dass 
die  Flüssigkeit  durch  eine  zweite,  parallele  Ebene  oder  durch 
eine  Cylinderfläche  begrenzt  ist. 

Schliesslich  wird  (§  9)  die  Strömung  in  einem  cylindrischen 
Leiter  behandelt,  bei  welchem  die  Electroden  auf  dem  Cylinder- 
mantel  angebracht  sind.  Die  Spannung  lässt  sich  in  diesem 
Fall  darstellen  durch  eine  Doppelsumme  von  Kreisfunctionen, 
deren  Coefficienten  Bessersche  Functionen  mit  imaginärem  Ar- 
gument sind. 

Die  zweite  Abhandlung  knüpft  an  die  letzte  Aufgabe  an. 
Es  hatte  sich  herausgestellt,  dass  die  für  die  Spannung  gefun- 
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dene  Reihe  sehr  schlecht  für  Punkte  der  Gylinderoberfläcbe  con- 
vergirt.  Da  grade  diese  Punkte  der  Beobachtung  am  besten 
zugänglich  sind,  so  soll  nun  die  Lösung  in  einer  anderen  Form 
gegeben  werden,  bei  welcher  die  Reihen  an  der  Gylinderober- 
fläcbe .gut  convergiren.  Der  Verfasser  geht  hierbei  von  dem 
Ausdruck  für  die  Spannung  aus: 

U  =  2:^n  cos  mp  .  2:  ^n^  Jn  (*n  ^  r). 

Jn  ist  eine  BesseFsche  Function  n*^*^  Ordnung  und  die  Grössen  &^^ 
bedeuten  die  positiven  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung: 

j<*>  =  0. 

Die  Lösung  erfordert  besonders  die  Bestimmung  der  Coefficienten 
An^,  welche  durch  Vergleich  mit  der  früher  erhaltenen  Losung 
erfolgt. 

Die  im  §  2  behandelte  Aufgabe  soll  die  Theorie  des  folgen- 
den Versuchs  geben.  £in  Metalldraht  ist  von  einer  leitenden 
Flüssigkeit  umgeben.  Ein  electrischer  Strom  tritt  durch  eine 
Electrode  'in  ^ie  Flüssigkeit  ein  und  verlässt  dieselbe  durch  den 
Draht  Es  hatte  sich  dabei  herausgestellt,  dass  der  Strom  sich 
durch  die  ganze  Flüssigkeit  ausbreitet  Die  eben  besprochenen 
Verhältnisse  werden  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  An  der 
Grenze  von  Metall  und  Flüssigkeit  wird  wiederum  eine  der  Strom- 
intensität proportionale  Polarisation  angenommen.  Der  Verfasser 
geht  von  dem  Werthe  für  die  Spannung  aus: 

u  =  £  2:  An,& .  fn  (*,  r)  .  e-  ^* .  cos  (jKp), 

n=0  & 

und  drückt  fn  wiederum  durch  Besselsche  Functionen  aus.  Die 
Rechnung  ergiebt  dann  in  der  That  eine  den  Versuchen  ent- 
sprechende Ausbreitung  des  Stromes. 

Zum  Schluss  (§  3)  wird  dieselbe  Aufgabe  noch  einmal  be- 
handelt, jedoch  angenommen,  dass  die  Leitungsfähigkeiten  des 
inneren  Cylinders  (Draht)  und  des  äusseren  Mediums  nicht  so 
erheblich  von  einander  abweichen  wie  Metall  und  Flüssigkeit, 
durch  welche  Annahme  die  Aufgabe  wesentlich  erleichtert  wor- 
den war.  Ok« 
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F.  Kohlräüsch.    Zurückführuiig  der  Siemens'schen  gal- 
vanischen Widerstandseinheit  auf  absolutes  Maass. 

Pogg.  Ann.  Supplbd.  VI  1-35. 
Die  Arbeit  enthält  eine  Zusaromenstellung  und  Kritik  der 
verschiedenen  Methoden  der  absoluten  Widerstandsbestimmung. 
Die  vorkommenden  Rechnungen  enthalten  nur  Bekanntes  und 
beziehen  sich  besonders  auf  eine  mit  Dämpfung  schwingende 
Nadel.  Angeführt  mag  noch  das  auch  für  den  Mathematiker 
interessante  Endresultat  werden.  Die  Siemens'sche  Quecksilber- 
einheit 

=  9717000000  -1^  oder 
See. 

=  0,9717  ^^pi, 

'  Secunde.  Ok. 

L.    Lorenz.      Der    electrische    Leitungswiderstand    des 
Quecksilbers  in  absolutem  Maasse.      Pogg.  Ann.   CXLIX. 

251-269. 
Bekanntlich  muss  der  nach  absolutem  Maasiße  gemessene 
Widerstand  eines  Leiters  als  Geschwindigkeit  aufgefasst  werden. 
Auf  diese  Bemerkung  gründet  der  Verfasser  eine  neue  Methode 
der  absoluten  Widerstandsbestimmung,  bei  welcher  nur  die  ge- 
naue Messung  einer  Umdrehungsgeschwindigkeit  auszuführen  ist. 
Es  ist  hier  nicht  der  Ort  genauer  auf  die  Beschreibung  dieser 
Methode  einzugehen.  Doch  mag  bemerkt  werden,  dass  bei  der- 
selben hauptsächlich  die  inducirende  Wirkung  eines  Rreisstromes 
in  Bezug  auf  eine  rotirende  Kupferscheibe  in  Betracht  kommt. 
Zur  Berechnung  dieser  Induction  ist  die  mathematische  Theorie 
herangezogen.  Es  handelt  sich  besonders  um  die  Berechnung 
des  Potentials  des  constanten  Kreisstromes.  Dieselbe  ist  mit 
Hülfe  elliptischer  Integrale  durchgeführt.  Zum  Vergleich  mit 
der  soeben  besprochenen  Widerstandsbestimmung  von  Kohlrausch 
mag  das  Endresultat  angeführt  werden: 

1.  S.  E.  =  9337000000 


Mm. 


See. 


Ok. 
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J.  MoüTTER.     Sur  la  conductibilit^  des  iii^taux.   Bull.  d.  i 

S.  Phil.  X.  54-58. 

Der  Verfasser  sucht  zunächst  die  bekannte  Thatsaebe,  dass 
der  Leitungswiderstand  der  Metalle  annähernd  proportional  der 
absoluten  Temperatur  wächst,  durch  Betrachtungen  «ber  die  Na- 
tur des  electriscben  Stroms  zu  erklären,  indem  er  denselben  als 
Bewegung  des  Aethers  Vuffasst.  Aus  dieser  AuiSchauung  lassen 
sich  dann  auch  die  übrigen  Wärmevorgänge  ableiten,  welche  der 
galvanische  Strom  hervorruft.  •    Ok. 

J.  MoüTiER.     Sur  la  d^charge  des  conducteurs  ölectrisös. 

C.  R.  LXXVII.  1238-1241. 
Betrachtungen  über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Poten- 
tial  der   freien  Electricität   an  der  Oberfläche  eines  geladenen 
Conductors  und  der  bei  der  Entladung  geleisteten  Arbeit,  welche 
nichts  Neues  enthalten.  Ok. 

K.  Zenger.     Ueber  die  Wirkung  symmetriscb  vertheilter 

Leiter.      Casopis.  IT.  195-199.  (Böhmisch). 

Uebersetzung  des  Berichtes  des  Verfassers  an  die  von  der 
französischen  Akademie  der  Wissenschaften  gewählte  Commis- 
sion  für  Blitzableiter.    (Siehe  C.  R.  LXXV.  pag.  8GS). 

W. 

J.  C.  Maxwell.  On  the  theory  of  a  systcm  of  electri- 
fied  conductors  aud  other  physical  tlicories  involving 
homogeneous  qnadric  functions.    Proc  of  L.  M.  s.  rv. 334-336. 

Enthält  allgemeine  Betrachtungen  über  homogene  quadrati- 
schen Functionen,  welche  sich  in  verschiedenen  Theilen  der  ma- 
thematischen Physik  darstellen.  .  Cly.  (0.) 

BoBYLEFP.  Sur  la  dispersion  de  T^lectricit^  dans  las  gaz 
et  sur  la  distribution  de  Mectricit^  snr  deux  sphferes. 
P6ter8boarg. 

Der  erste  Theil  ist  rein  experimentell.    Im  zweiten  Theil 
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wird  das  bekannte  Problem  mit  einigen  neuen  Entwickelungeu 
behandelt.  Z.  (0.) 

F.  KoHLRAüscH.     Ueber  die  electromotorische  Kraft  sehr 
dünner  Gasschichten.  Pogg.  Ann.  CXLVIII.  143-154. 

Siehe  F.  d.  M.  IV.  554. 
M.  AvENARius.     Ein  Beitrag   zur  Theorie   der  Thermo- 

strÖmCf      Pogg.  Ann.  CXLIX.  372-379. 

Die  Anwendung  der  mechanischen  Wärraetheorie  auf  Thermo- 
strorae  föhrt  zu  einer  electromotorischen  Kraft,  welche  propor- 
tional der  Temperaturdifferenz  der  Löthstellen  ist.  Dieses  Re- 
sultat steht  mit  der  Erfahrung  im  Widerspruch.  Der  Verfasser 
hat  früher  durch  Versuche  festgestellt,  dass  die  electromotorische 
Kraft  vielmehr  durch  einen  Ausdruck  zweiten  Grades  darzustellen 
ist.  Einen  solchen  Ausdruck  liefert  auch  die  mechanische  Wärrae- 
theorie, wenn  man  annimmt,  dass  Theile  desselben  Metalls  bei 
verschiedenen  Temperaturen  electromotorisch  gegen  einander 
wirken.  Ok. 

J.  Hervert.     üeber  die  electromotorische  Kraft. 

Casopis.  II.  86-91.  (Böhmisch).  W. 

L.  ScH WENDLER.     Uebcr  Differeütialgalvanoraeter. 

Pogg.  Ann.  CXLVIII.  270-279- 

Der  Verfasser  behandelt  folgende  Frage:  Wie  muss  der 
Widerstand  der  Gewinde  eines  Differentialgalvanometers  zu  dem 
zu  messenden  Widerstände  sich  verhalten,  wenn  die  Empfindlich- 
keit desselben  am  grössten  sein  soll?  In  einem  einfachen  Fall, 
wenn  nämlich  der  Widerstand  der  Batterie  gegen  den  zu  messen- 
den Widerstand  verschwindet,  ergiebt  sich  die  Regel,  dass  der 
Widerstand  eines  Gewindes  ein  Drittel  des  zu  messenden  Wider- 
standes sein  muss. 

Ohne  diese  vereinfachende  Voraussetzung  wird  die  Reehnung 
etwas  verwickelter  und  führt  auf  die  Bestimmung  des  Maximums 
einer  Function  zweier  veräaderlieher  Grössen.  Ok. 
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Du  MoNCEL.      Siir   les  conditions  de  raaximum   de  la 
rösistance  des  galvaiiomfetres.    o.  R.  LXXVI.  368-371.  1201- 

1203.  1403-1407. 

J.   Raynaud.     Sur   les  conditions   de  maxiraiim  d'effet 
magn^tiqne.    c.  R.  LXXVI.  1303-1304.  1554. 

Du  MoNCEL.    Note  sur  les  meilleures  dimensions  h  don- 
ner  aux  electro-aimants.     c.  R.  LXXVii.  347-351. 1017-1021. 

Entgegen  den  Resultaten  einer  früheren  Arbeit  von  Schwend- 
1er  glaubt  Du  Moncel  das  Maximum  der  Empfindlichkeit  eines 
Galvanometers  nicht  dann  annehmen  zu  mltssen,  wenn  sein 
Widerstand  dem  Widerstände  des  Schliessungskreises  gleich  ist, 
sondern  dann,  wenn  crsterer  grösser  ist,  als  letzterer.  Dieses 
Resultat  wird  dann  auch  für  die  gtlnstigste  Construction  von 
Magnetisirungsspiralen  verwerthet.  Wohl  mit  Recht  macht  hier- 
gegen Raynaud  darauf  aufmerksam,  dass  das  behandelte  Problem 
verschiedener  Auffassungen  ßthig  ist.  Entweder  ist  eine  Draht- 
masse von  bestimmtem  Durchmesser  gegeben  und  es  soll  die 
Anzahl  der  Windungen  festgestellt  werden,  welche  bei  einem 
gegebenen  Stromkreise  ein  Maxiraum  der  Ablenkung  hervor- 
bringt; oder  es  ist  eine  Kupfermasse  gegeben,  welche  in  Draht 
von  einem  solchen  Querschnitt  zu  verwandeln  ist,  dass  ebenfalls 
ein  Maximum  der  Wirkung  eintritt.  Hierüber  entspinnt  sich  eine 
längere  Discussion,  welche  neue  Gesichtspunkte  nicht  enthält. 

Ok. 

J.  Jamin.     Sur  la  throne  de  Taimant  normal  et  sur  le 
moyen    d'augmentev  infiniment   la   force  des  aimants. 
C.  R.  LXXVI.  790-794. 
Die  Untersuchungen  des  Verfassers  haben  den  Zweck  die- 
jenigen Formen  von  Stahlstäben  zu  ermitteln,  welche  bei  gleichen 
Massen  die  stärksten  Magnete  liefern.    Es  findet  sich,  dass  dies 
Stahllamellen  von  geringer  Dicke  sind,  die  auf  einander  gelegt 
werden.     Einen  solchen  Magnet   bezeichnet  der  Verfasser   als 
Normalmagnet.    Die  Untersuchung  ist  übrigens  wesentlich  expe- 
rimentell.   Das  „Theoretische"  dabei  besteht  in  der  Aufstellung 

Fortschr.  A  Math.  V.  3,  37 
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einiger  empirischer  Formeln.  Was  den  zweiten  Theil  des  Titels 
betrifft,  so  mag  die  Bemerkung  gentigen,  dass  der  Verfasser  es 
liebt,  seinen  Arbeiten  verführeriscbe  Ueberschriften  zu  geben. 

Ok. 

E.  RiECKE.     Bemerkungen  über  die  Polpunkte  eines  Mag- 
nets.     Popg.  Ann.  CXLIX   62-74. 

Siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  554. 

E.  RiECKE.      Beitrag   zur    Kcnntniss  der  Magnetisirung 
des  weichen  Eisens.    Pogg.  Ann.  CXLix.  433-474. 

Bekanntlich  ist  der  Zusammenhang  zwischen  dem  magneti- 
schen Zustand  jedes  Punktes  einer  inducirten  Eisenmasse  und 
der  magnetisirenden  Kraft  in  demselben  complicirter,  als  es  aus 
der  Poisson'schen  Theorie  hervorgeht,  weil  die  in  jener  ange- 
nommene Proportionalität  zwischen  der  magnetisirenden  Kraft 
und  dem  magnetischen  Moment  des  MolecUls  nicht  besteht.  Die 
zwischen  den  beiden  letzten  Grössen  bestehende  Beziehung  kann 
man  die  „Magnetisiruugsfunctiou'*  nennen. 

Dieselbe  lässt  sich  leicht  aus  dem  magnetischen  Moment 
eines  dünnen  cylindrischen  Stabes  ermitteln.  Doch  ist  es  auch 
möglich  dieselbe  aus  dem  magnetischen  Moment  einer  Kugel  zu 
berechnen.  Der  Verfasser  unterscheidet  daher  zwischen  der  Mag- 
netisirungsfunction  einer  Kugel  und  derjenigen  eines  Cylinders. 
Zwischen  beiden  besteht  eine  einfache  Beziehung.  Die  Bestim- 
mung dieser  Functionen  aus  eigenen  Versuchen,  sowie  ihre  Be- 
rechnung aus  früheren  Versuchsreihen,  ist  der  Zweck  der  vor- 
liegenden Arbeit.  Ok. 

H.  ScHNEEBELi.      Beiträge    zur  Kenntniss  des  Stabmag- 
netismus.     Pogg.  Ann.  Supplbd.  VI.  141-170. 

Die  Betrachtungen  über  die  Pole  der  Stahlmagnete  enthalten 
wenig  Neues.  Die  Arbeit  ist  hauptsächlich  experimentell,  und 
sind  nur  einige,  bekannte  Formeln  zur  Berechnung  der  Versuche 
benutzt.  Ok. 


Digitized  by 


Google 


Capitel  3.    Electricität  und  Magnetismas.  577 

A.  VON  Waltknhofen.  lieber  ein  allgemeines  Theorem 
zur  Berechnung  der  Wirkung  magnetisircnder  Spiralen. 
Wien.  Anz.  X.  51. 

Kurze  Mittheilung  eines  Satzes  ohne  Beweis.  Ok. 

H.  Seelig  KR.  lieber  gewisse  Fehlerquellen,  welche  die 
electrischen  Operationen  bei  telegraphischen  Längen- 
bestimmungen beeinflussen  können.    Astr.  Nachr.  Lxxxrr. 

221-240. 

Th.  Albrecut.     Schreiben  au  den  Herausgeber  der  Astr. 

Nachr.      Astr.  Nachr.  LXXXII.  257. 

II.  Seeliger.     Erklärung.     Astr.  Nachr.  LXXXIL  305. 

Von  dem  grösstcntheils  poleniischen  Inhalt  dieser.  Artikel 
ist  hier  nur  aus  dem  ersten  hervorzuheben,  dass  der  Verfasser 
den  Einfluss  untersucht,  welchen  der  in  den  Eisenkernen  und 
dem  Anker  eines  lielais  erregte  Magnetismus  auf  das  zur  Mes- 
sung der  Stromstärke  benutzte  Galvanometer  haben  kann,  wenn 
dieses  dem  Relais  sehr  nahe  steht.  B. 

H.  Wild.  Ueber  ein  neues  Variationsinstrument  für  die 
Verticalintcnsität  des  Erdmagnetismus.  Pogg.Ann.cxLVilL 

115-126. 
Siehe  F.  d.  M.  IV.  p.  557.  ük. 

L.  Perard.  Etüde  sur  les  proc^dds  suivis  pour  ddter- 
ininer  les  ölements  du  magudtismc  terrestre. 

Mt»in,  cour.  in  4.  de  Belg.  XXXVII. 

Glasener,  E.  Quetelet,  Cu.  de  Montiony.  Rapports 
sur  ce  memoire.     HalL  de  Beig.  (2  XXX.  420-4:57. 

Die  Arbeit  enthält  ein  R6sume  tiber  die  besten  Arbeiten,  die 
sieh  mit  der  Bestimmung  der  Elemente  des  Erdmagnetismus  be- 
schäftigen, und  lA  in  :]  Theile  getheilt.  I.  Studium  der  Ver- 
theihing  der  magnetischen  Kraft  in  künstlichen  Magneten;  Theorie 
der    magnetischen  Induction;    Herstellung   künstlicher   Magnete, 

37* 
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IL  Messung  der  Elemente  des  Magnetismus.  Der  Gegenstand 
ist  elementar  behandelt,  was  durch  die  ZuhUlfenahme  des  ein- 
fachen Magneten  (analog  der  des  einfachen  Pendels)  möglich 
wird.  Das  Problem  der  Messung  der  absoluten  Intensität  wird 
gelöst  nach  den  Methoden  von  Poisson,  Lamont  und  Gauss. 
111.  Beschreibung  der  hauptsächlichsten  magnetischen  Apparate 
und  der  beiden  Observatorien  zu  Brüssel  ^nd  München. 

Mn.  (0.) 

A.  Seydler,     Ueber  Erdmagnetismus.     Casopis.  li  249-266. 

(Böhmisch). 
Der  Aufsatz  giebt  eine  gedrängte  Uebersicht  über  die  Haupt- 
punkte der  Lehre  vom  Erdmagnetismus,  ohne  dabei  etwas  Neues 
bieten  zu  wollen.  W. 


Capitel  4. 
Wärmelehre. 

E.  Mathieu.     Cours  de  physique  mathdmatique. 

Paris,  Gauthier- Villars.  4*. 
Siehe  Abschn.  XI,  Cap.  1,  p.  510. 

V.  V.  Lang.     Einleitung  in  die  theoretische  Physik. 

Theil  III.     Braunschweig.  Vieweg.  8*^. 
Siehe  Abschn.  XI,  Cap.  1,  p.  504. 

R.  Röntgen.   Die  Grundlehren  der  mechanischen  Wärme- 
theorie.     Theil  2.  Jena.  1874. 

Nachdem  über  den  ersten  Theil  dieses  Werkes  schon  früher 
(F.  d.  M.  III  534)  berichtet  worden  ist,  ist  hier  nur  noch  hinzu- 
zufügen, dass  zu  den  allgemeinen  Principien  der  raechaniscben 
Wärmetheorie,  welche  derselbe  behandelte ^  in  dem  zweiten  Tbeile 
die  Anwendungen  anf  Dämpfe  und  Dampfmaschinen  hinzukomnien. 
Da  das  Werk  hauptsächlich  fttr  Techniker  bestimmt  ist,  so  ist 
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auch  hier  die  DarBtellang  eine  elementare  und  nimmt  besondere 
Rtteksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Praxis.  Ok. 

Mohr.     Zur  Geschichte   der  mechanischen  Wärmelehre 
und  der  Theorie  der  Gase!     Schlömilch  z.  xvill.  415-423. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  Bemerkungen  über  die,  fUr  die 
Entwickelung  der  mechanischen  Wärmetheorie  so  folgereiche 
Schrift  von  Carnot:  „Röflexions  sur  la  puissance  motrice  du  feu". 
Ausserdem  bespricht  er  ausführlicher  ein  neu  erschienenes  Werk 
von  Dellinghausen:  „Grundzüge  der  Vibrationstheorie  der  Natur*'. 
Reval  1872.  Ok. 

C.   SziLY.      Das   dynamische   Princip  von   Hamilton   in 
der  Thermodynamik.    Pogg.  Ann.  CXLIX.  74-86. 

Auch  gegenüber  der  schon  besprochenen  Erwiderung  von 
Clausius  (F.  d.  M.  IV,  560)  hält  der  Verfasser  seine  Ableitung 
des  zweiten  Hauptsatzes  aus  dem  Hamilton'scfaen  Princip  auf- 
recht. Den  Unterschied  der  Betrachtungsweise,  welche  auf  das 
Hamilton'sche  Princip  führt,  von  der,  welche  Clausius  angewandt 
hat,  characterisirt  er  in  folgender  Weise.  Es  besteht  eine  ganz 
allgemeine  Grundgleichung  der  Dynamik,  welche  auch  schon  in 
dem  Handbuch  der  theoretischen  Physik  von  Thomson  und  Tait 
in  der  folgenden  Form  sich  findet: 

Diese   für  einen  Punkt  aufgestellte  Gleichung  lässt  sich  leicht 
auf  ein  Punktsystem  anwenden. 

Es  bedeutet:  E  die  totale  Energie,  f  die  mittlere,  lebendige 
Kraft  in  dem  Zeitraum  t^  U  die  Kräftefunction ;  8U  bezieht  sich 
auf  die  Gesammtvariation  dieser  Function,  bei  welcher  auch  Aen- 
derungen  der  Gonstanten  derselben  vorkommen  können. 

Nun  nimmt  Hamilton  an,  dass  solche  Aenderungen  nicht 
vorkommen.  Dann  verschwindet  also  das  letzte  Glied  der  rechten 
Seite.    Bei  Clausins  verschwindet  dasselbe  zwar  auch,  aber  nur 
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aus  dem  Grunde,  weil  der  Mittel werth  desselben  für  einen  hia- 
reichend  grossen  Zeitraum  als  verschwindend  angenommen  wird. 
Die  zurtlckbleibende  Gleichung: 

-Y  =  S2\g{if). 

giebt  dann  für   einen  umkehrbaren  Kreisprocess  leicht  den  zwei- 
ten Hauptsatz. 

Somit  besteht  immerhin  ein  wesentlicher  Unterschied  der 
beiden  Betrachtungsweisen.  Da  nun  der  Verfasser  selbst  zugiebt, 
dass  für  die  Wärmelehre  die  oben  erwähnte  Veränderung  der 
Constanten  in  der  Kräftefunction  von  erheblicher  Wichtigkeit  ist, 
so  scheint  es  nicht  gerechtfertigt,  wenn  derselbe  zum  Schluas 
einfach  seine  frühere  Behauptung  wiederholt.  Ok. 

C.  SziLY.     On  Hamiltou's  dyiiamic  principle  in  thenno- 
(lynaniics.     Phil  Mag.  1873. 

Diese  Arbeit  ist  eine  Discussion  mit  Clausius.  Der  Verfasser 
zeigt,  dass  eine  Gleichung,  die  Clausius  als  eine  eigne  beansprucht, 
in  einer  andern  Bezeichnung  schon  in  Thomson's  und  Tait's 
„Natural  Philosophy"  veröffentlicht  worden  ist.  Siehe  Gleichung 
(y)  auf  p.  Tod  daselbst.  Er  zeigt  auch,  dass  sie,  mit  gewissen 
Beschränkungen,  identisch  mit  der  von  Hamilton  ist,  da  der 
Hamilton'sche  Fall  ja  nur  ein  besonderer  von  dem  von  Thomson 
ist,  und  dass  wieder  eine  Boltzmann^sche  Gleichung  in  der  Ab- 
handlung „lieber  die  mechanische  Bedeutung  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  Wärmetheorie"  (Wiener  Sitzungsber.  LIII)  identisch  mit 
der  Gleichung  Hamilton's  ist.  Csy.  (0). 

R.  Clausius.     lieber  einen  neuen  mechanischen  Satz  in 
Bezng  auf  stationäre  Bewegungen.   Pogg.  Ana.  CL.  10G-130 

Im  Eingange  seiner  Abhandlung  geht  der  Verfasser  eben- 
falls auf  die  Betrachtungen  ein,  mit  denen  sieh  die  oben  bespro- 
chene Arbeit  beschäftigt,  und  hebt  nochmals  die  Differenzen  her- 
vor, zwischen  seiner  Art  der  Betrachtungsweise  mechanischer 
Probleme  und  zwischen  den  Voraussetzungen  und  dem  Charactcr 
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der  Hamiiton'scben  Gleichung.  Die  beiden  Hauptpunkte  sind 
die  folgenden: 

1)  Die  Hauiilton'sche  Gleichung  schliesst  die  Variation  von 
Constanten  in  der  Kräftefunction  aus. 

2)  Es  entstehen  Schwierigkeiten,  wenn  man  dieselbe  auf 
stationäre  Bewegungen  anwenden  will,  d.  h.  auf  Bewegungen 
eines  Punktsystems,  bei  welchen  die  veränderlichen  Grössen  auch 
nach  Verlauf  eines  längeren  Zeitraums,  aber  in  entsprechenden 
Zeitpunkten,  in  ihren  Variationen  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten. 

Als  Ausgangspunkt  einer  neuen  Entwicklungsreihe  dient  dem 
Verfasser  ein  von  ihm  früher  gefundener  Lehrsatz  (F.  d.  M.  III, 
534-536),  dem  er  jetzt  eine  etwas  andere  Form  giebt: 

JD—^  ^8c  =  df+  fdlgi. 
ac 

Für  die  Bezeichnungen  kann  auf  das  obige  Referat  (p.  579)  ver- 
wiesen werden.  Es  ist  nur  noch  zu  bemerken,  dass  die  auf 
der  linken  Seite  auftretende  Summe  diejenigen  Aenderungen  zu- 
sammenfasst,  welche  die  Kräftefunction  durch  Aenderung  der 
Constanten  erleidet. 

Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe  diesen  Lehrsatz 
möglichst  zu  verallgemeinern  und  gelangt  dabei  zu  einem  neuen 
Satz  über  stationäre  Bewegungen. 

Um  denselben  verständlicher  zu  machen,  ziehen  wir  es  vor, 
zuerst  das  Beispiel  zu  besprechen,  das  der  Verfasser  am  Schluss 
seiner  Arbeit  giebt.  Zwei  Punkte  üben  Wirkungen  auf  einander 
aus,  welche  in  beliebiger  Weise  von  ihrer  Entfernung  abhängen. 
Dieselben  haben  willkürliche  Anfangslagen  und  Anfangsgeschwin- 
digkeiten. Ihre  Bewegung  kann  zerlegt  werden  in  eine  periodi- 
sche Aenderung  ihrer  Entfernung  und  in  eine  Drehung  ihrer 
Verbindungslinie  um  ihren  gemeinschaftlichen,  unveränderlichen 
Schwerpunkt.  Führt  mau  ein  Polarcoordinatensjstem  ein  mit 
dem  Schwerpunkt  als  Anfangspunkt,  sind  r  und  r'  die  Badien- 
vectoren,  &  und  &'  die  Winkel  derselben  mit  einer  festen  Axe, 
m  und  (4  die  Massen  der  Punkte,  ist  endlich  e,  die  Dauer  der 


Digitized  by 


Google 


582  XI.  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

periodischea  Aendening  der  Entfernung  und  t,  die  mittlere  Um- 
drebungszeit  ibrer  Verbindungslinie,  so  gilt  die  Gleichung; 

5(I/-f)  = -^{r"51gi.  +r';9J-'51gi,l+^gjc. 

Hierbei  sind  die  Mittelwertbe  aus  einem  hinreichend  grossen 
Zeitraum  zu  entnehmen. 

Die  allgemeine  Gleichung  wird  hiernach  leicbter  zu  verstehen 
sein.  Es  kommt  dabei  ein  beliebiges  Punktsystem  in  Betraclit, 
auf  welches  die  Bewegungsgleichungen,  bezogen  auf  allgemeine 
Coordinaten,  in  der  von  Lagrange  herrührenden  Form  angewandt 
werden.  Diese  Coordinaten  mögen  sein:  7,,  ?,  . . .  ^«;  ihre  Diffe- 
rentialquotienten nach  der  Zeit:  q\^  9',, . . .  9'^.    Ferner  sei: 

dT 

und  es  seien:  t,,  t,,,  . . .  t„  gewisse  Zeiträume,  welche  den  n  Ver- 
änderlichen q  entsprechen.  Wenn  dann  t  die  Zeit  bedeutet,  so 
setzt  der  Verfasser: 

und  nennt  die  Grössen  «p  die  zu  den  Veränderlichen  q  gehörigen 
Phasen.  Bei  den  Variationen,  welche  in  der  Hauptgleichung 
vorkommen,  sollen  diese  Grössen  q>  als  constant  angesehen  wer- 
den. Wird  dann  noch  eine  Bedingung  erfüllt,  welche  der  Be- 
wegung ihren  stationären  Gharacter  verleiht,  so  lautet  der  neue 
Lehrsatz: 

Welchen  Nutzen  diese  Gleichung  für  die  Mechanik  gewährt,  ist 
noch  abzuwarten.  Der  Verfasser  verspricht  indess  noch  weitere 
Transformationen  derselben,  sowie  Anwendungen  auf  die  Wärme- 
lehre. Ok. 


Ledieü.  Demonstration  directe  des  principes  de  la  thermo- 

dynamique.      C.  R.   LXXYII.   94-101.   163-167.   260-264.  325-329. 
414-417.  455-461.  517-520. 

Die  vorliegenden  Arbeiten  enthalten  die  Inhaltsangabe  einer 
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noch  zu  erwartendCD,  ausftlfarlioheren  Abhandlung  des  Verfassers. 
Zweck  derselben  ist,  aus  einer  möglichst  allgemeinen  Annahme 
über  die  Bewegungszustände  der  Materie  die  Hauptsätze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  abzuleiten.  Da  im  Allgemeinen 
keine  neuen  Resultate  gefunden  werden  sollen,  sondern  nur  eine 
neue  Form  der  Ableitung  fttr  bekannte  Sätze,  so  scheint  es  nicht 
nothwendig  hier  im  Einzelnen  den  Gedankengang  des  Verfassers 
zu  verfolgen.  Ausgehend  von  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  unterscheidet  derselbe  zwischen  verschiedenen  Classen  von 
Kräften  und  dem  entsprechend  auch  zwischen  verschiedenen 
Classen  von  Energien  und  wendet  überhaupt  einen  wissenschaft- 
lichen Apparat  auf,  der  zu  den  erlangten  Resultaten  in  keinem 
rechten  Verhältniss  steht  Besonders  ist  der  Beweis  des  zweiten 
Hauptsatzes  schon  in  ähnlicher  Form  von  Clausius  und  Anderen 
gegeben  worden.  Jedenfalls  enthält  die  umfangreiche  Arbeit 
nichts,  das  in  mathematischer  Beziehung  besonderes  Interesse 
verdiente.  Ok. 

W.  C.  Wi'jTWER.    lieber  die  Art  der  Bewegung,  welche 
wir  Wärme  nennen.  Schiömiich  z.  xviii.  141-185. 

Der  Verfasser  geht  von  Bedenken  aus,  welche  er  gegen  die 
neuere  Gastheorie  hegt.  Indem  er  die  Existenz  eines  Aethers 
als  erwiesen  durch  die  Lichtbewegung  ansieht,  glaubt  er,  dass 
derselbe  bei  allen  Molecularbewegungen  mit  berücksichtigt  wer- 
den müsse.  Nachdem  er  sodann  seine  eigenen  Grundvorstellun- 
gen über  die  Materie  aus  seiner  Schrift  „Die  Moleculargesetze*' 
reproducirt  hat,  bespricht  er  zunächst  die  relativen  Stellungen, 
welche  Molecüle  und  Aethertheile  zu  einander  einnehmen  können, 
femer  die  Schwingungsbewegungen,  welche  seiner  Vorstellung  von 
der  Wärme  entsprechen.  Er  geht  dann  specieller  auf  die  Gase  ein. 
Es  folgt  die  Besprechung  des  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetzes, 
der  specifischen  Wärme  der  Gase,  ihrer  Wärmeleitungsfähigkeit. 
Schliesslich  geht  er  auf  die  Wärmevorgänge  bei  festen  und 
flüssigen  Körpern,  besonders  auf  die  Aenderung  des  Aggregat- 
zostandes  ein.     Die  Art  der  Behandlung  ist  eine  elementare. 
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Zum  Theil  sind  die  Ableitungen  nicht  durch  allgemeine  Formeln, 
sondern  durch  Zahlenbeispiele  geliefert,  so  dass  die  ganze  Ab- 
handlung in  mathematischer  Beziehung  kein  grosses  Interesse, 
sondern  nur  den  Wunsch  erregt,  die  aufgeworfenen  Fragen 
möchten  in  vollkommenerer  Weise  beantwortet  werden. 

Ok. 

G.  HiNRiCHS.     Sur  la  rotation  molöculaire  des  gaz. 

C.  R.  LXXVI.  1357-1360. 

G.  HiNRicHS.     Sur  le  calcul  des  moments  d'inertie  des 

mole^cules.     0.  R   LXXVI.  1592-1594. 

Auszüge  aus  einer  noch  nicht  veröffentlichten  „M^canique 
mol^culaire''  des  Verfassers.  Bekanntlich  ftlhrt  die  Annahme 
einer  nur  geradlinig  fortschreitenden  Bewegung  der  Gasmolecöle 
zu  Formeln  ftlr  die  Constanten  der  Gase,  welche  mit  der  Erfah- 
rung nicht  übereinstimmen.  Man  hat  deshalb  angenommen,  dass 
den  MoicGüien  ausserdem  noch  eine  rotirende  Bewegung  zukommt. 
Mit  Berücksichtigung  dieser  Bewegung  stellt  der  Verfasser  zu- 
nächst einen  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  eines  Molecflls 
auf  und  bildet  dann  Formeln,  welche  die  specifischen  Wärmen 
von  üämpfen  zu  berechnen  gestatten.  Dieselben  werden  mit 
Beobachtungsresultaten  von  Regnault  verglichen. 

In  der  zweiten  Arbeit  werden  die  Trägheitsmomente  chemi- 
scher Molecüle,  besonders  complicirter  organischer  Verbindungen 
berechnet.  Hierbei  sind  die  Molecüle  gemäss  den  Structurformeln 
der  neueren  Chemie,  in  eine  Reihe  von  Atomgruppen  getheilt  und 
dieselben  räumlich  neben  einander  gestellt.  Die  Trägheitsmo- 
mente sind  dann  für  eine  ziemlich  willkürlich  angenommene 
Drehungsaxe  berechnet.  Ok. 

Philipps.    Notes  sur  divers  points  de  la  thermodynamique. 

Ano.  de  rfic.  Norm.  (2)  II.  1-13. 
Es  werden  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  folgenden  Auf- 
gaben bebandelt: 

1.   Zustandsänderungen  eines  Körpers  längs  einer  adiabati- 
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sehen  Linie.    Dies  sind  Betrachtungen  über  bekannte  Gleichungen 
der  mechanischen  Wärmetheorie. 

2)  Ueber  die  verschiedenen  Formeln,  durch  welche  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit eines  Gases  aus  der  engen  Oeifnung  eines 
Reservoirs  dargestellt  werden  kann.  Diese  Aufgabe  lässt,  je 
nach  den  Annahmen,  welche  man  über  den  Zustand  des  aus- 
fliessenden Gases  macht,  verschiedene  Lösungen  zu.  Der  Ver- 
fasser hat  eine  von  Weisbach  herrührende  Formel  einer  weiteren 
Transformation  unterworfen,  welche  sie  für  Zahlenrechnungen 
bequemer  macht. 

3.  Ueber  eine  neue  Form  der  Grundgleichungen  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie.  Benutzung  der  bekannten,  graphischen 
Darstellung  eines  Kreisprocesses  um  die  aufgewandte  Wärme 
zu  berechnen.  Ok. 


J.  W.  GiBBS.  Graphical  methods  in  the  thermodynamics 
of  fluids.       Trans.  Connect.  Ac.   II.  2.  309-342. 

J.  W.  GiBBs.  A  metliod  of  geoinetrical  representation 
of  the  thermodynamic  properties  of  substances  by 
means   of   SUrfaces.      Trane.  Connect.  Ac.  IL  2.  3S2-404. 

In  den  Lehrbüchern  Über  mechanische  Wärmetheorie  wird 
gewöhnlich  der  Kreisprocess,  welchen  ein  Körper  durchläuft,  da- 
durch graphisch  dargestellt,  dass  man  Druck  und  Volumen  eines 
Körpers  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene 
ansieht,  und  den  Weg  dieses  Punktes  verfolgt.  Bei  einem  Kreis- 
process ist  die  beschriebene  Bahn  eine  geschlossene.  Das  ein- 
geschlossene Flächenstttck  repräsentirt  die  geleistete  Arbeit. 
Diese  Methode  zu  verallgemeinern,  ist  der  Zweck  der  vorliegen- 
den Abhandlungen. 

Nennt  man  bei  passender  Wahl  der  Einheiten:  W  die  ge- 
leistete Arbeit;  H  die  zugeführte  Wärme;  p,  e,  t,  €,  tj  Druck, 
Volumen,  Temperatur,  Energie  und  Entropie  des  Körpers,  so 
lauten  die  Grundgleicbungen  der  mechanischen  Wärmetheorie: 
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de   r=dH-dW, 

dW=p.dv, 

dH  =  t  .  dfi. 
Die  Zastandsäoderung  eines  Körpers  kann  im  Allgemeinen 
als  abhängig  angesehen  werden  von  der  Aenderung  zweier  der 
zuletzt  genannten  ttiuf  veränderlichen  Grössen.  Da  man  die- 
selben stets,  wie  zuvor  p,  r,  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punktes  in  der  Ebene  ansehen  kann,  so  lassen  sich  also  noch 
viele  Methoden  der  graphischen  Darstellung  denken.  Von  diesen 
zeichnet  sich  besonders  eine  aus.  Nimmt  man  nämlich  Tempe- 
ratur und  Entropie  zu  unabhängigen  Veränderlichen,  so  zeigt  die 
letzte  Gleichung,  dass  das  durch  die  Bahncurve  eingeschlossene 
Flächenstück  die  von  Aussen  aufgenommene  Wärmemenge  dar- 
stellt. Diese  Methode  wird  demnach  ausführlicher  besprochen 
und  auf  Gase  und  Dämpfe  angewandt. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  aus  den  oben  gegebenen 
Gleichungen  ein  weiterer  Schluss  gezogen.    Aus  denselben  folgt: 

di  =  tdti  —  pdv. 
ö«  _        de 

Sieht  man  e,  v,  t]  als  rechtwinklige  Coordinaten  im  Raum 
an,  so  stellt  die  letzte  Gleichung  eine  Oberfläche  dar,  welche 
der  Verfasser  thermodynamische  Oberfläche  nennt.  Ein  be- 
stimmter Zustand  des  Körpers  entspricht  einem  Punkte  der  Ober- 
fläche. Die  Richtungswinkel  der  Tangentialebene  stehen  in  ein- 
facher Beziehung  zu  Druck  und  Temperatur  des  betreffenden 
Punktes.  Dies  ist  die  Grundidee  des  Verfahrens.  Die  weiteren 
Ausführungen  sind  von  geringerem  Interesse.  Wenigstens  scheint 
keine  der  Anwendungen  dem  Referenten  in  mathematischer  Be- 
ziehung erwähnenswerth.  Ok. 

J.  MouTiER.     Sur  la  chaleur  de  transformaiion.     c.  R 

LXXVI.  365-368. 

J.  MouTiER.    Sur  las  vapeurs  6mises  k  la  m^me  temp^- 
rature.     C.  R.  LXXVI.  1077-1080. 
Einfache  Betrachtungen,  welche  der  mechanischen  Wärme- 
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theorie  entlehnt  sind,  werden  angewandt,  um  die  Wärmevorgänge 
zu  berechnen,  welche  den  Uebergang  eines  Körpers  aus  einem 
Zustand  in  einen  andern  begleiten.  Als  Resultat  erhält  der  Ver- 
fasser den  Satz:  Die  Wärmeproduction  bei  diesem  Uebergang  ist 
dem  Unterschied  der  Verdampfungswänuen  in  dem  einen  und 
anderen  Zustand  proportional.  Diese  Betrachtungsweise  wird 
auf  folgende  Beispiele  angewandt: 

1.  Der  Körper  bestehe  in  dem  einen  Zustand  aus  Wasser 
und  einer  gewissen  Quantität  eines  Salzes;  in  dem  andern  aus 
der  entsprechenden  Salzlösung. 

2.  Der  Körper  sei  Eis  resp.  Wasser  bei  0°. 

3.  Der  Körper  lasse  allotrope  Zustände  zu,  wie  z.  B.  Phos- 
phor. Die  in  der  ersten  Arbeit  erhaltenen  Resultate  findet  der 
Verfasser  auch  bestätigt  durch  Betrachtung  der  speciellen  Wärmen 
der  Körper  in  den  zwei  verschiedenen  Zuständen.  Ok. 

J.  MoUTiER.     Sur  quelques  applications  du  th^orfeme  de 
Carnot.    Inst.  I.  351-352. 

Der  angezogene  Lehrsatz  bezieht  sich  eigentlich  auf  die 
Verdampfung  einer  Flttssigkeit;  er  lautet: 

L=A.T.if^-f>)-^. 

Hier  bedeutet  L  die  Verdampfungswärme,  ©  und  c'  die  Volumina 
der  Substanz  in  flüssigem  und  dampfförmigem  Zustand,  p  die 
Spannkraft  des  Dampfes  bei  der  Temperatur  T. 

Diesen  Lehrsatz  wendet  der  Verfasser  auf  verschiedene  Vor- 
gänge an,  um  bei  denselben  die  Wärmeänderungen  zu  finden: 
auf  die  chemische  Zersetzung  von  Wasserdampf  durch  Eisen, 
auf  die  Condensation  von  Gasen  und  Flüssigkeiten  in  porösen 
Körpern  und  auf  die  Gapillarerscheinungen.  Ok. 

J.  MoüTiER.    Sur  les  efFetstlievmiques,  qui  accompagnent 
la  flexion  et  la  torsion.    Inst.  L  381-382. 

Ebenso  wie  man  gefunden  hat,  dass  die  Ausdehnung  eines 
Stabes  in  seiner  Längsrichtung  von  einer  Temperaturerniedrigung 
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begleitet  sein  muss,  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  Biegung  und 
Torsion  desselben  entsprechende  Temperaturänderungen  hervor- 
bringen. Ok. 

J.  MouTiER.     Sur  le  travail  interne  dans  les  gaz  k  tem- 
p^rature  constante.  inst.  i.  88-90.  Bull.  d.  i.  s.  Phil.  x.  13-U. 

Einige  Bemerkungen  zu  bekannten  Gleichungen  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie.  Ok. 

G.  Recknagel.    Ueber  Temperatur  und  Temperaturraaass. 

Pogg.  Ann.  Supplbd.  VI.  275-302. 

Nachdem  der  Verfasser  auf  die  Schwierigkeit  einer  genügen- 
den Begriflsbestimmung  der  Temperatur  hingewiesen  hat,  geht 
er  auf  die  neuere  Definition  der  absoluten  Temperatur  als  Maass 
der  lebendigen  Kraft  der  Wärmebewegung  ein.  Die  Zunahme 
derselben  ist  bekanntlich  bei  Gasen  leicht  zu  messen,  weil  nach 
der  gewöhnlichen  Annahme  eine  innere  Arbeit  bei  denselben 
nicht  stattfindet.  Dass  diese  Annahme  richtig  ist,  sucht  der  Ver- 
fasser durch  elementare  Rechnungen  im  Anschluss  an  Arbeiten 
von  Clausius  nachzuweisen.  Schliesslich  giebt  derselbe  von  Neuem 
eine  Ableitung  des  Begriff's  der  absoluten  Temperatur. 

Ok. 

G.  Hansemann.     Ueber  den  Einfluss  der  Anziehung  auf 
die  Temperatur  der  Weltkörper.     Pogg.  Ann.  Supplbd.  vi. 

417-440. 

Bekanntlich  nimmt  die  Temperatur  der  Luft  von  der  Erd- 
oberfläche aus  nach  oben  stetig  ab.  Wenngleich  man  genügende 
Erklärungen  dieser  Erscheinung  kennt,  so  glaubt  der  Verfasser 
doch  noch  auf  einen  andern,  bisher  nicht  beachteten  Grund  auf- 
merksam machen  zu  müssen.  Seiner  Ansicht  nach  erlangen  die 
Luftmolecüle  bei  ihrer  Bewegung  von  oben  nach  unten  in  Folge 
der  Anziehung  der  Erde  eine  grössere  lebendige  Kraft^  a)s  bei 
ihrer  umgekehrten  Bewegung.  Daraus  müsste  dann  eine  Abnahme 
der  Temperatur  nach  oben  folgen.  Zur  Prüfung  dieser  Annahme 
sind  Versuche  angestellt,  auf  welche  hier  nicht  eingegangen  wer- 
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den  kann.    Doch  mag  bemerkt  werden,  dass  dieselben,  wenig- 
stens qualitativ,  ftlr  die  aufgestellte  Hypothese  sprechen. 

Ok. 

Hirn.     Sur  la  variabilit^  de  la  loi  apparente  de  Dnlong 

et   Petit.      0.  R.  LXXVI.  19M94. 

Der  Verfasser  sucht  die  Zweifel  zu  widerlegen,  welche  sich 
an  der  Richtigkeit  des  genannten  Gesetzes  erhoben  haben.  Er 
weist  besonders  auf  den  Unterschied  hin  zwischen  der  wahren, 
specifischen  Wärme  und  der  experimentell  bestimmten,  welch  letztere 
noch  die,  auf  äussere  und  innere  Arbeit  verwandte  Wärme  in 
sich  schliesst.  Kennt  man  erst  die  wahren  specifischen  Wärmen, 
so  wird  das  Gesetz  genau  erfüllt  werden.  Ok. 

V.  Schlegel,  lieber  das  specifisclie  Gewicht  der  Legirungen. 

Schlömilch  Z.  XVHL  9G-102. 

Bekanntlich  liegen  im  Allgemeinen  die  Schmelzpunkte  der 
Legirungen  tiefer  als  diejenigen  der  Bestandtheile,  und  fallen 
die  specifischen  Gewichte  derselben  stets  niedriger  aus,  als  man 
der  Berechnung  nach  erwarten  sollte.  Indem  der  Verfasser  das 
erste  Factum  als  ein  Zeichen  ansieht,  dass  Wärme  bei  Bildung 
der  Legirung  verbraucht  wird,  findet  er  das  Aequivalent  dafür 
in  der  Zunahme  des  Volumens,  welche  die  Abnahme  des  spe- 
cifischen Gewichts  bewirkt.  Auf  Grund  dieser  Vorstellung  wird 
durch  elementare  Rechnung  eine  Formel  abgeleitet,  welche  eine 
Beziehung  zwischen  der  Abnahme  des  specifischen  Gewichts  und 
dem  Schmelzpunkte  der  Legirung  giebt.  Ok. 

E.  Meissel.     Ueber  die  Verbreitung  vollkommen  elasti- 

ScLer   Gase.      Grunert  Arch    LV.  22.5-241. 

In  einer  Hohlkugel  befindet  sich  ein  Gas,  dessen  Molectile 
sich  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung  an- 
ziehen. Welches  ist  die  Dichtigkeit  des  Gases  in  jedem  Punkte 
der  Kugel?  Der  Verfasser  gelangt  auf  einem  etwas  umständ- 
lichen Wege  zu  der  Aufstellung  einer  Differentialgleichung  zwei- 
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ter  Ordnung  für  die  Dichtigkeit  F(^x),  welclie  durch  Einfllhrung 
einer  zweiten  Function  &{x)  in  die  beiden  Gleichungen  übergeht: 

^f{x)  +  —&'(x;)  =  F{x) 

FCx)  +  F(x).&'{x)  =  0. 

Hier  bedeutet  x  die  Entfernung  vom  Mittelpunkt.  Wäre  der  Ver- 
fasser von  den  Grundgleichungen  der  Hydrostatik  ausgegangen, 
so  würde  er  viel  schneller  zu  den  beiden  eben  aufgestellten 
Gleichungen  gelangt  sein  und  auch  die  physikalische  Bedeutung 
von  &ix)  erkannt  haben.  i9'{x)  ist  nämlich  das  Potential  der 
Gasmasse  im  Punkte  x.  Die  Integration  lässt  sich  in  geschlosse- 
ner Form  nicht  ausführen.  Der  Verfasser  berechnet  daher  eine 
Reihe  numerischer  Werthe  der  beiden  Functionen  und  giebt 
schliesslich  eine  Tabelle  der  vom  Centrum  abnehmenden  Dich- 
tigkeit. Ok. 

A.   Freeman.     Rix   thermodynaraic  relations.      Messenger 

(2)  II.  131-136. 
Der  Verfasser  erhält,  indem  er  mit  unwesentlichen  Aende- 
rungen  die  Bezeichnungen  von  Briefs  ^La  chaleur^  benutzt,  durch 
eine  direct  analytische  Methode  folgende  thermodynamische  Glei- 
chungen 

-_-*L  — Jf?-  dt?   _  dT 

dT  ~'  dp'  .    d(p  '^  1^' 

dp  __  dqp^  ^P  —  _  _^ 

dT"   dv'  "5^ ""      "57' 

l=_^if^_^^       i  _    rfp      dv         dp      dv 
'^  dp  '  dv         dv  '  dp  '         "^    dT'  d(p        drp  '  dT' 
T  ist  die  absolute  Temperatur,  =  273"  +  t.  Glr.  (0.) 

V.  DvoRäK.     Ueber   die  Schallgeschwindigkeit   in  Gas- 
gemengen.   Wien.  Anz.  X.  186-187. 

Mischt  man  zwei  gleiche  Volumina  von  zwei  verschiedeneD 
Gasen  von  den  Dichtigkeiten  d,  resp.  d%  beide  von  der  Expao- 
sivkraft  1,  so  ist  die  Schallgeschwindigkeit  in  dem  Gemenge 


Digitized  by 


Google 


Gapitel  4.    Wärmelehre.  591 


=1^ 


Der  Verfasser  giebt  eine  kurze  Ableitung  dieser  Formel  aus  der 
Gastheorie.  Wn; 

F.  Zöllner.  Erwiderung  auf  die  Bedenken  des  Herrn 
Reye  gegen  meine  Erklärung  der  Sonnenflecke  und 
Protuberanzen.    Pogg.  Ann.  CL.  426-453. 

Der  Verfasser  sucht  zu  zeigen,  dass  „die  sämmtlichen  Rech- 
nungen des  Herrn  Reye,  clie  sich  auf  Bewegungserscheinungen 
in  der  Atmosphäre  der  Erde  oder  der  Sonne  beziehen,  (dieselben 
sind  Herrn  Reye's  Buch  über  die  Wirbelstürme  als  Anhang  bei- 
gefügt), auf  einer  physikalisch  unmöglichen  Annahme  beruhen, 
welche  jene  Rechnungen  jeder  Bedeutung  für  reelle  Verhältnisse 
beraubt".  Im  Uebrigen  enthält  die  Arbeit  Erörterungen  über 
die  Theorie  der  Sonnenflecke.  Wn. 

F.  Folie.  Du  commencement  et  de  la  fin  du  nionde 
d'aprfes  la  thdorie  m^canique  de  la  chaleur.   Ball,  de  Belg. 

(2)  XXXVL  797-827. 
Die  kleine  Arbeit,  die  auch  als  Separat brochüre  (Brüssel, 
Hayez  1873)  erschienen  ist,  enthält  eine  klare  Auseinandersetzung 
der  Geschichte  der  Principien  und  der  Folgerungen  der  Thermo- 
dynamik. Die  behandelten  Gegenstände  sind  folgende:  Zusam* 
menhang  von  Kraft  und  Materie.  Notiz  über  die  Arbeiten  von 
Mayer,  Joule,  Helmholtz,  Carnot,  Clausius,  Rankine  und  Thom- 
son. Erstes  Princip  der  Thermodynamik.  Drei  Arten  positiver 
und  negativer  Transformation.  In  einem  umkehrbaren  Kreis- 
process  ist  die  Summe  der  Transiormationen  Null,  wenn  es  sich 
um  Gase  oder  andere  Körper  handelt.  In  den  nicht  umkehr* 
baren  Kreisprocessen  ist  diese  Summe  positiv;  die  Disgregation 
geht  in  der  Natur  ohne  Aufhören  vermehrend  vor  sich.  Im  Uni- 
versum ist  die  Energie  constant,  aber  da  die  Disgregation  nach 
einem  Maximum  strebt,  geht  die  Welt  einem  Zustande  absoluter 
Homogeneität  entgegen,  wo  die  calorischen  Bewegungen  alle  an- 

Fortschr.  d.  Math.  V.  9.  '     3g 


Digitized  by 


Google 


592  XT.  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

deren  ersetzt  haben  werden.  Daraus  folgt,  dass  die  Welt  wahr- 
scheinlich ein  Ende  haben  wird,  und  dass  sie  sicher  einen  An- 
fang gehabt  hat,  ohne  den  sie  schon  zu  einem  Maximum  der 
Disgregation  gekommen  sein  würde.  Eine  bestimmte  schöpferi- 
sche Kraft,  und  nicht  die  Kräfte  der  Welt  selbst,  kann  sie  allein 
noch  umbilden,  wenn  sie  zu  diesem  Maximum  gekommen  sein 
wird.  Mn.  (0.) 

A.  Seydler.      üeber  Wärmestrahlung   in  verschiedenen 

Medien.      Casopis.  II.  153-167.  (Böhmi8ch\ 

In  der  8'^"  Abhandlung  seines  bekannten  Werkes  über  me- 
chanische Wärmetheorie  beweist  Clausius  den  Satz,  dass  sich 
das  Emissionsvermögen  eines  Körpers  umgekehrt  verhalte,  wie 
das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  womit  die  Strahlung  erfolgt, 
oder  direct  wie  das  Quadrat  des  Brccliungscxponenten  desjenigen 
Mediums,  in  welchem  die  Strahlung  stattfindet.  Clausius  fiilirt 
den  Beweis  auf  Grundlage  des  Satzes,  dass  der  Strahl  seinen 
Weg  in  der  kürzesten  Zeit  beschreibt;  ausserdem  werden  noch 
andere  Sätze  der  höheren  Physik  zu  Hülfe  genommen,  wodurch 
der  Beweis  sehr  allgemein  und  elegant;  aber  nicht  jedem  zu- 
gänglich wird.  Bei  der  grossen  Wichtigkeit  des  obigen  Satzes 
ist  in  dem  citirtcn  Aufsatz  der  Versuch  gemacht,  einen  mehr 
elementaren  und  anschaulichen  Beweis  zu  liefern.  Die  Wärme- 
menge, welche  ein  Oberflächenelement  eines  Körpers  einem  zwei- 
ten zuwendet,  ist  proportional:  dem  Emissionsvermögen,  der 
Grösse  des  Oberflächenelementes,  und  der  Oeffnung  des  Strahlen- 
kegels, welcher  vom  ersten  Element  ausgehend  das  zweite  znr 
Basis  hat.  Berechnet  man  danach  jene  Wärmemenge,  so  gelangt 
man  schliesslich  zum  obigen  Satze. 

Am  Schlüsse  des  Aufsatzes  werden  einige  Fälle  besprochen, 
in  denen  man  bei  oberflächlicher  Betrachtung,  eben  auf  Grund- 
lage des  obigen  Satzes,  erwarten  wttrde,  dass  Wärme  von  einem 
kälteren  auf  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann. 

W. 
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Geodäsie  und  Astronomie. 

Capitel  L 
Geodäsie. 

W.  Jordan.  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Eine 
Sammlung  von  Resultaten  der  höheren  und  niederen 
Vermessungskunde.     Stuttgart.  Metzler.  80. 

Das  Buch  zerfällt  in  drei  Tbeile.  Im  ersten  findet  sieh,  nach 
einigen  Vorbemerkungen,  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
und  ihre  Anwendung  auf  Beobachtungen.  Der  zweite  Theil  ent- 
hält die  niedere  Geodäsie,  während  der  dritte  die  höhere  Geo- 
däsie behandelt,  soweit  dieselbe  zum  Verständniss  der  Grad- 
messung  nöthig  ist.  Eine  ausfilhrlicbe  Recension  giebt  F.  R.  Hel- 
mert  in  Schlömilcb  Litz.  XVIII.  33-40.  0. 

F.  R.  Helmert.  Die  Ausgleichungsrechnung  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  Anwendung  auf 
die  Geodäsie   und   die  Theorie  der  Messinstrumente. 

Leipzig  1872.  8o. 
Ein  Lehrbuch  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  das  in 
organischem  Zusammenhang  die  Aufgaben  der  Ausgleichungsrech- 
nung behandelt,  zunächst  unabhängig  von  einem  bestimmten 
Fehlervertheilungsgesetz.  Die  Aufgaben,  die  in  demselben  durch- 
genommen werden,  sind:  I.  Directe  Beobachtungen.  II.  Ver- 
mittelnde Beobachtungen.    III.  Bedingte  Beobachtungen.   IV.  Ver- 

38* 
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mittelnde  Beobachtungen  mit  Bedingungsgleichungen.  V.  Allge- 
meinste Aufgabe,  die  alle  anderen  als  specielle  Fälle  enthält. 
Eine  ausführliche  Recension  findet  sich  Schlümilch  Litz.  XVIII. 
4-9.  0. 

H.  Levret.  D^tennination  des  positions  g^ographiques 
siir  un  ellipsoide  quelconque.    C.  R.  LXXVI.  410-413. 

Wenn  auf  einem  Umdrehungsellipsoid  die  Länge  eines  geo- 
dätischen Bogens,  ferner  für  den  einen  Endpunkt  die  geographi- 
sche Länge  und  Breite,  sowie  das  Azimuth  gegeben  ist,  so  kann 
man  die  analogen  Stücke  für  den  andern  Endpunkt  ausdrücken 
durch  eine  nach  Potenzen  der  Bogenlänge  fortschreitende  Reihe, 
deren  Coefficienten  als  Functionen  der  gegebenen  Stücke  bereits 
früher  von  Legendre  und  Puissant  gegeben  worden  sind.  In  dem 
vorliegenden  Auszuge  wird  nun  kurz  ein  Verfahren  skizzirt, 
welches  dasselbe  für  das  dreiaxige  EUipsoid  leistet.  B. 

H.  Levret.  Influence  sur  les  r(5sultats  des  opÄ-ations 
g^od^siques,  de  la  Substitution  des  arcs  de  la  plus 
courte  distance  aux  sections  planes  de  Tellipsoide,  ex- 
pression  de  la  correction  qui  doit  etre  faite  k  toutes 
les  valeurs  des  mesures  d'angles.    C.  R.  LXXVI.  540-542. 

Auf  dem  EUipsoid  ist  das  Azimuth  eines  von  dem  Punkte 
A  aus  gesehenen  Punktes  B  verschieden  von  dem  Azimuth  der 
geodätischen  Linien  AB  in  A,  Der  Verfasser  giebt  einen  Aus- 
druck für  diese  Differenz,  in  welchem  die  vierten  und  höheren 
Potenzen  der  Erdexcentricität  und  die  zweite  Potenz  der  Länge 
des  geodätischen  Bogens  vernachlässigt  werden.  B. 

H.  Resal.     Note  sur  le  planimfetre  polaire.     C.  R.  LXXVII 

509-511. 
Herleitung  des  allgemeinen  Satzes,  welcher  dem  Amsler'schen 
Polarplanimeter  zu  Grunde  liegt,  unter  Benutzung  der  bekannten 
Lehrsätze  über  die  Zerlegung  und  Zusammensetzung  von  unend- 
lich kleinen  Rotationen.    Der  allgemeine  Ausdruck  fQr  den  Sector, 
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welcheD  der  Fahrstift  des  Planimeters  in  Bezug  auf  den  festen 
Still  beschreibt,  enthält  elliptische  Integrale,  welche  verschwinden, 
wenn  der  Fahrstift  eine  geschlossene  Curve  durchlaufen  hat. 

B. 

J.  A.  C.  OuDEMANS.  Ueber  das  Problem,  aus  dem  Brei- 
ten- und  dem  Längenunterschiede  zweier  Oerter  auf 
dem  Erdsphäroid  ihre  Entfernung  und  die  gegen- 
seitigen Azimuthe  zii  berechnen.       Astr.    Nachr.   LXXXI. 

305-320. 
Eine  eingehende  Besprechung  der  Genauigkeit  der  von  Fran- 
coeur,  Puissant,  Hansen  und  Bremicker  für  die  genannte  Aufgabe 
gegebenen  Lösungen  und  Begründung  von  Modificationen  dieser 
Lösungen,  um  sie  für  die  numerische  Rechnung  noch  bequemer 
zu  machen.  B. 

A.  WiTTSXein.  Ueber  den  Schlussfehler  grosser  Nivelle- 
ments.    Astr.  Nachr.  LXXXI.  291. 

F.  R.  Helmert.     Zur  Theorie  des  geometrischen  Nivel- 

lirens.     Astr.  Nachr.  LXXXI.  297. 

G.  Zachariae.  Ueber  den  spharoidischen  Schlussfehler 
geometrischer '  Nivellementspolygone. 

Astr.  Nachr.  LXXXII.  73. 
Alle  drei  Aufsätze  beschäftigen  sich  mit  der  durch  Herrn* Za- 
chariae in  den  Astr.  Nachr.  LXXX.  (F.  d.  M.  IV.  p  578)  angeregten 
Frage,  ob  der  durch  geometi'isches  Nivellement  ermittelte  Höhen- 
unterschied zweier  Punkte  unabhängig  ist  von  dem  Wege,  längs 
dessen  das  Nivellement  ausgeführt  worden  ist.  Herr  Wittstein  defi- 
nirt  als  Höhenunterschied  zweier  Orte  A  und  B  die  Differenz  zwischen 
den  von  A  und  B  aus  an  die  ideale  Meeresoberfläche  gezogenen 
Normalen,  Herr  Helmert  dagegen  setzt  dafür  die  Differenz  zwi- 
schen den  Werthen  des  Potentials  der  Erde,  welche  auf  den  durch 
A  und  B  gehenden  Niveauflächen  stattfinden,  wofür  man  auch 
setzen  kann  den  linearen  Abstand  der  beiden  Niveauflächen  in 
A  oder  B,  multiplicirt  mit  der  daselbst  stattfindenden  Schwere, 
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wenigstens  so  lange  man  es  nur  mit  geringen  Höhenunterschieden 
zu  thun  hat.  Der  dritte  Aufsatz  enthält  eine  Besprechung  der 
in  den  beiden  ersten  entwickelten  Formeln  für  den  Schlussfehler 
eines  Nivellementspolygons.  B. 

YvoN  ViLLARCEAU.  Nouvcaux  th^orfemes  suv  les  attrac- 
tioiis  locales  et  applications  k  la  d^termination  de  la 
vraie  figure  de  la  Terre.     Liouvilie  J.  ,2)  xvill.  393436. 

YvoN  ViLLARCEAU.  Nouveau  mode  d'application  da 
troisifeme  th^orfeme  sur  les  attractions  locales  au  con- 
trole  des  rdseaux  g^odesiques  et  k  la  d^terminatiou 
de  la  vraie  figure  de  la  Terre.    C  R.  LXXVL  85i-«59. 

Die  Abhandlung  in  LiouvilIe*s  J.  ist  im  Wesentlichen  eine 
Reproduction  dreier  lüden  CR.  für  18G8,  1871,  1873  publicirter 
Aufsätze  desselben  Verfassers;  (cfr.  dieses  Jahrbuch  Bd.  I,  p.39i', 
III.  p.  549).  Der  dritte  Aufsatz  behandelt  denselben  Gegenstand 
wie  der  zweite  (C.  R.  1871),  nämlich  die  iuterpolatorische  Dar- 
stellung der  als  wahre  Figur  der  Erde  definirten  bestimmten  S- 
veaufläche.  Während  aber  dort  die  Entwickelungen  für  die  Dar- 
stellung der  gesuchten  Grössen  durch  trigonometrische  Reihen 
gegeben  wurden,  sind  sie  in  dem  dritten  Aufsatz  in  algebraischer 
Form  gegeben,  d,  h.  durch  Reihen,  welche  fortschreiten  nach 
den  j^otenzen  der  Längen-  und  Breitenunterschiede  zwischen  den 
einzelnen  Beobachtungsstationen.  fi. 

J.  ToDHUNiER.  On  the  equation  which  determines  the 
form  of  the  strata  in  Legeiidre's  and  Laplace's  theorv 

of  the   figure   of  the   earth.      Trans,  of  Cambridge.  Xn.301-31^ 
Die  fragliche  Gleichung  ist 

2»-l-iy^daVa-V*' 
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(Möcanique  cöleste,  livre  III.  §  30).  Diese  Gleichung  kommt  in 
der  Theorie  der  Gestalt  der  Erde  7or,  wenn  dieselbe  als  eine  nicht 
homogene  Flüssigkeit  betrachtet  wird,  und  zwar  gilt  diese  Glei- 
chung in  eben  dieser  Theorie  für  alle  positiven  ganzzahligen 
Werthe  von  w,  ausgenommen  n  =  2.  In  dem  Falle,  wo  «  =  2, 
ist  das  rechtsseitige  Glied  nicht  Null.  Verschiedene  Mathematiker 
haben  sich  bemüht  zu  beweisen,  dass,  ausser  wenn  Yn  =  0,  es 
keinen  Werth  von  Yn  giebt,  der  der  Differentialgleichung  genügt, 
oder  wenigstens  keinen  Werth,  der  in  der  Theorie  der  Erdge- 
stalt annehmbar  wäre.  Diese  Beweise  prüft  der  Verfasser,  zeigt, 
auf  welche  Annahmen  sie  sich  stützen,  und  bezeichnet  auch  die 
möglicherweise  dagegen  zu  machenden  Einwürfe. 

Die  geprüften  Beweise  sind  die  von  Legendre,  Laplace, 
O'Brien  und  Pratt.  Die  beiden  ersten  (nach  welchen  es  keine 
annehmbare  Lösung  in  Bezug  auf  die  Gestalt  der  Erde  giebt), 
hält  der  Verfasser  ftir  möglichst  befriedigend.  Den  Beweis 
O'Brien's,  obgleich  sehr  allgemein  gehalten,  hält  er  für  illusorisch 
und  gegen  Pratts  Untersuchungen  wendet  er  ein,  dass  die  An- 
nahmen sehr  breit  seien  und  die  physikalische  Deutung  des 
Problems  wesentlich  beschränken.  Herr  Todhunter  fügt  eine 
eigne  Untersuchung  dieser  Aufgabe  bei.  Glr.  (0.) 


J.  Todhunter.      On   the  arc  of  the  meridian  measured 

•      in   Lapland.      Trans,  of  Cambridge  XII.  1-26. 

Der  in  Lappland  gemessene  Meridianbogen,  so  klein  und  in 
Folge  dessen  so  unwichtig  er  im  Vergleich  mit  sehr  viel  grösseren  ge- 
messenen Bogen  ist,  hat  grosses  historisches  Interesse.  Die  Messun- 
gen des  Bogens  in  den  Jahren  1 7oG  und  1737  beendeten  einen  Jahre 
langen  Streit  zwischen  den  Anhängern  Cassini's  und  denen  New- 
ton's.  Erstere  behaupteten,  der  Polardurchmesser  der  Erde  sei 
grösser  als  der  Aequatorialdurchmesser;  letztere  verfochten  das 
Gegentheil.  Das  Resultat  der  Beobachtungen  in  Lappland  war 
der  Cassivi'schen  Theorie  entschieden  entgegen;  doch  entstanden 
neue  Schwierigkeiten,  da  die  durch  die  Lappländische  Messung 
erhaltene  Ellipticität  der  Erde  zu  gross  gegenüber  anderen  Un- 
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tersuchuDgcu  erschien.  Daher  wurde  Anfangs  dieses  Jahrhunderts 
der  Bogen  von  Neuem  gemessen.  Der  Verfasser  fand  nun,  bei 
einem  Studium  der  Berichte  über  diese  Messungen^  welche  im 
Uebrigen  ganz  annehmbar  erscheinen,  vielfache  und  bedenkliche 
Fehler.  Diese  bezeichnet  er  und  giebt  auch  die  nöthigen  Ver- 
besserungen. Die  französische  Messung  des  Bogens  (1736)  wurde 
von  Maupertuis,  Glairaut/  Camus  und  Lemonnier  in  Gemeinschaß 
mit  Outhier  und  Celsius  ausgeführt.  1738  erschien  Maupertnis' 
Bericht,  1744  der  von  Outhier  darüber;  1827  brachten  die  Astr. 
Nachr.  eine  ausführliche  Uebersicht  der  französischen  Messungen 
von  Rosenberger.  Im  Jahre  1802  war  der  Bogen  noch  einmal 
von  Ofverbom  und  Svanberg  gemessen  worden;  die  Resultate 
veröffentlichte  letzterer  1805.  Der  Verfasser  beleuchtet  eine 
ganze  Reihe  Abweichungen  dieser  Gelehrten  unter  einander  und 
auch  mit  späteren  Astronomen.  Er  zeigt  u.  A.,  dass  die  Ampli- 
tude des  französischen  Bogens  durchaus  in  keiner  Beziehung  zu 
der  von  Maupertuis  zu  Tornea,  dem  einen  Endpunkte  des  Bo- 
gens, bestimmten  Breite  besteht,  und  dass  die  Voraussetzung 
Delambre's,  dass  die  Abweichung  des  französischen  vom  schwedi- 
schen Bogen,  der  bei  Kiltis  anfing,  durchaus  nicht  nach  den 
ursprünglichen  Arbeiten  gerechtfertigt  erscheint^  auch  nicht 
corrigirt  werden  kann.  Die  Abhandlung  enthält  eine  sorgsame 
Kritik  der  Arbeiten  von  Maupertuis,  Outhier,  Rosenberger  und 
Svanberg,  sowie-  der  Beobachtungen  Delambre's  über  diesen 
Gegenstand.  Glr.  (0.) 

Breton  de  Champ.     Traite  du  nivellemeot.      7'"eedit,  S'. 

Paris.  Gauthier-Villars. 

A.  Favaro.     Beiträge  zur  Geschichte  d^r  Plauimeter. 

Allgem.  Bauzeitung  1873,  auch  Wien.  Waldheim.  4®. 
Siehe  Abschnitt  I,  Cap.  1.  p.  52. 
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Capitel  2. 
Astronomie. 

F.  R.  Helmert.  Recension  der  „Theoretischen  Asti-ono- 
mie"  von  F.  W.  Klinkerfues,   .Schlömilch  z.  XVIII.   Lite- 

raturz.  61-67. 
Aus  dieser  Besprechung  des  genannten  Werkes  ist  hier  nur 
Folgendes  hervorzuheben.  Herr  Klinkerfues  hatte  in  seinem 
Werke  den  Versuch  gemacht,  die  Methode  der  Verbesserung 
einer  Planeten-  oder  Cometenbahn  durch  die  sogenannte  Variation 
der  Distanzen  so  umzuformen,  dass  sie  das  strenge  Verfahren 
der  Verbesserung  der  sechs  Bahnelemente  vollständig  ersetzen 
könnte.  In  der  Recension  ist  nun  der  Nachweis  geitlhrt,  dass 
das  hierbei  eingeschlagene  Verfahren  wenigstens  in  der  vorliegen- 
den Gestalt  unzureichend  ist.  B. 

M.  Chaudrikoff.     Schreiben  an    den   Herausgeber  der 

Astr.   Nachr.    Astr.  Nachr.  LXXXI.  57. 
Vorschlag,  die  bekannte  Euler'scbe  Gleichung  fQr  die  Pla- 
netenbewegung zur  Bestimmung  einer  elliptischen  Bahn  in  ähn- 
licher Weise  zu  verwenden,  wie  bei  der  Bestimmung  einer  Parabel. 

B. 

V.  Knorre.  Entwickelung  einer  Correctionsformel ,  be- 
treflGend  die  Bestimmung  der  Bahn  eines  Himmels- 
köi*pers  aus  drei  Beobachtungen.      Astr.  Nachr.    LXXXI. 

193-224. 
Ein  näheres  Eingehen  auf  den  Inhalt  dieser  Abhandlung 
mttssen  wir  uns  hier  versagen,  da  ein  solches  nicht  ohne  einen 
ausgedehnten  Apparat  von  '  Formeln  möglich  wäre.  Der  den 
Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Gedanke  ist  folgender.  Es 
seien  x  und  y  die  beiden  Hauptunbekannten  des  Problems  (bei 
Gauss  P  und  Q\  ferner  seien  x^  und  y^  die  entsprechenden 
Werthe  von  x^  y,  welche  der  nächsten  Hypothese  flElr  die  Nähe* 
rungsrechnang  zu  Grunde  gelegt  werden,  dann  bat  man 
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^i  =  /"(^j  y)    Vi  =  9{^,  y)\ 

wenn  endlich  a?i  +  5,  y,  +  £  die  wahren  Werthe  der  Unbekannten 
sind,  Bo  ist  auch  * 

x^-\r8  =  fix,  +  5,  y,  +  «)      y,+e  =  g(x,  +  5,  y,  +  *), 
oder  wenn  man  nach  dem  Taylor^schen  Satz  entwickelt 

y.  +*  =  y.  +  -^K--  +  ^)  +  ^(y.-j.  +  0. 

Die  Abhandlung  hat  nun  vorzugsweise  den  Zweck  nachzuweiseD, 
dass  die  partiellen  Ableitungen  von  f  und  g  aus  den  bekannteo 
Grössen  mit  genügender  Annäherung  berechnet  werden  können, 
so  dass  mau  im  Stande  ist  8  und  e  linear  durch  die  Differenzen 
x^  —  X  und  y^  —  y  auszudrücken.  Die  beigefügten  Zahlenbei- 
spiele  zeigen,  dass  die  Annäherung  bei  diesem  Verfahren  erheb- 
lich rascher  stattfindet,  als  bei  dem  gewöhnlichen.  B. 

G.  W.  Hill.  Oii  tlie  inequality  of  long  period  in  the 
longitiide  of  Saturn,  whose  argument  is  six  times  the 
luean  anonialie  of  Saturn  minus  twice  that  of  Jupiter 
minus  three  times  that  of  Uranus.    Astr.  Nachr.  Lxxxn. 

193-224. 
Berechnung  der  Goefficienten  der  im  Titel  angegebenen  Glei- 
chung in  der  Saturnuslänge.  B. 

V.  PuiSEUx.  Sur  la  formation  des  equations  de  eondi- 
tions  qui  resulteront  des  observations  du  passage  de 
Vdnus  du  8  D6cembre  1874.  c.  R.  Lxxvir.  1505-I5ii. 

Den  Haupttheil  des  Aufsatzes  bilden  ^usgedehate  Httlfstafelo, 
aus  denen  man  die  Goefficienten  der  für  den  Venusdurchgaog 
1874  anzusetzenden  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Ver- 
besserungen der  Sonneuparallaxe,  der  Venus-  und  Sonnentafeln, 
der  geographischen  Länge  des  Beobachtungsortes  und  des  schein- 
baren Halbmessers  beider  Gestirne,  den  verschiedenen  Beobacli- 
tongsmethoden  entsprechend,  direct  entnehmen  kann.       B. 
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Ed.  DuBOis.  Sur  Tinfluence  de  la  rdfraction  atmosph^- 
rique  relative  k  Tinstant  du  contact  dans  un  passage 

de   V^llUS.     C.  R.  LXXVI.  1526-1530. 

J.  A.  C.  OüDEMANS.  Observations  relatives  k  une  com- 
munication  de  M.  Ed.  Dubois  sur  Tiiifluence  de  la 
r^fraction  atmosphörique,  ä  Tinstant  d'un  contact  dans 
un  passage  de  Vönus.     c.  R.  Lxxvii.  99i-995. 

Ed.  Dübois.     Rdponse  aux  observations  de  M.  Oudemans 
sur  Tinfluence  de  la  refraction  atmosphörique   k  Tin- 
stant  d'un  contact  dans  un  passage  de  Venus. 
C,  R.  LXXVn.  1150. 

Herr  Dubois  leitet  aus  elementaren  geometrischen  Betrach- 
tungen einen  Maximalwerth  für  den  Einfluss  ab,  den  die  Refrac- 
tion auf  die  Momente  der  Ränderberilhrungen  bei  Venusdurch- 
gängen haben  kann.  Dieser  Einfluss  ^rweist  sich  als  unmerk- 
lich. In  der  Note  von  Herrn  Oudemans  ist  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  die  Theorie  dieses  Einflusses  bereits  von  Hansen 
eingehend  behandelt  worden  ist,  und  dass  bei  strenger  Betrach- 
tung der  Frage  sich  der  Dubois'sche  Maximalwerth  auf  den 
fünften  Theil  seines  Werthes  reducirt.  Die  Replik  von  Herrn 
Dubois  ist  ohne  mathematisches  Interesse.  B. 

A.  Wittstein.     Ueber  Sternschnuppen  -  Beobachtungen. 

Astr.  Nachr.  LXXXI.  241, 

Der  mathematische  Theil  des  Aufsatzes  beschäftigt  sich  mit 
der  Lösung  folgender  Aufgabe:  Ein  Meteoritenstrom  trifft  die 
Erde,  es  soll  die  relative  Häufigkeit  der  Meteore  bestimmt  wer- 
den, welche  für  einen  bestimmten  Beobachter  innerhalb  des  von 
zwei  Verticalkreisen  und  dem  Horizont  eingeschlossenen  Theiles 
der  scheinbaren  Himmelskugel  aufleuchten.  B. 

R.  A.   Proctor.      Graphical   method   of  detenuining  the 
motion   of  a  body  in  an  elHptic  orbit  under  gravity. 
Monthl.  Not.  XXXIII.  386-391. 
Der  Verfasser  zeigt,  wie  üfit  Htllfe  eines  Diagramms,  das 
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ein  für  alle  Mal  sorgfältig  mit  Dinte  auf  gutem  Zeicheupapier 
aufgetragen  ist,  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Bahn  von 
beliebiger  Ausdehnung  sehr  einfach  durch  eine  gezeichnete  Con- 
struction  bestimmt  werden,  und  in  wenigen  Augenblicken,  die 
Construction  der  Ellipse  eingerechnet,  vervollständigt  werden 
kann.  Die  Lösungsmethode  des  Prof.  Adams  wird  ausserdem 
gegeben.  Glr.  (0.) 

J.  M.  Wilson.     A  geometrical  investigation  of  the  orbit 
of  a  double  star.    Monthl.  Not.  XXXIII.  375-378. 

Rein  geometrische  Losung  des  Problems:  „Es  sei  die  Bahn, 
als  auf  das  Gewölbe  des  Himmels  projicirt  gedacht,  und  die  Lage 
des  betreffenden  Sternes  auf  derselben,  gegeben.  Gesucht  wird 
die  Inclination  und  die  Lage  der  wirklichen  Bahn^.  Die  wirkliche 
Bahn  kann  in  irgend  einer  Ebene  und  der  bezügliche  Stern  in 
dem  Focus  derselben  in  dieser  Ebene  liegen.  Schief  gesehen, 
ändert  sich  die  Excentricität  der  Bahn  im  Allgemeinen  und  der 
Stern  erscheint  nicht  mehr  im  Brennpunkte  der  vorausgesetzten 
Ellipse.  Die  Aufgabe  ist  also,  aus  der  Grösse  der  Entfernung 
von  dem  Focus  die  Lage  der  wahren  Ellipse  zu  finden.  Der 
Verfasser  fügt  in  einer  Nachschrift  hinzu,  dass  das  Problem  in 
besserer  Weise,  als  von  ihm,  von  Thiele  in  den  Astr.  Nachr. 
No.  1227  gelöst  sei.  Glr.  (0.) 

Bert.     On  the  moon's  librations.     Phil.  Mag.  1873. 

Enthalt  eine  Kritik  über  Proctor's  Buch  über  den  Mond  und 
zeigt,  dass  dessen  Au&ählung  der  Librationen  des  Mondes  lücken- 
haft sei.  Csy.  (0.) 

6.  A.  Hirn.      Conditions  d'^quilibre  et  nature  probable 

des   anneaux   de   Saturne.    4o.  Paris,  Gauthier- Villars. 

J.  BouRGET.     Memoire  sur  le  d^veloppement  alg^brique 
de  la  fonction  perturbatrice.   Liouviiie  j.  (2)  xviii.  loi-i28. 

Die  in  der  vorliegenden  Abhasdlung  durchgeführte  algebrai- 
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sehe  Entwiekelung  der  Störungsfunction  ist  in  ihren  Hauptztigen 
dem  von  Hansen  in  ^Entwiekelung  der  ungraden  und  negativen 
Potenzen  von  (r'  +  r"  —  2rr"Ä)*"  auseinandergesetzten  Ver- 
fahren ähnlieh. 

Zunächst  wird  die  Entwiekelung  durchgeführt  nach  den  ex- 
centrischen  Anomalien  beider  Planeten.  Die  Coefficienten  sind 
Reihen ,  welche  fortschreiten,  nach  den  Potenzen  der  Tangenten 
der  halben  Excentricitätswinkel,  des  Quadrats  der  Sinus  der 
halben  gegenseitigen  Neigung  beider  Bahnen  und  des  Quotienten 
der  grossen  Halbaxen.  Die  Ersetzung  der  excentrischen  Ano- 
malien durch  die  mittleren  lässt  sich  dann  direct  durch  die  Sub- 
stitution von  Reihen  bewerkstelligen,  welche  nach  BesseFschen 
Functionen  fortschreiten,  deren  Argumente  von  den  Excentrieitäten 
abhängen.  Die  Coefücienten  der  einzelnen  Glieder  nehmen  auf 
diese  Weise  die  Form  sechsfacher  Summen  au.  Das  Wesentliche 
bei  diesem  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  die  zu  einem  be- 
stimmten Argument  oder  zu  einer  bestimmten  Ordnung  gehörigen 
Terme  unabhängig  von  den  übrigen  Termen  ermitteln  kann,  so- 
bald man  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

in  ganzen  positiven  Zahlen  kennt.  B. 

E.  Mathieu.     Memoire  sur  le  problfenie  des  trois  corps. 

C.  R  LXXVII.  1071-1074. 
Siehe  Abschnitt  X,  Cap.  4  A.  pag.  473. 

J.  A.  Serret.     R^flexions  sur  le  memoire  de  Lagrange 
intitnl^:  „Essai  sur  le  probl^me  des  trois  Corps". 
C.  R.  LXXVI.  1557-1665. 

Siehe  Abschnitt  X.  Cap.  4  A.  pag.  472. 

F.  Terry.      Areographische  Fragmente.     Manusents  et 
dessins  originaux  et  inddits  de  Schroeter.    M^m.  conr.  in 

4<»  de  Belg.  XXXVII. 

E.  QuETELET.     Rapport  sur  ce  memoire.    Bull,  de  Belg.  (2) 
XXXV.  352-353. 
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Der  Enkel  des  berühmten  Astronomen  von  Lilienthal  hat 
Herrn  Terby  ein  Manuscript  seines  Grossvaters  mitgetheilt,  das 
ausser  einem  Text  von  etwa  1000  Seiten,  mehr  als  200  Figuren 
enthält,  die  die  Flecken  des  Mars  von  17S5  bis  1805  betreffen. 
Die  Arbeit  enthält  eine  genaue  Inhaltsangabe  des  Manuscripts. 
Nach  dem  die  Zeichnungen  erläuternden  Text  des  Beobachtungs- 
Journals  prüft  Schröter  die  astronomischen  Umstände  der  Bewe- 
gung des  Mars,  die  Grösse  des  Planeten,  die  Neigung  seiner 
Rotationsaxe  gegen  seine  Bahn,  die  Epoche  seiner  ÄquinoctieO) 
seine  Abplattung  und  die  Grösse  seiner  Phase.  Der  wichtigste 
Theil  der  Arbeit  ist  jedoch  derjenige,  der  sich  auf  die  Flecken 
bezieht,  zuerst  die  glänzenden  Flecke  an  den  Polen,  dann  die, 
die  zur  Bestimmung  der  Dauer  der  Rotation  gedient  haben. 
Schröter  nimmt  bekanntlich  an,  dass  sich  die  dunkeln  Flecken 
auf  nicht  feste  Thcile  beziehen  oder  auf  Wolken  des  Mars,  die 
eine  weniger  grosse  reflectirende  Kraft  haben,  als  die  nicht  festen 
Theile  des  Planeten.  Mn.  (0.) 
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E.  Schröder.     Lehrbuch   der   Arithmetik  und  Algebra. 
Erster  Band:     Die  sieben  algebraischen  Operationen. 

Leipzig.  Teubner.  8^ 

Das  vorliegende  Buch  soll  den  ersten  Theil  eines  ausführ- 
lichen Werkes  über  die  Anfangsgründe  des  rein  analytischen 
Theiles  der  Mathematik  bilden,  das  der  Herr  Verfasser  beson- 
ders den  Lehrern  der  Mathematik  in  die  Hand  geben  will.  Ein 
zweiter  Band  wird  die  Lehre  „von  den  natürlichen  Zahlen'*  ent- 
halten, specieller:  die  wissenschaftliche  Begründung  der  gemeinen 
Arithmetik,  die  Elemente  der  Zahlentheorie,  der  Combinatorik 
und  der  Grössenlebre;  ein  dritter  Band  soll  dann  „die  analyti- 
schen Zahlen^  behandeln,  und  ein  vierter  überhaupt  die  „Ana- 
lysis  des  Endlichen^  zum  Abschluss  bringen.  Als  die  Quellen 
für  die  Ausarbeitung  des  Ganzen  giebt  der  Herr  Verfasser  selbst 
folgende  Werke  an: 

H.  Grassmann,  Lehrbuch  der  Arithmetik,  Berlin  1861;  Le- 
jeune*Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  herausgegeben 
von  Dedekind,  Braunschweig  1863;  J.  H.  T.  Müller,  Lehrbuch 
der  allgemeinen  Arithmetik,  Halle  1838  und  1855;  H.  Hankel, 
Vorlesungen  über  die  complexen  Zahlen  und  ihre  Functionen, 
I,  Theil,  Leipzig  1867;  M.  Ohm,  Versuch  eines  vollkommen  con- 
sequenten  Systems  der  Mathematik,  Bd.  1  und  2,  2^"*  Aufl.  Berlin 
1829;  J.  Bertrand,  Traitö  dArithmetique,  4.  ed.  Paris  1867; 
M.  Cantor,  Grundzüge  einer  Elementararithmetik,  Heidelberg  1855; 
B.  Baltzer,  Die  Elemente  der  Mathematik,  I,  2*^  Aufl.,  Leipzig  1855. 
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Aus  diesen  Schriften  ist  aber  nicht  etwa  ein  blosses  Sammel- 
werk gebildet,  sondern  tiberall  ist  eine  selbsttbätige  Denkarbeit 
und  eine  Fülle  neuer  eigenthümlicher  Betrachtungsweisen  zu  be- 
merken. Die  einschläglichen  Gebiete  sind  mit  thunlichster  Voll- 
ständigkeit behandelt,  (Jas  Material  besser  geordnet,  die  ver- 
schiedenen Methoden  kritisch  gesichtet,  und  die  didaktischen  Inter- 
essen nicht  minder  als  die  wissenschaftlichen  berücksichtigt. 

Das  erste  Kapitel,  die  Einleitung,  führt  nach  Erklärung  der 
(reinen)  Mathematik  als  „Lehre  von  den  Zahlen^  und  nach  Be- 
tonung der  unbeschränkten  Bildungsföhigkeit  des  Zahlenbegriffes, 
den  Leser  zunächst  in  den  Begriff  der  „natürlichen  Zahlen  ins- 
besondere* ein.  Darauf  folgen  die  Begriffe  uüd  Gesetze  der 
„Zahlenvergleichung  und  Unterordnung,  der  Einsetzung  und  Ein- 
schliessung^,  die  Principien  der  Nomenclatur,  das  Charakteristische 
der  Formel  und  die  Unterscheidung  von  constanten  und  variablen 
Zahlen.  Nach  Einführung  in  diese  einfachen  Begriffe  und  Be- 
zeichnungen geht  nun  der  Herr  Verfasser  zur  Betrachtung  der 
7  algebraischen  Operationen  über.  Das  zweite  Capitel  behandelt 
zunächst  die  drei  directen  Operationen,  und  zwar  sowohl  nach 
der  recurrenten  Methode  von  Grassmann,  als  nach  der  gewöhn- 
lichen independenten.  Es  folgen  im  dritten  Capitel  die  vier  in- 
versen  Operationen.  Diese  werden  in  dem  ersten  Abschnitte  als 
eindeutige  betrachtet,  und  im  zweiten  erst  als  solche  behandelt, 
wie  sie  auch  „sein  könnten^  und  (theilweise)  später  wirklich, 
auf  andern  Zahlengebieten,,  „sein  werden^^,  d.  h.  vieldeutig.  Das 
vierte  Kapitel  entwickelt  die  Gesetze  der  Verbindung  sämmtlicher 
Operationen  mit  einander.  Hier  bieten  sich  wieder  zwei  Behand- 
lungsweisen  dar,  erstens  die  „reale^S  bei  der  es  nur  darum  zu 
thun  ist,  die  gedachten  Gesetze  so,  wie  sie  sich  in  der  Wirklich- 
keit für  die  gemeinen  Zahlen  gestalten,  kennen  zu  lernen,  und 
zweitens  die  „formale^  Behandlungsweise,  bei  der  es  darauf  an- 
kommt, die  Art  zu  erkennen,  wie  sich  die  Resultate  nach  den 
Voraussetzungen  gruppiren,  aus  denen  sie  als  Consequenzen  her- 
vorgegangen sind.  Ein  Anhang  „über  die  symbolische  Darstellung 
von  Summen  und  Producten^  bildet  den  Scbluss  des  vorliegenden 
ersten  Bandes.  M. 
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X.  Steck  und  J.  Bielmayr.     Lehrbuch  der  Arithmetik. 

3'eAufl.  Kempten.  Kosel. 

Ein  Lehrbuch,  das  nur  die  Lehre  vom  Rechnen  mit  unbe- 
nannten, benannten  Zahlen,  die  Decimalbrüche,  Regeldetri  etc. 
urafässt.  Die  Darstellung  ist  klar,  fttr  den  Inhalt  jedoch  er- 
scheint das  Buch  als  zu  umfangreich.  0. 

H.  P.  H.  Grünfeld.    Lehrbuch  der  Arithmetik.  S'^'-Cursus. 

!««•'  Theil.  Schleswig.  Bergaa.  1872. 

H.  P.  H.  Grünfeld.  Sammluug  methodisch  geordneter 
Aufgaben  zur  Benutzung  beim  Unterricht  in  der  Arith- 
metik.  Tbl.  L   Schleswig.  Bergas. 

Das  Lehrbuch  ist  zum  Gebrauch  in  Secunda  bestimmt.  Es 
enthält  zuvörderst  die  Herleitung  der  gewöhnlichen  Rechenregeln 
für  ganze  Polynome,  bespricht  dann  die  Theilbarkeit  der  Zahlen 
etc.,  die  Lehre  von  den  Wurzeln  und  Potenzen.  Dann  wendet 
sich  der  Verfasser  zur  Regeldetri,  den  Gleichungen  ersten  Grades, 
den  diophantischen  und  quadratischen  Gleichungen  mit  einer  Un- 
bekannten. Das  Buch  zeichnet  sich  nicht  gerade  durch  Ueber- 
sichtlichkeit  aus.  Die  Regeln  sind  etwas  lang  und  wenig  concis 
gefasst.  Die  Aufgabensammlung  schliesst  sich  genau  dem  Lehr- 
buche an.  Die  letzten  beiden  Abschnitte,  namentlich  die  qua- 
dratischen Gleichungen,  sind  sehr  dürftig  ausgefallen.  Auf  wissen- 
schaftliche Strenge  scheint  das  Buch  keinen  Anspruch  erheben 
zu  wollen,  dagegen  giebt  es  Winke,  die  beim  Unterricht  vielleicht 
ganz  practisch  sein  können.  0. 

Faton.     Premiers  dl^ments    d'arithm^tique.     3'n«^6d.  Paris. 

Gauthier-Villars.  12o. 

C.  Spitz.  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  zum 
Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbst- 
studium. Zweiter  Theil.  2»«'  Aufl.  Leipaig  und  Heidelberg. 
C.  F.  WiDter. 

C.  Spitz.  Hierzu  ein  Anhang  enthaltend  die  Resultate 
der  Aufgaben. 

FoTtflchr.  d.  Math.  V.  3.  39 
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Zu  den  4  Abschnitten:  Combinationslebre,  binomiseher  Satz. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Rechnungsarten  bezttghch  auf 
menschliche  Sterblichkeit,  sind  in  der  2'^"  Auflage  noch  2  neoe 
über  höhere  Gleichungen  und  über  Determinanten  hinzugekommen. 
In  der  gesaramten  Bebandlungsweise  erscheint  der  wissenschaft- 
lich theoretische  Gesichtspunkt  als  der  einzig  leitende:  er  wird 
durch  keine  pädagogischen  oder  von  der  technischen  Anwendung 
eingegebene  Rücksichten  beschränkt  oder  modificirt.  Am  meisteo 
tritt  dies  bei  den  hohem  Gleichungen  in  der  Vollständigkeit  m\ 
neuestem  Standpunkt  hervor.  Andrerseits  sind  jedoch  die  Be- 
gründungen so  ausführlich,  die  Theoreme  so  zerlegt  und  aof 
langsamen  Fortschritt  eingerichtet,  dass  dem  Gebrauch  auf  Schulen, 
wofern  sie  eine  so  weite  Ausdehnung  beabsichtigen,  nichts  ent- 
gegensteht. Von  der  sonst  klaren  Darstellung  macht  eine  Aus- 
nahme das,  was  sich  auf  unendliche  Grossen  bezieht.  In  dieseis 
Punkte  vermisst  man  im  ersten  Theile  die  Erklärung,  im  zweitea 
auch  die  richtige  Auffassung.  So  z.  B.  wird  von  ganzen  Func- 
tionen gesagt,  ihre  Coefficienten  seien  einander  gleich;  wenn  die 
Functionen  fUr  alle  Werthe  der  Variabein  gleich  „und  endlich- 
sind. Die  Determinantenlehre  zeigt  gegenüber  den  meisteo 
Bearbeitungen  für  Schulen  zwei  anerkennenswerthe  Unterschiede: 
sie  entspringt  aus  der  Combinationslebre,  die  Theorie  der  si- 
multanen Gleichungen  ist  ihr  Resultat,  und  das  der  Determi- 
nantentheorie  eigene  Seh luss verfahren  wird  zur  Beachtung  ge- 
bracht. Dagegen  ist  die  Behandlung  der  simultanen  Gleichungen 
auffallend  dürftig:  das  Thema  der  Elimination  und  die  Bedeutung 
einer  Determinante  null  sind  gapz  vergessen.  H. 

J.  HüDEL.     Lehr-  und  Uebungsbuch  ftir  den  Unterricht 
in  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.    Pr.Eichsüti 
Zusammenstellung  algebraischer  Sätze   und  Beispiele  ohne 
alle  Eigenthttmlichkeiten.  Gr. 

RiECKE.  Mathematische  Unterhaltungen.  Heft  lii.  Stuttgart- Aoe. 

Diese  mathematischen  Unterhaltungen  bestehen  ans  einer 
Reihe  von  Aufgaben,  die,  ihrem  Inhalte  nach  buit'  durch  einander 
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geworfen,  ihre  Bearbeitang  offenbar  zufälligen  Anregungen  ver- 
danken. Es  sind  ganz  hübsche  Aufgaben,  deren  Lösung  den- 
jenigen, dem  sie  gerade  begegnen,  vielleicht  interessirt.  Ob  dies 
auch  zum  Druck  derselben  berechtigt;  ist  eine  andere  Frage. 
Neues  enthalten  sie  nicht.  Der  erste  Abschnitt  des  vorliegenden 
Heftes  bringt  Sachen  aus  der  Arithmetik,  wie  eine  Reflection 
darüber,  ob  das  Jahrhundert  mit  dem  l'**"  Januar  1800  oder  1801 
begonnen  hat,  die  Theiibarkeit  einer  Zahl  durch  7,  Pythagoreische 
Zahlen  etc.  Der  zweite  Abschnitt,  der  Geometrie  gewidmet,  giebt 
theils  recht  einfache  Aufgaben  und  Lehrsätze  über  das  Dreieck, 
das  Viereck,  den  Kreis,  unter  anderm  das  Pothenot'sche  Problem. 
Der  dritte  Abschnitt  enthalt  Aufgaben  aus  der  Stereometrie, 
wie  die  Sirapson'sche  Regel  etc.  Die  Aufgaben  sind  aber  nicht 
etwa  sachlich  geordnet,  sondern  stehen  bunt  durcheinander.  In 
Anmerkungen  finden  sich  historische  Notizen  über  einzelne 
Probleme.  0. 

y 

J.  Krejci.     Gruiidztige  einer  mathematischen  Krystallo- 

graphie.      Casopis.  IL  218-233.  (Böhmisch). 
•      Fortsetzung.    (Siehe  F.  d.  M.  IV  p.  261).  W. 

F.  J.  Studnicka.     Ueber  continuirliche  Verzinsung. 

Casopis.  IL  85-86.  (Böhmisch). 
Denkt  man  sich  das  Jahr  in  a  gleiche  Theile  getheilt,    und 
werden  nach  jedem  dieser  Intervalle  die  Zinsen  des  Kapitals  Ko, 
zu  p  Procent,  zum  Kapital  geschlagen,  so  erwächst  nach  n  Jahren 
ein  Kapital 

Die  continuirliche  Verzinsung  erhält  man  für  lim  a  =  oc,  wodurch 
Kn  =  Ko  c"**  sich  ergiebt.  W. 

A.  Erlecke.     Bibliotheca  Mathematica.    Abth.  L  u.  n.  Halle. 

.    Erlecke.  S«. 

.    Das  Buch  will  eine  Bibliographie  der  deutschen  Mathematik 
bis  1870  geben,  erfüllt  aber  diesen  Zweck  in  völlig  ungenügen- 

39* 
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der  Weise.  In  Betreff  der  Mängel  verweist  Referent  auf  die  Re- 
cension  von  M.  Curtze,  Schlömileh  Z.  XVIII.  Litz.  1-4,  der  sich 
Referent  in  seinem  Urtheil  nur  anschliessen  kann.  0. 

G.  Bellavitis.     Terza  e  ultima  parte  della  XI  ™a  Rivista 
di  Giornale.     Duodecima  Rivista  di  Gioniale. 

Atti  d.  Ist.  Ven.  (4)  II.  383-459.  1127-1152.  1197-1241. 

Fortsetzung  der  früheren  Arbeit,  s.  F.  d.  M.  IV.  p.  601. 

Jg.  (0.) 

W.  Shanks.     On   the  extension  of  the  numerical  value 

of  71.     Proc.  of  London.  XXI.  315-319. 

Der  Werth  von  tan-*^  und  tan-*^fy  wird  auf  709  Decimalen 
und  der  von  n  auf  707  Decimalen  angegeben.  Cly.  (0.) 

W.  Shanks.     On  certain  discrepaiicies  in  the  published 
numerical   values   of  n,      Proc.  of  London.  XXII.  4546. 

Es  wird  bemerkt,  dass  die  75'"*  Decimalstelle  in  dem  Werthe 
von  tan-^^  8  statt  7  sein  sollte,  und  der  Werth  von  n  ist  neu 
auf  707  Decimalen  angegeben.  Cly.  (0.) 

H.  Wage.     On  the  ealeulation  of  logarithms.     Rep.  Brit. 

Ass.  1873. 
Der  Messenger,  Oktober  1873,   enthält   einen  Bericht  über 
diese  Methode.    S.p.  Gll.  Csy.  (0.) 

T.  H.  Jennant.     Note  on  logaritbmic  tables.   Monthi.  Note. 

XXXIII.  563-565. 
Ergänzende  Bemerkungen  zu  denen  in  der  obigen  Arbeit  (p.44) 
von  Glaisher  über  die  Nothwendigkeit  einer  fortwährenden  Ueber- 
wachung  der  Publikation  von  mathematischen  Tafeln.  Herrn 
Jennant's  Arbeit  bezieht  sich  speciell  auf  Shortrede's  Tafeln  und 
enthält  Bemerkungen  und  Vorschläge  über  Veränderungen  im 
Arrangement,  namentlich  der  trigonometrischen  Tafeln. 

Glr.  (0.) 
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Hanlon.     Suggestions  towards  the  formation  of  an  exten- 
ded  table  of  logarithms  and  the  discussiou  thereon  at 

Bradford.      Measenger.  (2    II  l.  100-106. 

Im  Herbst  1873  Hess  Herr  Hanlon  einen  Plan  circuliren,  in 
welchem  er  vorschlug,  die  National-  und  andere  von  der  Re- 
gierung inspicirten  Schulen  zu  benutzen,  um  eine  bis  auf  Million 
ausgedehnte  Logarithmentafel  zu  berechnen.  Sein  Circular  ent- 
hielt eine  Darlegung  der  anzunehmenden  Methode  (die  auf  der 
Gleichung 

log  (a?  +  1)  =  log  X  -\r  ^^ 

basirte,  welche  annähernd  richtig  ist,  wenn  x  sehr  gross  ist)  und 
zugleich  specielle  Formen  der  Rechnung.  Dieser  Vorschlag  wurde 
auf  der  Versammlung  in  Bradford  von  der  British  Association 
discutirt,  und  enthält  die  Arbeit  einen  vollständigen  Bericht  so- 
wohl tlber  Mr.  Hanlon's  Vorschlag,  wie  auch  über  die  Bemer- 
kungen der  Herrn  S.  Smith,  W.  Merrifield,  James  Glaisher  und 
J.  W.  L.  Glaisher,  die  sämmtlich  den  Plan  fbr  unausfllhrbar 
hielten;  1)  weil  die  Schulen  die  Rechnungen  nicht  unternehmen 
würden;  2)  wenn  sie  es  wirklich  thäten,  die  Rechnungen  völlig 
unbrauchbar  wegen  ihrer  Ungenauigkeit  sein  würden;  und  3) 
wenn  sie  auch  richtig  gerechnet  wären,  würden  sie  nicht  die 
Druekkosten  werth  sein.  Glr.  (0.) 

Henry  Wace.     On  the  calculation  of  logarithms. 

Messenger.  (2)  III.  66-92. 

Das  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  eine  Zahl  allmählig 
durch  fortgesetzte  Multiplication  einer  Reihe  von  einfachen  Fac- 
toren  auf  die  Einheit  zurückführt,  und  wird  dies  an  einem  Bei- 
spiele erläutert: 

Man  nehme  die  Zahl,  welche  Borda  und  Delambre  benutzten, 
nämlich  543839  und  bringe  sie  auf  12  Decimalstellen;  theile  sie 
durch  lO'^  und  5,  so  wird  die  Zahl  1  .  087678.  Das  nächste 
ist  nun,  die  bezeichnende  Zahl  in  der  zweiten  Decimalstelle  zu 
entfernen;  desshalb  ist  die  Zahl  mit  1  — .08  oder  .92  zu  multi- 
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pliciren.  Das  ist  also  dasselbe,  als  wenn  man  von  der  Zahl, 
achtmal  sie  selbst,  um  zwei  Stellen  vorgerückt,  abzieht.  Dies 
vollzieht  sich  folgendermaassen : 


1.0 


87 
87 


67 
Ol 


80 
42 


1  . 0  00  66  37  6 
Durch  diese  Multiplication  ist  zugleich  mit  der  zweiten  die  dritte 
bezeichnende  Zahl  verschwunden.  Um  die  vierte  zu  zerstören, 
multiplicire  man  mit  1  — 0006;  mit  anderen  Worten,  man  gub- 
trahire  sechsmal  die  Zahl  von  sich  selbst  um  vier  Stellen  vor- 
gerückt. Zunächst  würde  man  mit  1  —  •  00006  und  1  —  •  000003 
multipliciren,  was  sich  so  darstellt: 


1.000 

6637 

6000 

0 

6003 

982.5 

6 

l.OOOC 

)  63361 

744 

60003 

802 

1.00000 

335794 

2 

300001 

0 

1.00000  035793  2 
Der  nächste  erforderliche  Factor  würde  1  —  0000003  sein;  aber 
es  ist  augenscheinlich,  dass  eine  Multiplication  mit  diesem  Factor 
die  zwölfte  Decimalstelle  nicht  alteriren  würde  und  folglich  die 
so  erhaltenen  letzten  sechs  bezeichnenden  Zahlen  ohne  weitere 
Operation  den  verlangten  Factor  darstellen.  Also  ist 
543839  -MO*  -f-  5 

xO-i|)O-T^0O-10O-il)O-,4)0-i|) 

yJ^V      lo'vv       10"/        ' 


1- 


so  dass  mit  grösster  Genauigkeit  543839  als  Bruch  ausgedruckt 
werden    kann ,    dessen    Zähler    10'  X  5    und    dessen     Nenner 


0-tI')0 


W 


ist. 


lOVV        lOV       \         10' 
Es   folgt  daher,  dass,  um   den   Logarithmus  irgend   einer 
Zahl  zu  berechnen,  man  nur  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  I 
bis  11  und  die  der  Factoren  von  der  Form 
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etc. 


etc. 


1  —  JL     1--^      1--— 
10'  10"  10' 

zu  wissen  braucht,  wo  x  irgend  eine  einfache  ganze  Zahl  ist. 

Mit  andern  Worten  ist  es  nur  nöthig,  aus  logarithmischen  Reihen 

die  Logarithmen  der  Zahlen  zu  berechnen,  die  in  der  folgenden 

Tafel  enthalten  sind,  welch  letztere  die  „constituirende  Tafel" 

genannt  werden  möge. 

.9 

.8 

.7 

.6 

.5 

.4 

.3 

.2 

.1 

Die  Anzahl  der  zu  berechnenden  Columnen  ist  gleich  der 
Anzahl  der  zu  berechnenden  Dccimalstellcn.  Der  Verfasser  zeigt 
dann,  wie  diese  constituirende  Tafel  leicht  berechnet  werden 
kann,  und  giebt  zahlreiche  und  sorgfältig  ausgearbeitete  Anti- 
logarithmen  zu  vielen  Decimalstellen  berechnet.  Hierauf  ver- 
gleicht er  seine  Methode  mit  ähnlichen,  wie  die  von  Weddle 
(dem  er  das  Princip  seiner  Methode  verdankt)  1845,  und  von 
P.  Gray. 

Der  Arbeit  folgen  10  Seiten  voll  constituirender  Tafeln, 
welche  die  Logarithmen  (die  von  Briggs  und  hyperbolische)  von 
log  (1  ± •  '"^)  von  x=  1  bis  oj  =  9  und  von  «  =  0  bis  i»  =  11 
bis  auf  20  Decimalstellen  bringen. 

(Ein  Auszug  dieser  Arbeit  erscheint  in  den  Bep.  of  Brit.  Assoc. 
XLIU.  (1873)  24-26).  Glr.  (0.) 


.9 

.99 

.999 

.  9999 

.8 

.98 

.998 

.9998 

.7 

.97 

.997 

.  9997 

.6 

.96 

.996 

.9996 

.5 

.95 

.995 

.9995 

.4 

.94 

.994 

.9994 

.3 

.93 

.993 

.9993 

.2 

.92 

.992 

.9992 

.1 

.91 

.991 

.9999 

S.  M.  Drach.     Logarithmic  and  factor  tables.    Meesenger- 

\2)  III.  6. 

Der  Verfasser  meint,  dass  die  Stellen  von  der  sechsten  bis 
zehnten  Decimale  incl.  von  Vega's  Thesaurus  (Leipzig  ]  794)  ein- 
zeln als  Beigabe  zu  den  gewöhnlichen  sieben-stelligen  Logarithmen- 


Digitized  by 


Google 


614  Anhaog. 

tafeln  herausgegeben  werden  mttssten,  und  zeigt,  dass  die  drei- 
theilige  Thcilung  der  Factoren  im  Vega,  Borkhardt  und  anderen 
fortlaufend  dargestellt  werden  kann.  Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     Remarks  oii  logantbmic  and  factor 
tables  with  special  reference  to  Mr.  Drach's  suggestioiis. 

McsBenger.  (2)  IFI.  7-12. 
Bringt  die  Bedenken  des  Verfassers  über  die  obigen  Vor- 
schläge des  Herrn  Drach.  Ersterer  berührt  den  Mangel  an  zehn- 
stelligen-  Logarithmentafeln  und  glaubt,  dass  nichts  Anderes,  als 
ein  Abdruck  von  Ylacq's  Arithmetica  (Gouda  1628)  dem  abhelfen 
würde;  auch  er  hält  die  Anordnung  in  Borkhardt  und  Dase  für 
geeigneter,  als  die  von  Herrn  Drach  in  Vorschlag  gebrachte. 
Der  Rest  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Anordnung  von 
Factorentafeln  und  Tafeln  im  Allgemeinen,  welche,  wie  der  Ver- 
fasser meint,  nicht  fllr  Dilettanten-Gebrauch,  sondern  ftir  wissen- 
schaftliche Zwecke  bearbeitet  sein  sollten,  da  die  Bequemlichkeit 
einer  Person,  die  nur  einzeln  und  selten  die  Tafeln  benutzt,  nicht 
maassgebend  für  deren  Anordnung  sein  könne.        Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  logarithmic  tables.    Monthi.  Not 

XXXIII.  440-450. 
Die  Schrift  ist  ein  Nachtrag  zu  Gauss  ^Einige  Bemerkungen 
zu  Vega*s  Thesaurus"  (Astronomische  Nachrichten  No.  756,  1851 
oder  Werke  III  257-264),  in  dem  die  relativen  Zahlen  und  Grössen 
der  letztstelligen  Fehler,  welche  in  den  Sinus-,  Cosinus-  undTan- 
genten-Colonnen  von  Vega's  Thesaurus  vorkommen,  (Leipzig  1794 
Folio),  geprüft  werden.  Gauss  fand,  dass  die  Tangenten-Colonne 
unzweifelhaft  erlangt  worden  ist  durch  Abziehen  der  Cosinus- 
Colonne  von  der  Sinus -Colonne,  aber  er  bemerkte  auch,  das« 
die  Cosinus-Colonne  genauer  ist,  als  die  Sinus-Colonne,  ein  Fac- 
tum, dessen  Erklärung  er  nicht  finden  konnte.  Wenn  man  Vlacq's 
eigne  Angabe  tlber  die  Berechnung  der  Tafeln  betrachtet,  so  ist 
klar,  dass  er  zuerst  die  log  cos  fand,  indem  er  sie  einfach  aus 
dem  Logarithmus  des  Sinus  der  Winkel  in  der  zweiten 
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des  Quadranten  in  dem  Opus  Palatinum  nahm,  uud  die  logsinus 
dann  herleitete  mit  Hülfe  der  Formel: 

log  sin  X  =  log  cos  (90°  —2  a;)  —  log  cos  x  —  log  2 
und  die  log  tangens  aus 

log  tang.  X  =  log  sin  x  —  log  cos  x, 
so  dass  wir  die  sinus  ungenauer  erwarten  müssen  als  die  cosinus 
und  die  tangenten  ungenauer  als  die  sinus,  wie  es  in  der  That 
der  Fall  ist.  Der  Verfasser  prüft  dann  die  Fehler  in  den  letzten 
Stellen  von  Vlacq's  Trigonometria  Ai*tificialis  1633  und  in  Vega's 
Thesaurus.  Er  kann  jedoch  nicht  entscheiden,  wie  Vega  Vlacq's 
Tafeln  geprüft  und  wie  er  es  möglich  gemacht  hat,  eine  Anzahl 
der  Fehler  herauszubringen. 

Es  wird  bemerkt,  dass  wenn  man  eine  Colonne  einer  Tafel 
durch  Addition  oder  Subtraction  zweier  andern  erhalten  hat,  die 
Resultate  in  der  letzten  Stelle  corrigirt  werden  müssen  ein  Mal 
unter  4  Malen.  Dies  wird  practisch  gezeigt.  Der  übrige  Theil 
der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  einem  Brief  von  Herrn  Lewis 
(Ohio)  an  den  Verfasser  über  Logarithmentafeln  (und  speciell  mit 
Vlacq's  Arithmetica  von  1828)  und  mit  des  Verfassers  Bemer- 
kungen dazu.  Auch  bezieht  sich  die  Arbeit  auf  Gernerth's  Be- 
merkungen über  ältere  und  neuere  mathematische  Tafeln  (Zeitschr. 
f.  d.  österr.  Gymn.  Heft  VI  Wien  1863)  und  auf  die  Febler  der 
letzten  Stelle  im  Allgemeinen.  Glr.  (0.) 

L.  ScHRöN.  Tables  de  logarithnies  k  sept  d^cimales  pour 
les  nombres  de  1  jusqu'  k  108000  et  pour  les  lignes 
trigonom^triques  de  10  secondes  en  10  secondes;  et 
table  d'interpolation  pour  le  calcul  des  parties  propor- 
tionnelles,  pr^cöd^es  d'une  introduetion  par  J.  HoUel. 

2  vol.  4^    Paris,  Gauthier- Villars. 

J.  HoüEL.     Tables  de  logarithnies  k  cinq  decimales  pour 
les  nombres  et  les  lignes  trigonomdtriques,  suivies  des 
logarithmes  d'addition  et  de  soustraction  ou  de  loga- 
rithnies de  Gauss  et  de  diverses  tabelles  usuelles. 
Nouv.  ^d.    8^  Paris,  Qauthier- Villars. 
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W.  LxGowsKi.  Sammlung  fttnfstelliger  logarithmisclien 
trigonometrischer,  nautischer  und  astronomischer  Tafeln 
nebst  Erklärungen  und  Formeln  der  Astronomie  mit 
besonderer  Rücksicht  auf  die  Nautik.    Kiel.  Toeche. 

Das  Buch  enthält  52  verschiedene  Tafeln  über  die  im  Titel 
angeführten  Gegenstände.  Sie  sind  recht  übersicbtlicb  und  klar 
geordnet,  und  die  in  der  Einleitung  gegebene  Erläuterung  zsm 
Gebrauch  der  Tafeln  ist  klar  und  yerständlich  geschrieben.  Uebei 
den  ersten  und  zweiten  Anhang  ist  bereits  im  vorigen  Bande 
d.  J,  p.  607  berichtet  worden.  O. 

C.  Bremiker.    Logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  mit 

sechs   Decimalstellen.     3.  Auö.  Lief,  l,  Berlin.  Nicolai. 

Das  Buch  hat  dieselbe  gute  und  ttbersichtliche  Anordnung, 
wie  die  bekannten  siebenstelligen  Tafeln  von  Vega.  Die  erste 
Lieferung  enthält  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  —  100000. 
Die  Einleitung  ist  klar.  O. 


J.  C.  V.  Hoffmann.    Zur  mathematischen  Orthographie. 

Hoffmann  Z.  IV.  412-415. 

In  einer  Zusammenstellung  der  Aufgaben  der  einfachen  Zins- 
rechnung wird  auf  die  Stellung  der  Factoren  und  Divisoren  zur 
Erleichterung  des  Kopfrechnens  Gewicht  gelegt.  H. 

A.  ÖicKENBERGER.      ]\Iathematische  Orthographie. 

Hüffmann  Z    IV.  379-391. 

Der  erste  Abschnitt  stellt  die  Regeln  über  die  Schreibung 
der  Operationen  und  ihrer  Reihenfolge  in  den  Grenzen  der  Ele- 
mentarmathematik, der  zweite  über  deren  Aussprache,  der  dritte 
über  Kalligraphie  und  Druck,  umfassend,  wohlgeordnet  und  mo- 
tivirt,  zusammen.  Jedem  Abschnitt  ist  ein  oberster  GnmdBatz 
an  die  Spitze  gestellt.  H. 
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J.    LosTaK.       üeber    die    Bezeichuuno    der    nietiischeii 

Maasse  und  Gewichte.  Oaeopis.  II.  91-93.  (Böhmiecb). 
I>a  vom  l'^*"  Januar  1876  in  Oesterreich  das  metrische  Maass 
und  Gewicht  oiBciell  eingeführt  wird,  so  schlägt  der  Verfasser 
die  bekannten  abgekürzten  Bezeichnungen  m.  1.  a.  s.  g.  fltr  Meter, 
Liter,  are,  ster,  gramm;  ferner  D.  H.  K,  M.  filr  Deka,  Hekto, 
Kilo,  Myria;  und  schliesslich  d.  c.  m.  für  deci,  centi,  milli  vor. 

W. 

A.  DE  Morgan,     A  budget  of  paradoxes.      London.  Long- 

mans,  Green  &  Co.  1872- 
Ein  zusammenfassender  Wiederabdruck  einer  Reihe  von  fort- 
laufenden Aufsätzen  im  Londoner  Athenaeum,  nach  dem  Tode 
des  Verfassers  von  dessen  Wittwe  mit  Zusätzen  des  Verfassers 
herausgegeben.  Das  Buch  (512  S.  gr.  8°)  hat  sich  zur  Aufgabe 
gestellt;  allen  mathematiseb-physikalisch-astronomischen  Unsinn, 
der  seit  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  gedruckt  ist,  an  uns 
vorbeizuführen.  Man  kann  diese  Verirrungen  des  menschlichen 
Geistes  recht  wohl  nach  der  Uebersicht  eintheilen,  welche  der 
Indexe  annimmt.  Derselbe  unterscheidet  durch  bestimmte  Buch* 
Stäben  neben  jedem  Namen,  ob  der  betreffende  Autor  ist  1.  ein 
Anticopernikaner;  2.  ein  Alchymist;  3.  ein  Antinewtonianer;  4.  ein 
Astrolog;  5.  ein  Kreisquadrirer ;  6.  ein  Mystiker  (besonders  in 
Bezug  auf  die  apokalyptische  Zahl  666) ;  endlich  7.  ein  Winkel- 
trisecirer.  Man  findet  in  dem  Werke  Nachrichten  über  eine  grosse 
Zahl  höchst  seltener  Bücher,  die  man  in  wissenschaftlicher  Hin- 
sicht jedoch  wohl  nicht  immer  so  niedrig  stellen  darf,  als  es  durch 
Aufnahme  derselben  in  die  Liste  des  Budget  of  Paradoxes  schei- 
nen möchte.  Ein  jedoch  lange  nicht  vollständiges  Verzeichniss 
der  in  ihm  erwähnten  Bücher  findet  man  im  6'^"  Bande  des  Bullet- 
tino  Boncompagni.  Höchst  amüsant  ist  die  Mittheilung  über  die 
Bestrebungen,  welche  sich  einer  Einführung  von  decimal  getheil- 
tem  Geld,  Maass  und  Gewicht  in  England  entgegenstellten.  Man 
sollte  nicht  glauben,  dass  hervorragende  Parlamentsmitglieder 
solche  bodenlose  Paradoxe  von  der  Tribüne  des  Parlaments  er- 
schallen lassen  konnten.  Ge. 
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Bender.    Neuer  Beweis,  dass  7  =  13.    Hoffmann  z.  iv.  356-357. 

Verfehlte  Correction  einer  fingirten  falschen  Rechnung.  Der 
Fehler  liegt  nicht,  wie  der  Verfasser  meint,  in  der  Vernach- 
lässigung eines  Terms  =  (),'  sondern  in  der  Division  der  Gleichung 
ohne  gleichzeitige  Notirung  der  weggeschafften  Wurzel,  abgesehen 
von  der  falschen  Anwendung  einer  willkttrlichen  Gleichung  zum 
Beweise.  H. 

O.  Lehmann,     Revolution  der  Zahlen,  die  Seh  in  Schrift 

und   Sprache.     Leipzig  1869  nebst  zwei  Beiblättern  1870  and  1872. 

O.  Lehmann.      Logarithmen,   gewöhnliche  und  trigono- 
metrische, für  die  Grundzahl  Seh.     Leipzig.  Weber. 

Der  Verfasser  plaidirt  dafür,  das  jetzt  gebräuchliche  dekadi- 
sche Zahlensystem  aufzugeben  und  dafür  ein  anderes  einzuftlhreo, 
das  die  6,  Seh  nach  seiner  Bezeichnung,  zur  Orundzahl  hat. 
Die  citirten  Schriften  haben  den  Zweck,  die  grössere  Einfachheit 
dieses  Systems,  fdr  das  er  auch  neue  Ziffern  eingeführt  hat,  zu 
zeigen.  Der  Verfasser  hat  sogar  eine  Logarithmentafel  in  diesem 
System  auf  6  Stellen  berechnet,  die  gedruckt  vorliegt. 

0. 
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